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OZET

Makalede, biikeyligi olmayan durum fonksiyonlu birinci basamaktan
nonlineer hiperbolik tiir denklem i¢in Riemann probleminin gergek
¢ozimleri elde edilmigtir. Bunun i¢in bazi durumda esas probleme bilinen
anlamda denk olan ve 6zel yolla kurulmus yardimei problem dahil
edilmistir. Baz1 durumlarda ise problemin karakterine uygun olarak agagi
veya yukart konveks katmanlar kurulmus ve bunlarm yardimiyla gergek
¢oziimler bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: 1. Basamaktan kismi tiirevli nonlinear denklemler, Riemann
problemi, karakteristikler, zayif ¢coziim, darbe dalgasi, asagr ve yukart konveks
katman, entropi
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ABSTRACT

In this paper the exact solutions of the Riemann problem for first-order
nonlinear equation with non-convex state function are obtained. For this,
when it is necessary the auxiliary problem which is equivalent to the main
problem is introduced. The solution of the proposed problem permit to
construct the weak solution of the main problem. In some cases depending
on the nature of investigated problem a convex or concave hull is
constructed. Thus, the exact solutions are founded by using these functions.
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Biikeyligi Olmayan Durum Fonksiyonlu Bivinci Basamaktan
Denidem I¢cin Riemann Problemi

1. GIRIS

Mekanigin, 6zellikle de gaz dinamiginin birgok problemlerinin ¢oziimil
nonlineer  denklemlerin  siireksiz ~ ¢ézimlerinin  incelenmesine
indirgenmektedir. Hiperbolik tiir denklemlerin siireksiz ¢oziimleri lineer
denklemlerin siireksiz  ¢oziimlerinin  ozelliklerine has olmayan bazi
ozelliklere sahiptir. Bilindigi iizere kuvvetli heyecanlanmanin siirekli
ortamlardaki dagilimi nonlineer, zayif heyecanlanma ise lineer hiperbolik
denklemlerle ifade edilmektedir. Ayrica, lineer denklemlerle ifade edilen
denklemlerin ¢6ziimlerinde baglangi¢ profilde bulunan sigrayis dalganin

evrim siirecinde korunmaktadir.

Nonlinger  hiperbolik  tiir  denklemlerin  siireksiz  ¢oziimlerinin
incelenmesinde ¢ok o6nemli teorik sonuglar, kronolojik olarak O.A.
Oleinik, AN. Tikhonov, A.A. Samarskii, P. Lax ve I.M. Gelfand
tarafindan elde edilmistir. Biikeyligi olmayan durum fonksiyonlu birinci
basamaktan nonlineer hiperbolik tiir denklemlerin gergek ¢ozimlerinin
bulunmasi hem pratik agidan, hem de teorik agidan énem tagimaktadir.

Bu makalede biitkeyligi olmayan durum fonksiyonlu birinci basamaktan
nonlineer denklem i¢in Riemann probleminin gergek c¢oziimleri elde

edilmigtir.

2. KONVEKS DURUM FONKSIYONLU PROBLEM

Her zaman oldugu gibi R? ile (x, t) diizleminde Euclid uzayin gosterelim.
Burada x yer, t ise zaman degiskeni olmaktadir. Q7 = {(x,t)|x €] =

(—o0,),t € [0,T) } € R? olmak iizere Qr de asagidaki

du O0F(u)

— 0 1

6t+ ox ’ 1)
_{u,x<0

u(x,0) = {uz,x D (2)
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problemini g6z 6niine alalm. Burada F € C2(Qr) ve F'(w),F'(u)
fonksiyonlarn isaret degistirmektedir, yani F(u) asagt ve yukan konveks
kisimlara sahip fonksiyondur. F”’(u) <0 (veya F(uw) = 0) oldugu
durumlarda (1), (2) problemi literatiirde iyice 6grenilmistir, [2], [3], [5],
[6-8]. (1), (2) problemine 6zellikle petroliin su ile sikistirilip ¢ikarilmasi
siirecinin matematiksel modelinin yaziliminda rastlanmaktadir, [3], [4],

[10].

Bu makalede (1), (2) problemi 6zel olarak F(u) = —cosu,u € [%,37”] ve

U4, Uy nin bilinen sabitler oldugu durumda incelenmistir. F(u) durum

fonksiyonunun grafigi Sekil 1 de verilmistir.

L / \\

J 2 | | | | | | | | L |

Sekil 1. Durum fonksiyonu, F(u) = —cosu,u € 2,37"

Sigrayisin - meveut  olma  kosulundan  goriildiigi  gibi  F''(w) <
0 oldugundan problemin ¢éziimiindeki sigrayis u; < u, durumda olusur

ve sigrayls hemen koordinat baslangicindan itibaren olusur.
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Once u; = 3771,112 = %durumunu inceleyelim. Agiktir ki, bu durumda
¢ozimi darbe dalgasi seklinde ifade edemeyiz, ¢iinkii sigrayis entropinin
artma kosulunu korumamaktadir.

Karakteristikler yonteminin genel yapisina gére (1), (2) probleminin
¢Oziminil yazmak i¢in u = %, U =1u; ve U =1u, dogrularmi ¢éziimiin

surekliligini  saglamak ve baslangic kosulunu korumak suretiyle

birlestirmek gerekir. Bundan dolay s6z konusu ¢6ziim

3 x< q
2° t
x x
= s i — pie — 3
ulx,t) =<m arcsm(t), 1< : 1 3)
T -]
2’ t

seklinde yazilir. Baglangic fonksiyon ve (3) formilii ile tammlanan

¢ozimiin grafigi sirasiyla Sekil 2 ve Sekil 3 de gosterilmistir.

Simdi, (3) ifadesi ile tanimlanan fonksiyonun (1), (2) probleminin zayif
¢6ziimii oldugunu ispatlayalim. Bununi¢in D = {(—a,a) x (0,T)} < Q¢
bolgesinin sinirlarinda sifir degerini alan, diger yerlerde negatif olmayan,
her iki degiskene gore siirekli diferansiyellenebilir olan ve D de sonlu

tastyiciya sahip herhangi bir ¢(x,t) test fonksiyonu igin

a

f {u(x, t) . (x,t) — cosulx, t)@, }dxdt + f Ug(x, )e(x,0)dx =0

D —-a
ifadesinin  gergeklestigini  gosterelim.  Sonuncu  esitlikte u(x, ¢)

fonksiyonunun (3) deki ifadesini kullanirsak

Ta a
ff ulx, t) @, (x,t) — cosulx, t)@, dxdt + f uo(x, p(x, 0)dx
0-a —a
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baslangc nksiyonu

35F q

25+ 8

15 A S S |  — — S— | dz
5 4 383 =2 4 0 1 2 3 4 5

Sekil 2. Baslangi¢ fonksiyonun grafigi, u, > u,

ff —<Pt(x t) — cos —(px dxdt + ff — arcsin (x)) . (x, 1)

Ta

—Cos (n - arcsm( )) @, dxdt + f —@:(x,t) —cos = (px dxdt

0
3 T
+ f7(p(x, 0)dx+f5(p(x, 0)dx
0

—a

,/"f M*»‘ i
’ *\m‘\w\\‘a*\\*&e&“‘*}“»
“ mm "o‘h‘n
n u 1 b

"7 30

#f?%##@#$¢§¢i&¢¢§o‘ 20

)

Sekil 3. (1), (2) probleminin ¢oziimii
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ff —(pt(x t)dxdt + ff — arcsin )) @:(x,t)
- ff cos (n — arcsin (x)) @, dxdt

0-t
0

ff =@ (x, t)dxdt + f?’—(p(x 0)dx+f o(x,0)dx

—a
buluruz. Integralleme sirasim degistirirsek
-TT

ff @ (x, t)dtdx+— ff @ (x, t)dtdx

-al -TO

ff — asin )(pt (x, t)dtdx

=T —x

ff — asin )(pt (x, t)dtdx

cos { T — asin ad @, (x, t)dxdt
ff G

+Ef @:(x, t)dtdx
_lffT @ (x, t)dtdx+— f(p(x 0)dx +—= f(p(x 0)dx

3n | 3n
=—7f (p(x,O)dx+7 f(p(x,—x)dx
-a -T

0 0
— 3771 f @(x,0)dx — f(n —asin(—1))@(x, —x)dx
-r o
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ff p(x, t) dtdx — f(n— asin(1)) @ (x, x)dx

T (t)

f o(x, t)—dtdx
f o(x, t)—dxdt

0 a
s T T
+E f(p(x,x)dx—E f(p(x,O)dx—Ef(p(x,O)dx
-a -T T

= 0
3 3
+7 f @(x,0)dx +7 f(p(x, —x)dx =0
elde ederiz.

Simdi uy = % ,Uy = 3?71 olmasi durumda (1), (2) probleminin ¢éziimini
inceleyecegiz. Sigrayisin meveut olma kosuluna gore [4], [9], bu durumda

problemin ¢éziimii sigrayisa maruz kalir. [1], [10] takip ederck asagidaki

yardime1 problemi igerelim.

A() 1le operatorunu gosterelim. Bu notasyonda (1) denklemi

6u+A =0
T (—cosu) =

seklini alir. A~ ile A operatériin tersini gosterelim. Denklemin her iki

tarafina A~1 i uygularsak

A u
+ (—cosu) = A"1(0) “)
at
alinz.
AN 0)=nh
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ile gosterirsek, buradan A h = 0 ve boylece h(t) € ker A olur. hy(t) €
ker A olmak suretiyle (4) denklemini
%[A‘l.u + hq]—cosu =0
seklinde yazabiliriz. Burada h'(t) = —h4(¢) dir.
A Y u+h; =w(xt) 5)
alirsak, (5) ifadesinden
ow(x,t)
ox
elde ederiz. (5) ve (6) ifadelerini birlikte dikkate alirsak (4) denklemini

u(x,t) = (6)

ow ow

T cos <a> =0 (7

bigiminde yazabiliriz. (6) denklemi i¢in baglangi¢ kosulu

w(x,0) = wo(x) 8)

olur. Burada

dw,(x)
dx

dir. (7), (8) problemine yardimci problem denir. Goéruldiigi gibi yardimei

= uy(x) )]

problem tek degildir.

Simdi, yardimer problemi ¢6zebilmek i¢in asagidaki notasyonlar igerelim

D _ g G
B Lrg

Bu notasyonda (7) denklemi m(p,q) =p —cosq = 0 haline gelir. n

denklemini x e ve t ye gore diferansiyellersek

dp . oq dp . 9q _
= +quat = 0,ax+51nqax =0

aliriz. _ZZ = —ZZ oldugundan sonuncu denklemler

dp dp aq aq

— i —_— [E— i _— 10
at+smqax O,at+smqax 0 (10)

sekline doniisiir. Once (10) denklemlerine karsilik gelen
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dt dx dp dq dw
e =—=—=—=ds (11)
1 sing O 0 p-—cosq

karakteristik denklemini yazalim. Karakteristik denklemin ¢6ziimiinii tek

olarak bulmak i¢in asagidaki baglangi¢ kosullarmi ekleyelim:

a a
tlszO = 0;x|5=0 = f) qlszO = % <o’ plszO = COos (%) 5=0>
T
Ef)f <0
Wls=0 =wo(§) =1 3 (12)
- $§>0

sparametre olmak tizere (11) denklemler sisteminden
t=s+c,p=0¢yq=C3,x=ssincy +cy,w=(c, —Cosc3)s + Csg
alirniz. Burada ¢;, (i = 1,2,3,4,5) ler herhangi integralleme sabitleridir. S6z

konusu sabitler (12) kosullarindan

dw dw
¢ =0,¢p = cos(a—§>,63 =a—§, €y =§,05 =wWo($)

olarak bulunur. Elde edilen sabitler yerine konursa (11), (12) probleminin
¢Ozumuna
w_, <0
w(x,t) = {W+, £>0 (13)
seklinde elde ederiz. Buradaw_ = (cosu; — uy sinug )t + %x, w, =
(cosu, —u, sinu, )t + %nx ve § = x — t sinu olmaktadir. w_ = w,
kosulundan W = 2—’; = —2 alinz. Dolayisiyla bu durumda problemin
gergek ¢oziimii
x
= t
w(x,t) = o (14)
Wy, ?

olur. Sekil 4 ve Sekil 5 de sirasiyla dalganin baglangi¢ profili ve zamana

gore degisimi verilmigtir. Goruldiigi gibi bu durumda baglangigta bulunan
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sicrayis W =2 hizivla ox ckseninin negatif yoniine dogru hareket

etmektedir.

3. BUKEYLIGI OLAN DURUM FONKSIYONLU PROBLEM

Yukaridaki bolimde (1), (2) problemini u € [%,37”] araliginda

incelemistik. Bu boliimde problemi E,S?n] araliginda inceleyecegiz.

1.Durum Once (1) denkleminin ¢6ziimiinii

baslangic kosulu cercevesinde ele alalim.

[4] ve [10] takip ederek, F(u) = —cosu fonksiyonunun u € E,S?n]

araliginda yukan konveks katmanini kuralim.
Sekil 6 dan goriildiigii gibi F (u) = — cos u fonksiyonunun yukari konveks
katmani fonksiyonun grafiginin D (g, 0) ile B(uq, —cosu,) araliginda
kalan pargasi ile BC dogrusundan olusur. u; noktasimin degerini bulmak
icin C (5?”, 0) noktasindan ¢ikan tegetin denklemi

)~ £ (3F)
m=f"(u) = — &

Uq 2

veya
5w
glu) =1y —7+ cotu; =0

kullanalim. Analizden bildigimiz ara deger teoremine gore g(m)g (37”) <
0 oldugundan bu denklemin [n, 37”] araliginda bir kokii vardir. S6z konusu
kokii bulmak igin

(xn)
Xpt1 = Xp T % s (Tl =0,1,2, )
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Newton iterasyon yontemini kullanalim.
1

sin2 x

gx) = —x+ 5?71 —cotx, g'(x)=-1+ =cot’x  oldugunu

dikkate alarak denklemin kokiinii x¢ = 3.36 olarak buluruz.

baglangig fonksiyonu

4.5F

4l

3.5F

3L

2.5

20

15 1 I 1 I 1 I I I I
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Sekil 4. Baslangi¢ fonksiyonun grafigi, u, < u,

Sekil 5. Darbe dalgasi
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ik
05}
720)
0 |
m A 0) 3 52
05t 8
qr .
| | 1 1 | 1
1 2 3 4 5 6 7 8
. . m 51
Sekil 6. F (w) = — cos u fonksivonunun yukart konveks katmaniu € Ry

Genel teoriye gore denklemin ¢oziimii zayif ¢6ziimi olmaktadir (Sekil

8). xou sisteminde ¢6ziim

S < Kt
—, X
2
x
u(x,t) = ¢ w — arcsin ?,Kt <x<t @15)
i <
-, X
2
2 A :
15} 1
10} - 1
5t |
0
X
_5- i
A0t J
451 ,
20 ! I
5 0 5 10 15

Sekil 7. g(uy) = 0 denkleminin ¢oziimii

seklinde yazilir (Sekil 10). Burada F'(u) = sin3.36 = —0.2167 =
K olmaktadir.
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2.Durum Bu béliimde (1) denklemini

s
E, x<0

u(x,0) = 5
—, x>0
> x

kosulu c¢ercevesinde inceleyecegiz. Bunun ig¢in  F(u) = —cosu

fonksiyonunun u € E, 5?71] araliginda asag1 konveks katmanimi kuralim.

Sekil 10 dan gorilldigi gibi, F(w) = —cosu fonksiyonunun asagi

konveks katmam, AB dogrusu ve fonksiyonun grafiginin B (u,, — cos u,)

noktast ile D (5?”, 0) araliginda kalan pargasindan olusur. —cosu

fonksiyonunun asagi ve yukar1 konveks katmanlar simetrik oldugundan
3

- 3 ;
u, noktasinin degeri u,_ 5 =5 "W denkleminden u, = 1.93m olarak

bulunur.

asin(x/1)

x=t

Sekil 8. Problemin zayif ¢coziimii

Bu durumda aranan kék (3?”, 0) noktasia gore simetrik noktalardir. O

halde
sinu, =sinl1.93r =-0.217 =K
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olur. (5771, O)noktasmdan gikan teget x = f'(w)| _sw.t = sin%ﬂ t=it
2

olmaktadur.
-10 5 0 5 10 °
Sekil 9. Dalgamn zamana gore degisimi
I L [ ] ]
05} i
ol e Git,) 40
051
L
1
Sekil 10. F(u) = — cos u fonksiyonunun asagi konveks katmani u € 2,57"

Benzer sckilde burada da sigrayisé = x — Ktve & =x—t dogrusu
tizerinde gergeklesecektir ve bu sigrayis % den u, ye kadar olacaktir. Bu

halde ¢6ziim
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z <Kt
_,x
2
X
u(x,t) =< 2w+ arcsin, Kt<x<t

olur.

0, 5 0 5 10

Sekil 11. Dalganin zamana gore degisimi

4. SONUCLAR

e Biikeyligi olmayan durum fonksiyonuna sahip 1.basamaktan nonlineer
hiperbolik tiir denklem i¢in Riemann probleminin siireksiz fonksiyonlar
smifinda gergek ¢oziimleri bulunmustur.

e Coziimdeki sigrayis noktasmin yerini belirlemek igin 6zel yardimer
problem icerilmistir.

e Elde edilen ¢oziimiin zayif ¢6ziim oldugu ispatlanmistir.
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