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OZET

X, X matrisinin grup tersini gostersin. Calismada, P, Q € C,,, sifirdan ve
birbirinden farkli iki idempotent matris ve a, b € C\{0} ve ¢, d, e, f,
g € C olmak tuzere; A=aP+bQ+ cPQ+dQP + ePQP + fQPQ +
g(PQ)? bi¢imli kombinasyon matrisinin, baz1 kosullar altinda, grup tersi
icin sayisal 6érnek olusturan bir algoritma verilmektedir. Ayrica, verilen
algoritmay1 kullanarak elde edilen bazi ¢rnekler de ¢alismanin sonuna
cklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis involutif matris, Grup Ters, EP
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ABSTRACT

Let X, denotes the group inverse of the matrix X. In this paper, an
algorithm creating numerical examples for group inverse of the linear
combination matrix of the form A = aP + bQ + cPQ + dQP + ¢PQP +
fQPQ + g(PQ)? is given under some conditions, where P, Q € C,, ,,\{0}
are matrices different from each other and a, b € C\{0}, ¢, d, e, f, g €
C. Moreover, some examples obtained by running the algorithm are added
at the end of the study.
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ki Idempotent Matvisin Bazi Kombinasyonlaruun Grup Tersini Bulan Bir Algoritma

1. GIRIS

Cinn> m X 1 boyutlu kompleks matrislerin kiimesini gostermek tizere eger
P € C,,, matrisi P? = P kosulunu sagliyorsa idempotent matris adim alir.
P € C,, ,, matrisi i¢in, eger asagidaki ii¢ kosulu saglayan X € C,,,,. matrisi

varsa, P € C,, ,, matrisine grup tersinir matristir denir:

PXP =P, XPX =X, PX = XP.

Eger boyle bir X € C,, ;, matrisi varsa bu matris tektir ve P nin grup tersi
adim alip Py ile gosterilir. Bu tanima gore agik olarak her matris grup
tersinir degildir, fakat her idempotent matris grup tersinirdir ve grup tersi

kendine esittir.

Daha 6nceden iki idempotent matrisin lineer kombinasyonlarinin 6zel tipli
matris olmasi ile ilgili literatiirde caligmalar meveuttur (6rnegin, bkz. [1, 2,
3,5, 6,7]). Liu ve digerleri de bu makalelerden esinlenerek iki idempotent
matrisin bazi kombinasyonlarinin grup tersinirligi problemini ele almig ve
baz1 kosullar altinda grup tersler vermistir[4]. Séyle ki, (PQ)? = (QP)? ve
(PQ)? = 0 veya (QP)? = 0 kosullar1 altinda iki idempotent P ve Q

matrisinin
A =aP+ bQ+ cPQ+ dQP + ePQP + fQPQ + g(PQ)? 1)

bi¢imindeki kombinasyonunun grup tersinin agik bir ifadesi [4]
calismasmda verildi. Yine ayn1 makalede daha alt kombinasyonlar ile ilgili
sonuglar da bulunmaktadir. Bu makalede ise; bu sonuglarda elde edilen
durumlarla alakali, sayisal érnekler olusturan bir algoritma verilmektedir.
Ayrica, bu algoritma kullanilarak elde edilen bazi 6rnekler de makalenin

sonuna eklenmistir.

Asagidaki dort teorem ve sonuglart [4] ¢alismasinda bulunabilir.
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Teorem 1. P, Q € C, ,, sifirdan ve birbirinden farkli iki idempotent matris
olsun. a,b € C\{0} ve ¢ € C olmak iizere, & = a+ b + ¢ # 0 olsun. Bu

durumda,

6 # ta,+b ve a + +b iken,
P+ bQ+ cP —1P+ +<1 L 1>P (2)
(@P+bQ+cPQ)y =—P+2Q+(5———+)PQ

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul PQ = QP olmasidir.

a+b=0vea # +tciken,

P +cP _1 P ! + ! P
(aP—aQ+cPQ)y = —P ——Q+=PQ
olmasi igin gerek ve yeter kogsul PQP = QPQ = PQ olmasidir.

Uyari 1. Aslinda, PQ = QP ise 8 # +a,+b ve a # b ¢k kisitlamalari
olmadan da (2) saglanir.

a = b oldugunda asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 1. P,Q € C,, ,, sifirdan ve birbirinden farkli iki idempotent matris

olsun. a € C\{0} olmak tizere,

P+ —1P+1 2P - P+5PP
(aP+aQ)y = ~P+-Q—-PQ--QP+--PQ
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul PQP = QPQ olmasidir.

Teorem 2. P, Q € C,, ,, sifirdan ve birbirinden farkli iki idempotent matris
olsun. a,b € C\{0} ve c€ C, a+ b + ¢ = 0 sartim saglayan skalerler
olsun. a # b oldugunda,

1 1 1 1
(aP+bQ+CPQ)g=EP+EQ+<E+E>PQ 3)

olmasi igin gerek ve yeter kosul PQ = QP olmasidir.
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Uyari 2. Aslinda, eger PQ = QP isc (3) ifadesi @ = 15 igin de saglanir.
a = —b oldugunda asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3. P, Q € C, ,, sifirdan ve birbirinden farkli iki idempotent matris

olsun. a € C\{0} i¢in

1 1
(aP—aQ)y=—P——Q

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul PQP = QPQ olmasidir.

Dikkat edilirse buraya kadar (PQ)? = (QP)? olmasi durumuyla ilgili
sonuglar verildi. Simdi (QP)2=0 veya (PQ)?=0 durumlan

incelenecektir.

Teorem 4. P, Q € C,, ,, sifirdan ve birbirinden farkli iki idempotent matris
ve (QP)?2 = 0 olsun. a,b € C\{0} ve c¢,d,e,f,g € C olmak iizere A =
aP + bQ + cPQ + dQP + ePQP + fQPQ + g(PQ)?>  matrisi  grup
tersinirdir ve grup tersi

1 1 ¢ 1 1 d
A =5P5 5Q- (‘ pra)Pe- Tyt
2 1 c+d cd — be
+<_ b ab ' a% )PQP
1 2 ¢c+d cd—a
Tl
2 2 2c+d+g cd — be —ce
_<Z+E+ ab + a?b
cd—af—cf
A >(PQ)2

dir.

Sonug 2. P,Q € C,, ,, sifirdan ve birbirinden farkli iki idempotent matris
ve QP = 0 olsun. a,b € C\{0} ve ¢ € C olmak iizere A =aP + bhQ +

cPQ matrisi grup tersinirdir ve grup tersi
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(aP+bQ+ cPQ) , = P + <1+1+C>P
aP +0Q+ kg =P+ Q- |25+ 5 /P2
dir.

2. ANA SONUC VE ALGORITMA

Bu kisimda [4] c¢aligmasinda ortaya koyulan iki 6nemli teoremi
hatirlatacagiz. Bu teoremler igin sayisal 6rnekler olugturan bir algoritma da
bu kisimda verilmektedir. Bu algoritma yardimi ile sadece boyut ve
matrislerin elemanlarinin alt ve st smirlan girilmek sureti ile teoremlere
konu olan iki idempotent matris, onlarin (1) tipli kombinasyonlar1 ve bu
kombinasyon matrislerinin grup tersleri ile ilgili sayisal 6mekler elde
edilebilmektedir.

Teorem 5. P, Q € C, ,, sifirdan ve birbirinden farkli iki idempotent matris
ve (PQ)? = (QP)? olsun. a,b € C\{0} ve c,d,e,f, g€ C, 0 =a+b +
ctd+e+f+g+#0 olsun. Bu durumda A =aP+5bQ+ cPQ+
dQP + ePQP + fQPQ + g(PQ)? ifadesi grup tersinirdir ve grup tersi

1

A, =lp+lQ_(1+l+L)pQ_(l+_

S be)PQP+( +242d

cd—be cd—af 2
a’b ) (PQ)

dir.

+2)QP+ (2454

c+d

)P - (2 +2+22+ (@)

cd af

Ispat. N = N; + N; + Nj olsun. Burada

w=deo (i )ees et S ron
=je- (s (e st S are

_ (2,2 ﬂ cd—be cd —af 2
N; = (a+b+a + )(PQ) dir.

AN =P+ Q- PQ — QP + PQP + QPQ — 2(PQ)?
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olarak bulunur ve § = 0 oldugundan

N;A=P—PQ+PQP- (PQ)?% N;A=Q- QP+ QPQ - (PQ)?
olarak bulunur. N3A = 0 oldugundan AN = NA oldugu goriiliir.

Avyrica,
P(P+Q—PQ— QP+ PQP + QPQ — 2(PQ)?) = P — (PQ)?,

Q(P+Q—-PQ— QP+ PQP+QPQ—2(PQ)?) = Q— (PQ)? ve

2_(1 l_(l 4 L)_(l i i) (E 1, et
N(PQ) <a+b a+b+ab a+b+ab T a+b+ab+
cd—be 1 2 c+d cd—af _ E E ﬂ cd—be
azb)+(a+b+ab+ abz) (a+b+ab+ a’b T

cd—af)) (PQ)Z -0

ab?

oldugundan
ANA=A—-(a+hb+c+d+e+f+g)(PQ?2*=A,

NAN =N-N(PQ)? =N

bulunur. Dolayisiyla A matrisi grup tersinirdir ve (4) saglanir.
Asagidaki teoremin ispati da benzer oldugu igin hatirlatilmamigtir.

Teorem 6. P, Q € C, ,, sifirdan ve birbirinden farkli iki idempotent matris
ve (QP)? = 0 olsun. a,b € C\{0} ve ¢,d, e, f, g € C olmak tizere A, =
aP + bQ + cPQ + dQP + ePQP + fQPQ + g(PQ)?>  matrisi  grup

tersinirdir ve grup tersi
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a b ab a b ab
2 1 c+d cd-be
F <E+E+ ab T azb )PQP
1 2 c+d cd—af
L <E o b i ab & ab? ) QPQ )
2 2 c¢+2d+h cd—-be—de
B <_+E+ ab i azb
cd—af —d cd?
K alirZ f+ a2b2> Loy

dir.

Sonug 3. P,Q € C,, ,, sifirdan ve birbirinden farkli iki idempotent matris
ve PQ = 0 olsun. a,b € C\{0} ve d € C olmak iizere aP + bQ + dQP

matrisi grup tersinirdir ve grup tersi

(aP + bQ + dQP), = ~P + ~ <1+1+d> P
a Q+4dQ 9 q bQ a b abQ
dir.

Uyari 3. Bu sonuglari kullanarak, sifirdan ve birbirinden farkli idempotent
P ve Q matrslerinin aP+ bQ + cPQ + dQP + ePQP + fQPQ +
gPQPQ seklindeki kombinasyonunun grup tersinir olmasiyla beraber grup
involutif oldugunu da soyleyebiliriz. Ormegin, (PQ)? # 0 ve (PQ)? =0
olsun. Bu durumda, a=1,b=—-1,2e+c+d+cd =1 ve 2f +c+
d—cd=-1 oldugunda aP + bQ + cPQ + dQP + ePQP + fQPQ +
gPQPQ matrisi grup involutiftir.

Asagidaki Algoritma kullanilarak Teorem 5 igin sayisal Ornekler

uretilebilir.
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Algoritma.

Girdiler: P ve Q matrisleri i¢in ortak bir mertebe (n), bu matrislerin
elemanlari igin (x < y) olmak iizere bir en kiigiik (x) ve bir en biiyiik (y)
tamsay1 ve (1) tipli kombinasyonu olusturacak katsayilar igin bir en kiigik

(t) ve bir en biiyiik (z) skaleri.

Ciktilar: Elemanlari; x ve y tamsayilan (kendileri de dahil olabilir)
arasindaki tam sayilardan olusan n boyutlu degismeli P,Q € C,, ,, sifirdan
ve birbirinden farkli idempotent matrisleri, bu matrisler igin (1) tipli A €
C,,n lineer kombinasyon matrisi ve bu kombinasyon matrisinin (4) veya

(5) ile verilen grup tersi.
Adim 1) Sayac=0 sayacini kur.

Adim 2) Girilen x ve y skalerlerine gore P,Q € C,,,, matrislerinin
olusturulmasi ig¢in onlarin tiim elemanlarini degisken kabul edip bu
degiskenlerin x’den y’ye kadar birer artacak sckilde dongiisinii kur.

Sonraki adimlar, bu dongiilerin i¢inde kalsin.
Adim 3) Bu elemanlar ile P, Q € C,, ,, matrislerini olustur.

Adim 4) Olusturulan P,Q € C,,,, matrisleri i¢in idempotent olma,
birbirinden farkli olma ve (PQ)? = (QP)? kosullarini kontrol et. Eger bu
kosullar saglaniyorsa Adim 5° e git, aksi takdirde Adim 2” ye gidip sonraki
dongiiye geg.

Adim 5) a,b,c,d, e, f, g € C skalerlerini rasgele iiret. Egera # 0, b # 0
vea+b+c+d+e+ f+ g * 0kosullan saglaniyorsa Adim 6’ ya git.
Aksi takdirde bu adimi tekrarla.

Adim 7) sayac degiskenini 1 artir.

Adim 8) (1) tipli lincer kombinasyon matrisini olustur.
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Adim 9) (1) tipli lineer kombinasyon matrisinin (4) tipli grup tersini

olustur.

Adim 10) Sirasiyla sayac degiskeninin degerini, a,b,c,d,e, f,g € C
skalerlerini, (1) tipli lineer kombinasyon matrisini ve onun (4) tipli grup

tersini yazdir.

Not: Yukaridaki algoritmada; (4) ifadesi yerine (5) ifadesi alinir, Adim 4)
de bulunan (PQ)? = (QP)? kosulu (QP)? = 0 kosulu ile degistirilir ve
AdmS)de a+b+c+d+e+ f+ g+ 0 kosulu kontrol ettirilmez ise

Teorem 6 igin sayisal 6rnekler elde edilir.

Ornek. Teorem 5 igin yukaridaki algoritma yardimiyla iiretilmis P, Q €
Cpp stfirdan ve birbirinden farkli idempotent matrisleri, a, b € C\{0} ve
¢, d,e f,g € C, skalerleri ve bunlar tarafindan tretilmig (1) tipli lineer

kombinasyon matrisi ile onun grup tersi
-1 0 -1 1 0 O

P=(-1 0 -1,Q=[|-1 0 -1
2 0 2 0 0 1

a=3,b=2,c=2d=0,e=4,f=19g=3

~11 0 -13 14/15 0 13/30
A=|-15 0 -15[veAy=|-1/15 0 —1/15]
26 0 28 ~3/15 0 -11/30

bi¢iminde elde edilebilir. Benzer sekilde Teorem 6 i¢in yine yukaridaki

algoritma yardimiyla
-1 0 -1 1 0 0
P=|-1 0 -1},Q=|-1 0 -1
2 0 2 0 0 1

a=3,b=2,c=2d=0,e=4,f=19g=3

34




ki Idempotent Matvisin Bazi Kombinasyonlaruun Grup Tersini Bulan Bir Algoritma

—-11 0 -—13 14/15 0 13/30
A=]|-15 0 -15|veA;= -1/15 0 -1/15
26 0 28 -3/15 0 -11/30
elde edilir.
3. SONUC

Moore-Penrose ters ve grup ters bir¢ok uygulamali problemde ¢6ziim
bulma amaci ile kullanilabilen genellestirilmis ters gesitleridir. Her iki ters
de her matris igin tek olmakla birlikte grup tersin Moore-Penrose terse gore
avantaji daha az sart igermesi, dezavantaji her matris igin Moore-Penrose
ters var olmasina ragmen grup tersin olmayabiligidir. Bununla birlikte
idempotent  matrislerin  istatistikteki  6nemi  ki-kare  dagilim
disinildiginde ¢ok biiyiiktiir. Dolayist ile [4] ¢alismasinda bulunan ve
vukarida hatirlatilan sonuglarm ileride uygulamali bilimlerde kullanilmasi
olast bir durumdur. Bu makalede bu olasi uygulamalara 1s1k tutabilecek

sayisal orneklerin elde edilmesi probleminin iistesinden gelinmigtir
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