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OZET

Bu ¢alismada, grupoidler lizerinde ¢aprazlanmis komplekslerin geri ¢ekme yapisi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Caprazlanmis Kompleks, Caprazlanmis Modiil, Pullback, Grupoid.

CHANGE BASE FOR CROSSED COMPLEXES OVER GROUPOIDS

ABSTRACT
In this work, we give the notion of a pullback crossed complex of groupoids.

Key Words: Crossed Complex, Crossed Module, Pullback, Gruopoid.
1.GiRiS

Dy grupoidinin C; grupoidi lizerindeki etkisi, morfizmler kiimesi iizerinde;

Dl XCl —)Cl

(d,c)—)cd

¢? nin tanimlanabilmesi igin gerek ve yeter sart t(c)=s(d)olmali ve dogal olarak t(cd ) =1(d) olup
i. (c0c, )d =¢f ocd ve (e, )d =e,,deD(x,y)ve ¢ €C(x,x)dir
d.
i, et =(h)", d €Dy (x.9), d; € Dy (7,2 dir.

dir.[1]

23



DPU Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi Grupoidler Uzerinde Caprazlanmis Kmplekslerin Taban Degistirmesi
Say1 23, Aralik 2010 )
R. Celik, O. Giirmen

Cive Dy aym Cobje kiimesi tizerinde birer grupoid, C; tamamen baglantisiz ve D in C {izerine bir grupoid
etkisi var olsun. 0 : C; ——> Dy bir grupoid morfizmi olmak iizere yani;

5(x0y)=05(x)o5(y) olsun. Bu durumda,

CM1) ¢(c)=s(d)ve ceCy, deDjolmakiizere §(c! )=(d™)os(c)od
CM2) c,c'e C(x,x);x e C, olmak iizere A = (c’)71 ococ'
sartlar1 saglanirsa & ya grupoidler iizerinde ¢aprazlanmis modiil denir. [1]

Grupoidler iizerindeki ¢aprazlanmis modiiller kategorisi

Objeleri

CO— CO CO— CO

seklinde caprazlanmis modiiller ve morfizmleri de

2
o) -+{a =)
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1
1
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1
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1

1

1
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[Cz _)COJL{DZ _)—>co]

diyagrammi komiitatif yapacak sekilde, «,f grupoid morfizmleridir. Bu kategoriyi XMod C seklinde
(1}

gosterecegiz.

24



DPU Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi Grupoidler Uzerinde Caprazlanmis Kmplekslerin Taban Degistirmesi
Say1 23, Aralik 2010 )
R. Celik, O. Giirmen

1.1. Grupoidler Uzerinde Caprazlanms Kompleksler

Caprazlanmis kompleksler ilk olarak [2] de Brown ve Higgins tarafindan tanimlanmustir. [2] den c¢aprazlanmis
kompleks tanimin1 asagidaki gibi verebiliriz.

- s
C:.—250,—250_2C,
t
diyagrami
s
1. 6,:C, —>C 5 Cy , C, tabanh bir grupoidler i¢in bir ¢aprazlanmis modiil olmalidir.
t

2. Her n i¢in 0, ©0,, = sifir doniisiim olmalidir.
3. Burada; G,, C iizerinde tamamen baglantisiz bir grupoid ve n2>3 igin C,ler de yine (j iizerinde tamamen
baglantisiz grupoidlerdir.

s
4. {Cl ECOJ grupoidinin 7 > 2 igin [Cn ;Coj tamamen baglantisiz grupoidleri iizerinde grupoid
t

etkisi vardir ve &, (C, ), n=3i¢in C, ler iizerine birim etki ile etki eder.

5. 0, ler; G iizerinde birim doniisimdiir. Yani;

&)

’ ! ’ ’

S|t S s| |t

Go G G

(C, grupoid, C,, C; tamamen baglantisiz) ve &; (Cy ) = C, dur.

sartlar1 saglanirsa C ye (, tabanli grupoidler iizerinde ¢aprazlanmig kompleks [2] denir. Ayrica ¢aprazlanmis
komplekslerin ¢esitli uygulamalar1 i¢in A. Tonks [5]’e bakiniz.

Grupoidler iizerinde ¢aprazlanmis kompleksler kategorisi

C: .. C, % G G
t
fa fi
s
c’ ¢ 5 , G
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diyagrami komiitatif ve ( fas fl)bir caprazlanmig modiil morfizmi (grupoidler iizerinde); n >3 i¢in de f, ler

birer grup homomorfizmi olmak iizere C den C'ne giden caprazlanmis kompleks morfizmi f = ( fisfas f3’,...)

ile tanimlanir.

() tabanli grupoidlerin ¢aprazlanms kompleksler kategorisini XCom% ile gosterecegiz.
0

1.2. Caprazlanmis Komplekslerin Taban Degistirmesi

S
—

—
t

(C,1): .. C—250—%5¢, I

I obje kiimesi {izerinde bir grupoidler i¢in ¢aprazlanmig kompleks olsun. Bu ¢aprazlanmis komplekse 7 tabanl
caprazlanmig kompleks denir. Herhangi bir J kiimesi ve f:J——1 fonksiyonu verildiginde (C v )

caprazlanmis kompleksinden yararlanarak, J tabanli yeni bir caprazlanmis kompleks elde edecegiz. Once [4] ten

N

o I grupoidinin f:J ——1

- doniisiimil ile pullback grupoidin nasil olustugunu verelim.

seklinde bir f *(CO) J grupoidini olusturacagiz ve burada; f* (Cp)a {CO 1] grupoidinin

f:J——1 fonksiyonu yardimiyla pullback’i (geri ¢ekmesi) denir. Burada f, /" (Cy), s ve t" £(Cy);

J xCy xJ nin bir alt kiimesi olmak tizere,:
(- {(jl,x,j{) txe Coos(x)= £ (). 1(x) =f(j1’)a}
x: f (j1)——>f (if) morfizm
dir. j,, ji € J igin,
s"(Ji-x. Ji) = Ji
¢ dl) =i
olup; (i, x, /i) ve (j,,x,, j3 ) morfizmlerinin f~(C, ) igindeki kompozisyonu; ji = j, olmak iizere;

(Jisx1s Ji)o(Jasxa.j5 ) = (G- X 0 X2, j5)
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’

seklinde tanimlanabilir. Ayrica 7( Ji»%, ji ) = x seklinde tammhidir. Buradan J tabanli bir f : (CO) J
t,
G s
seklinde yeni bir grupoid elde ederiz. Bu grupoid % kategorisinde, | C, I | grupoidinin bir geri

t
¢ekmesidir. Yani;

S1 S1 s
diyagraminda M [ 5/ baska bir Jtabanli grupoid ve (6, f)de ; M t , / grupoidinden | C, I
1 1 t

grupoidine giden bir morfizm olmak iizere; asagidaki diyagrami komiitatif yapan bir tek
4 :M—— f*(Cy) grupoid morfizmi vardir.

—_—1
7 S

ﬁ(m) =0 (m)olup f i (Cp)igin 1 evrensellik dzelligini saglar.
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!

N

G
I—
'

Simdi [4] de verilen yolu kullanarak benzer durumu (
t

1 J grupoidi i¢in uyarlayalim. Ayn sekilde

S
!

S!
( 1 J tamamen baglantisiz grupoidi i¢in yaparsak,. f : / —— [ fonksiyon olmak iizere;
t

7o) —2L—q

J ——— 1
S

diyagramini olusturacagiz. f : (Cl) ; Jx Cy xJ nin bir alt kiimesi olup, asagidaki gibi tanimlanir:
f* (Cl ) = {(j,x,j) : ( C| tamamen baglantlszz)x e C (f(]) = f(]))}

olup, (/,x,j):J——>J bir morfizm olarak f*(Cl) de degerlendirilir. Burada s'(j,x, j)=j=1¢'(/,x,/)dir
ve
s

(jsx157)°(J. %2, /) =(J,x ox;, ) seklinde de kompozisyon tanimlanabilir. Boylece, [Cl I ] tamamen
t

baglantisiz  grupoidinden f:J——>I1 fonksiyonu yardimyla J tabanli tamamen baglantisiz

(@) J
-

seklinde bir grupoid elde edilir. Dolayisiyla,
51 . Cl — > CO 1
caprazlanmig modiilii yardimiyla;

01 (G)——f(C) 37

¢aprazlanmis modiiliinii olusturacagiz. Bu doniisiim,
o :f (G)—1"(Go)
(j?x’j)—>(j’51 (x)9])
olsun. 1 (Cp) m f*(CI) iizerindeki etkisi x = (Ji.x.ji)e f*(Cy) ve a= (j.a,j)e f*(C))olmak iizere; x

in a iizerindeki etkisi t(Z) =j=j; = s(;) ile,
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(5)}=(j1’, ,11)€f( (15 7)
dir.
t(a)=s(x) ve f[ax}t(jf,a",j{)ﬂf=t(;)

olup bu etki iyi tanimh bir grupoid etkisidir. Bu etkiye gore ) in J tabanli grupoidler iizerinde ¢aprazlanmis
modiildiir. Gerg¢ekten de

CM1) 0, (; J: oy (Ji»a. jy )(j"x’j{) =0 (jllﬂaxﬂjl,)

(Jl’a51 ) (]1’ °5(a)°xsjf)

(],f 7]1) (.0 (a), j)o(Jrx ji)

(tsx" i )o0r (o i) o (s i)
=(x

) o0 (a):(+)

CM2) q =(j,ay, /), ay =(j.az,j)e £~ (Cy)olsun.
(a)ol(az) :(j, al,j)(j’al(%)’j) :(j, algl(“z)’j)

.1 .
J>ay °aqp Oaz,])

(
:(j,az_l,j)"(]}alaj)"(j’“bj)
(

dir. Boylece,
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s
J tabanl bir grupoidler iizerinde ¢aprazlanmis modiil olur. Sonug olarak, o, :(C;)——(Cy) I bir

t

caprazlanmig modiil oldugunda f:J—— fonksiyonu yardimiyla bu J; c¢aprazlanmig modiiliiniin pullback

caprazlanmig modiilii J tabanli

o1/ (G)—— 1" (Co) — 27

morfizm olur. Bu yapilanlara gore [4] den yararlanarak #n>2 igin C, grupoidleri iizerine uyarlayalim.

N

n>2igin [Cn COJ tamamen baglantisiz grupoidleri i¢in f:J——>1 fonksiyonu yardimiyla;

t

r(c,) J grupoidlerini olusturabiliriz.

7€) =) xe € (£ (1) (1))

igin
0, S (Cy)——1"(C1)
(:a.))=—(J-6:(a).)
olmak tizere J tabanh f*(C,I):...f*(CZ)L)f*(CI)L)f* (CO) _S>J
t

seklinde bir ¢aprazlanmigs kompleks elde ederiz. Bu yapinin; (C i ) ¢aprazlanmis kompleksinin, f:J——1

fonksiyonu yardimiyla geri ¢ekmesi oldugunu gdsterecegiz.

(C,1): (C) —2— (q)
h
f
(f*(C),J) (G) —— ()
i s
(M,J): 1\'42 % M:l

diyagramimi komiitatif yapacak sekilde bir tek

=y )1 (ML T ) —— (£ (C), )
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morfizminin var oldugunu gostermeliyiz. Pullback grupoid yapisini olustururken Diyagram 2 nin bir pullback
diyagrami ve /71 nin tek oldugundan. f_,u1 =6, dir.

A

N

MIT)J

Benzer diisiinceyle; [
t

], Jiizerinde bagka bir tamamen baglantisiz grupoid oldugunda; f : (C)de

bir pullback oldugundan Diyagram 3 te (92, f ), {Ml J J grupoidinden {CI 1 ] grupoidine bir

grupoid homomorfizmi olmak iizere; f*(C;)in olusturulmasinda 4, : M; — fa (C}); f, 4, = 6, olacak

sekilde bir tek Z morfizmi vardir ve 0, ;72 :;1 o] diir. Bu sekilde devam edilirse her 7 igin

P « R N ,
My, ZM”—)f (Cn): fn/un =Hn ve 6n—l:un =:un—15n—1

olacak sekilde Z homomorfizmleri vardir ve tektir. Yani,

(r°(e)0) 2L ey

her bir » icin f, 4, =6, oldugundan; ?0/_1 =@ olup, her » igin Z bu diyagramla komiitatif yapacak bir tek

homomorfizmler oldugundan ;, J tabanli M c¢aprazlanmis kompleksinden f : (C) ye tanimli bir tek
morfizmdir.

Sonug olarak [ tabanli bir ¢aprazlanmig kompleksten f:J—— [ fonksiyonu yardimiyla J tabanli bir
caprazlanmig kompleks elde ederiz ki burada;

. XComl/ - XCom;/
) 1 J

seklinde taban degistirme funktoru tanimlamis oluruz.
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