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Bu ¢alismada, periyodik sinir kosullarina sahip bir boyutlu lineer olmayan

Revizyon 08/12/2024 hiperbolik denklemi igin zamana bagl katsayilarin belirlenmesine yonelik
Kabul 10/12/2024 bir ters problem ele alinmistir. Periyodik simir kosullar siniis, kosiniis
bigimindeki Ozfonksiyonlar1 igerir ve her 6zdeger iki Ozfonksiyona
Anahtar Sézciikler: karsilik geldigi i¢in ¢6ziim sﬁregini karmasiklastirmaktadir. Bu tiir 101'<a¥
olmayan smir kosullarina sahip alanlarda sinir deger problemlerini
Ters problem cozmekte etkili olan genellestirilmis Fourier yontemi kullanilmigtir.
Hiperbolik denklem Picard ardisik yaklasimlar yontemi ile ¢6ziimiin varligi, yakinsakligi ve
Periyodik sinir kosulu tekligi kanitlanmustir.
Fourier yontemi
1. GIRIS durumlarda, bilgisayar simiilasyonlarinda molekiiler

Giliniimiizde kismi diferansiyel denklemler
teorisindeki baglica gelisen olan alanlarindan biri,
arastirmacilarin  ilgi odagi olan lokal olmayan
problemlerdir. Bu problemlerin incelenmesine sadece
teorik acidan degil, aym1 zamanda pratikte de
gereksinim duyulmaktadir. Fizik, biyoloji, kimya,
ekoloji ve diger bircok alandaki cesitli olgularin
matematiksel modellemesinde klasik kosullar yerine,
aranan fonksiyonun degerleri arasinda belirli bir
iliskinin bdlgenin sinirinda ve iginde belirtildigi
problemler ortaya cikar. Bu tiir kosullara sahip
problemler lokal olmayan problem olarak
adlandirilir. Kismi diferansiyel denklemler i¢in lokal
olmayan problemlerin sistematik olarak incelenmesi
1960’larda Cannon (1963) ve Kamynin (1964)
tarafindan yazilan makalelerle baglamistir. Lokal
olmayan problemlerin arasinda periyodik sinir
kosullarina sahip problemler, biiyiik ilgi gormektedir.
Bu tir kosullar, dongiisel olan tekrara diisen
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dinamik, akiskanlar mekanigi ve istatistiksel mekanik
gibi alanlarda énemlidir. Ornegin, Sieradzan (2015),
periyodik sinir kosulunun biyolojik sistemlerin dogru

bir sekilde modellenmesindeki Onemini
vurgulamaktadir.
Matematiksel modellemeler, diiz ve ters

problemler olarak incelenir. Ters problemlerin
uygulama alan1  genistir. Ornegin, hiperbolik
denklemin ters katsay1 problemi, sicaklik ve 1s1 akisi
Olcimlerine dayanarak bir malzemenin termal
ozelliklerini belirlemek, su alt1 goriintiileme ve tibbi
goriintiileme, akustik 6l¢timlere dayanarak ortamdaki
ses hizim1 belirlemek, insan viicudunun elektrik
akimlarin1 kullanarak goriintii olusturmak, sismik
dalgalarin tespitinde, yer alt1 kaynaklarinin yerinin ve
miktarinin  belirlenmesinde, uydu bilgilerinden
yararlanarak bir bdlgenin altyapisinin
arastirllmasinda  hemen hemen tiim alanlarda
karsilagilmaktadir.
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Yernazar ve Baglan

Ters problemlerin uygulama alan1 genistir.
Ornegin, hiperbolik denklemin ters katsay1 problemi,
sicaklik ve 1s1 akisi Olclimlerine dayanarak bir
malzemenin termal Ozelliklerini belirlemek, su alti
goriintiileme ve tibbi goriintiileme, akustik 6lgiimlere
dayanarak ortamdaki ses hizim1 belirlemek, insan
viicudunun elektrik akimlarimi kullanarak goriintii
olusturmak, sismik dalgalarin tespitinde, yer alt1
kaynaklarinin yerinin ve miktarinin belirlenmesinde,
uydu bilgilerinden yararlanarak bir bdlgenin
altyapisinin arastirilmasinda hemen hemen tim
alanlarda karsimiza ¢ikmaktadir (Yildiz, 2014;
Ismailov, Tekin, 2016; Jiang, 2017; Protsakh, 2024;
Huang, Imanuvilov ve Yamamoto, 2020; Romanov
ve Bugueva 2024; Loc Hoang, 2019).

Lokal olmayan simir kosullart igeren ters
problemlerin ¢6ziimii, daha karmasik ve zorludur.
Ters katsayili hiperbolik problem lokal sinir
kosuluyla Mansur ve Tekin (2016) ve Denisov (2019)
caligmalarinda ele alinmigsa, Denisov ve Shirkova,
(2013) ile Tekin (2019) caligmalarinda lokal olmayan
sinir kosullariyla ¢alisilmistir.

Ayrica, lineer olmayan Euler—Bernoulli denklemi
(Kanca ve Baglan, 2018), lineer olmayan iki boyutlu
Burgers denklemi (Baglan ve Kanca, 2021), lineer
olmayan yiiksek mertebeden ters katsayili quasi-
lineer parabolik problemi (Kanca ve Baglan, 2017),
lineer olmayan pseudo-parabolik denklemi (Baglan
ve Kanca, 2015) periyodik smir kosullaryla
incelenmistir.

Bu caligmada, zamana bagli bilinmeyen ters
katsayil1 lineer olmayan hiperbolik denklemi
periyodik sinir kosullariyla incelenecektir. Problemin
¢oziimii i¢in Fourier yontemi kullanilacaktir.
(Coziimiin yakinsakligi ve tekligi Picard ardisik
yaklagimlar yontemiyle ispatlanacaktir.

Bu makalede ikinci bolimim ilk kisminda
problemin varligindan, ikinci kisminda ¢6ziimiin
yakinsakligindan, takip eden ii¢lincii kisimda ardisik
yaklagimin kesin ¢0zlime yakinsakligindan ve son
kisminda ¢oziimiin tekliginden bahsedilecektir.
Uciincii boliim sonug ve Onerileri igerir.

2. METOT

N:={0<x <m0 <t<T}bolgesinde,
Vit —Vax = 0(O)f .t V), (v, ) €2 (1)

v(x,0) = ¢p(x),x € [0,7],t €[0,T]

2)
ve(x, t) =yY(x),x € [0,m],t € [0,T]
v(0,t) = v(m, t),x € [0,7],t € [0,T]

3)
v,(0,t) = v, (m, t),x € [0,m],t €[0,T]
E(t) = [y xv(x, t)dx 4)

ters katsayili yart lineer hiperbolik problemi ele
almsin. Burada ¢, y,E ve f(x,t,v) fonksiyonlari,
sirastyla [0, ] araliginda ve N x
{—o0, 0}bolgesindedir. f(x,t,v) fonksiyonu
problemdeki lineer olmayan fonksiyondur. Burada
¢ (x), Y(x) baslangi¢ fonksiyonlaridir. (2) baslangig
kosullari, (3) periyodik smir kosullart ¢6ziimiin
bulunmasi i¢in gereklidir. E (t) integral sinir kosulu
ters katsaymnin bulunmasi i¢in gerekli 6nemli bir
kosuldur (Ionkin, 1977).

Tamm 1. (1)-(4) esitliklerindeki {6,v} ¢ift
fonksiyonlarinin bulunmasi problemine ters problem
denir.

2.1. (1)-(4) Ters Probleminin Coziimii

Tamm?2. [0, T] araliginda stirekli olan fonksiyonlar
(O} = {vo(0), verc (O, verc (0), k = LN},

Ol = t Oo_( t
V@)l = maxivo(O)] + By (maxive )] +

kiimesi

gnlgaglvsk(t)l) norm sartin1 sagliyorsa B, Banach
<t<

uzayidir.

(1)-(4) icin asagidaki kosullar alinsin:
K1. E(t) € C?[0,T],0(t) € C[O,T].
K2. ¢(x) € C[0, 7],y (x) € C[0, ]

K3.1 f(y,t,v) fonksiyonu X (—o0,0) bdlgesinde

siirekli ve asagidaki kosullar saglansin:

0P fxty) R f(xty)
ax®  ax(®

Burada b(x,t) € L,(12),b(x,t) = 0.

K3.2 f(x,t,v) € C[0,m],t € [0,T],
If(x, t, V)] < M,

K3.3 [ f(x,t,v)dx # 0,Vt € [0,T].

< b(x,t)lv—7|,k=0,2,

(1)-(3) esitlikleri ile taniml1 problemin ¢oziimii
icin Fourier yontemi kullanilarak
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v(y,t) =3 (b0 + Pot + [ (£~ r)emfo(r)dr)

+ Y1 (¢Ck cos 2kt + Sln 2kt o f 0(t)for(t) sin2 k(t — T)d‘[) cos 2 kx

+ %y (i cos 2 ket + L sin 2 ket + [y 0 fsr (1) sin 2 k(t — 1)d7) sin 2 kx (5)
elde edilir.
K1-K3 kosullar1 altinda (4) esitliginin diferansiyeli alinirsa
E'(t) = [, xvydx. (6)
(5) ve (6) denkleminden ters katsay1
E"(6)~7 $=1(2K) sk cos 2kt+ 2K sin 2kt 4+ [£0(0) f1e(T) sin 2k (t-T)d)
o) = fo xf (x,t,v)dx ™
elde edilir.
2.2. (1)-(4) Ters Probleminin Co6ziimiin yontemi kullanilacaktir.

Ardisik Yaklasimlarmn Yakinsakhigi Teorem 1. K1-K3 kosullar1 saglanirsa (1)-(4)’iin

Bu bolimde ardisik yaklagiklarin yakinsakligi ¢Oziimii vardir.

incelenecektir. Bunun i¢in Picard ardisik yaklasimlar ispat. (5) ve (7) denklemine iterasyon verilsin:

V(N+1) t) = V(O) + Eft fn(t - 0N () f(&,7,vW)dédr,
v ) =v@ +— Jy [ 0N @ f (€, 1,v™) cos 2 k§ sin 2 k(t — T)dédr, (8)
v ) =vQ +—Jy 7 0N (@) f (€,1,v™) sin 2 k€ sin 2 k(t — T)dédr,

E'(t)-m Z‘}?:1(2k)(¢>sk cos 2kt+%sin 2kt+ﬁ fo M) (1) f () sin 2k(t—r)dr)

(N+1) —
0 ® f:xf(x,t,v(N))dx ' ©)
Burada Teoreml geregi v©@(t) € B,t € [0,T] oldugu
(0) — 0o + Yot asikardir.
( ) N =0 icin (8) ve (9) denklemine Cauchy,
= Q¢ cos 2kt + 5 in2kt, Lipschitz, Holder ve Bessel esitsizlikleri uygulanirsa
(0) = Qg COS 2 kt +w sin 2 kt.
1
O = max @l 4 e (1)
VOO = max ==+ ¥z, | max v O] + max|v @]
llpoll+IlppolliTI © B
< APl 4 el peiell + N psiell + 57 ieca lpeell + lpel

+A[[e@ @ |[IbCx, OO @) || + A6 ®)||M,

elde edilir. Burada A = (M)

3
Teorem! kosulundan vV (t) € B,t € [0, T] dur.

Ayni iglemler N i¢in de uygulanirsa,
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v @]

llg ||+||1/) T T
<=+ Xicallocedl + losell + 57z Xz el + sl

+A||9(N)(t)||||b(y, O™ @ +Alle™ @)|nm,

(E"(®) + ml|loui|| + mllpill) + W(||9<N><t)||||b(y, Olv™ @) + [|6™ (©)||M)

-
POl = may =2+ X [gmx

(N) |
v t)| + max
ck © 0<t<T

le®* V@] <

nzM
elde edilir. vV (t) € B, t € [0, T] ve teoremden Yakmnsaklik  icin limv(N D) = v (1),
N+1 ,
v¥ (1) € B,t € [0, T]dr. Lmo () = 00 oldugu  gosterilecektir
v} ={vo(®), vk (), ver (O), k =1,...} EB. Bunun i¢in ardigik yaklagimlarin farkini alinirsa,

v (8) = vg (B == f; fo (£ = )OO (D) f (€, 7,v@)dédr,
VR () = v M) = Tie—Jy T 0O @F (€7, v®) cos 2k sin 2k(t — T)dédr,
m(t) (0)(t) =Y 1—f f 0O (D) f(&,1,v®)sin2 k& sin2 k(t — T)dédt

T a0
ve fo fo 0 (t)f(&,7,0)dédr  ekleme ¢ikarma
yapilsin. Ardindan mutlak degeri alinir ve Cauchy
esitsizligi uygulanirsa

|V(§1) (t) - véo) (t)| < %(f;(t - ‘[)2)E (f(;{fon|9(0) (T) [f(f, T, V(O)) _ f(f; T, 0)]|d§}2dr)5
+2(ffe -2 (LU0 @1 & n 0)]de) dar ),

1

{ f 0@ [f(€,1,v®) = f(&,7,0)] cos 2 k& sin 2 k(t — T)df} d‘r|)§

{ f 0O f (&, T, 0)cosZkfsm2k(t—r)df} dr|),

D0 -0 < (f do) (i
+(f dr)

W@ v Q)| < ([ o)’ (i
+(f, dr)

bulunur. Holder esitsizligi uygulanirsa,

V) -vP )] <2 f(f UT6O@[f (& 7,v®) - £(&,7,0)]|de) dr)’ + —E(fot{foﬂg(m(f)f(g,r, 0)|d¢} dr)*

(i

1

A [FOO@[fE v ) - £(6,7,0)] sin2 kg sin2ke(t — 1)dg) erZ

Y,

(zk . { INNIOIGTEGES O)stkfstk(t—r)dE} dr

N|=

V& —vR®] < VE (T )

(z;g;l I {% [T0O@[fE 7, v @) - £(&,7,0)] cos 2kE sin 2 k(t — T)df}z dr|)E

),

f 0O [f (€ 1,v®) = f(§,7,0)] sin2 k& sin 2 k(t — r)ds} dt

)%

N[

+Vt (Zf:li) { [0 (T)f(&,7,0) cos 2 k& sin 2 k(t — T)df}

k2

(zk :

1

I

|vs(l?(t) _V(O)(t)| < \/_ Zk 12 E(Z
1

(2 (2

elde edilir. Bessel esitsizligi uygulanirsa,

2
{ f f 9(0)(1)]‘(5’[O)SLnZkESLnZk(t—T)df} dr
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00 20| <2 (S (RO @I Ewv®) - 1 70 ) ae)
2 (o @s e olayar),

1

V0| <Vt \/7 fot LToO@[fE v @) - f(g,T,O)]df}zdr>2
+ﬁ\/€ (K ETe@mre o) a )

1

(0)(t)| <\/—\/7 fot{n JFoO@[f (& 7,v®) - f(f T, 0)]d5} )
2 (1 100w o) ar)

elde edilir. Lipschitz kosulu uygulanirsa

1 1
bid 2 2 T 2 2
ORI 0 g%ﬁ(f{fo 9(0)(T)b(§,r)v(0)d§} d‘r) +%E(Lt{fo 9(0)(T)f(§,r,0)d§} dr) )
2 t b3 2 % 2 t(1 (™ 2 %
v ) - v ] < vt \/g( JO {% JO 9<°>(r)b(§,r)v<°>d§} dr) +E \/Z< JO {E fo 9<°>(r)f(5,r,0)df} dr) ,
1
2 t 1 T 2 2
v &) - v ] < vt \/g( JO {; JO 9<°>(r)b(§,r)v<°>d§} dr) +E \/7 ({ f f 9(0)(r)f(510)df} dr)

elde edilir. Son olarak maksimumu alinirsa C:=Al[e@®||(IbCx OI|[v@ | + M)
olsun ve [[v® () —v@(e)|| < C’dur.
@@ -vO@| Ters katsaymin ardisik yaklasimlarmin farki
< A|6@®||(I1Cx, DIV @] + M) almsin,
elde edilir.

T e f;f:e(o)(r)f(i,r,v(o)) sin 2k& sin 2k(t-1)dédt nZk 1f f 6D () f(&,tv D) sin 2k sin 2k (t— r)d{dr
Jy xf (e Tv(@)ax T xf (xtv®)dx

g —_ g0 —

Cauchy, Lipschitz, Holder ve Bessel esitsizlikleri
strastyla uygulanirsa

e - 60| < scle®@ @b, ol

_ 24T
T M«—2MNT

elde edilir.

Ikinci ve birinci ardisik yaklasimlarin farkina
v (1) = v (©) =2 f, [Tt = D8V @f(§, 7, vD)dédr — 2 [ [(t = )OO (D) f (€, 7,v@)dédx,
v () = vS () = Tiei— Js T 0D @F (7, vD) cos 2 k¢ sin 2 k(t — T)dédr
I kf f 0O (D) f(&,7,v®) cos 2 k€ sin 2 k(t — 7)d&dr,

v () = v () = Tiei— Jy 7 0D @F (& 7, vD) sin 2 k¢ sin 2 k(t — T)dédr
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Y4 kf f 0O (D) f(&,7,v®)sin2 k& sin 2 k(t — T)dédt
ayni yontemler uygulanirsa
||v(2)(t) — v(l)(t)”
< (4 +Bm)clle@ | (J; f; b r)dfdr)
bulunur.

9(2)(t) _ (t) = nZ°,§=1f;fgre(l)(r)f(f,r,v(l)) sin 2ké& sin 2k(t—-t)d&dt

Jo xf (e rv®)dx

T Y1 fot f;T 0@ () f (&, 1,v@) sin 2ké sin 2k(t—T1)dédT
fgrxf(x,r,v(z))dx

ters katsayist i¢in Cauchy, Lipschitz, Holder ve
Bessel esitsizlikleri uygulanirsa

0@ - 0] < Ble@ @b Ol ]y - vV
elde edilir.
N igin

N
@+ D) = v @) < @A+ SV 6D )| 6D @)l 7= (1 fy b2 1)dédr)?,
lo®+ — 6| < Blo™+ D) lIbCx, Oy — v

N - o iken vV+D - y W) ye gN+D) 5 gN) (i,

23. (1)-(4) Ters Probleminin Ardisik
Yaklasimin Kesin Coziime Yakinsakhg:

Burada I{Iimv(N“)(t) = v(t),}{limé?(”“)(t) =
6(t) oldugu gosterilecektir.
Tam ve ardisik ters katsayilarin fark alinirsa,

nZ",‘lefotf: oW+ (1) f(&,7,yN+D) sin 2k¢ sin 2k(t—1)dédT

o(t) — 9(N+1)(t) = fg[xf(x,t,v(N“))dx

nZk 1f f 8(t)f(&,t,v) sin 2kE sin 2k(t— T)dgdr
fo xf (x,t,v)dx

Son esitlige fot fon 0(0)f (&, T,vN+D)dédr
ekleyip cikarilirsa, ardindan sirastyla Cauchy, Bessel
ve Lipschitz esitsizlikleri uygulanirsa,

e — oW V@)l
< SNOOIIBCG OI|[v(@) — v+ D).

elde edilir.
Aym  yontemler  v(t) —v®*U()  icin
uygulandiginda
lv(®) v O @) < AU + SV [e@ @ [leW O] .. [0 @ = (1, fy b2, T)dgdr)
X exp(2A + SM) |6 O I|b(x, -
elde edilir.

N ->w iken v®¥*D(t) > v(t), dolaysiyla
oM+ (t) - 6(t) bulunur.
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24. (1)-(4) Ters Probleminin Co6ziimiiniin
Tekligi

Teorem 1. K1-K3 kosullart saglanirsa (1)-(4)’{in
¢Ozliimii tektir.

Ispat. (1)-(4)’iin (v, w) ve (6, p) iki ¢bziimii oldugu
farzedilsin.

n Y51 [y Jof p(Of (€,5,w) sin2k€ sin2k(t-0)dédt  wEio, [y [T 0(0)f (§,T,v) sin 2k sin 2k(t—-7)dEdr

6 —p) =

f;T xf (x,T,w)dx

icin Cauchy, Bessel esitsizlikleri ve Lipchitz kosulu
sirastyla  uygulansin.  Son olarak taraf tarafa
maksimumu alinirsa

16() = pOIl < SIIEDOIHIbC ONlIv(E) —w @Il (10)

elde edilir. Iki ¢dziimiin farki icin de ayni islemler
yapilirsa

lv(t) — w ()l
< A6 OB, Olllv(E) — w(O|

+[6(2) — p(D)IIM) (1)
elde edilir. (10), (11) de yerine yazilirsa,

lv(®) — w(@®)]
< @+ SMIe@INbC, D) — w@)l
elde edilir. Gronwall esitsizligi uygulanirsa

lv(t) — w@)ll

<0 X exp(A + SM) (ftjnez(r)bz(f, T)dfdt)z

elde edilir.
Boylece v(t) = w(t), dolaysiyla 8(t) = p(t).

3. SONUC

Bu ¢alismada, periyodik sinir kosullarina sahip bir
boyutlu lineer olmayan hiperbolik denklem igin
zamana bagl katsayilarin belirlenmesine yonelik bir
ters  problem incelenmistir.  Coziimli  igin
genellestirilmis  Fourier yontemi kullanilmistir.
Coziimiin varligi, yakinsaklhigi ve tekligi Picard
ardisik yaklasimlar yontemi ile ispatlanmigtir.

Bu smir kosullar kullanilarak farkli yiiksek
mertetebeden tiirevli denklemler ¢oziilebilir. Ornegin
Euler-Bernoulli denklemi, iki yada ii¢ boyutlu
parabolik, hiperbolik denklemler, Burger denklemleri
gibi, bunun yani sira bu problem farkli sinir kosullar
ile de ¢oziilebilir. Ayrica farkli niimerik yontemler
kullanilarak  yaklasik gercek ¢oziimler arasi
yakinsaklik incelenip, Ornekle sekilsel olarak da
gosterilebilir.

f: xf (x,T,v)dx
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