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Bu çalışmada, periyodik sınır koşullarına sahip bir boyutlu lineer olmayan 
hiperbolik denklemi için zamana bağlı katsayıların belirlenmesine yönelik 
bir ters problem ele alınmıştır. Periyodik sınır koşullar sinüs, kosinüs 
biçimindeki özfonksiyonları içerir ve her özdeğer iki özfonksiyona 
karşılık geldiği için çözüm sürecini karmaşıklaştırmaktadır. Bu tür lokal 
olmayan sınır koşullarına sahip alanlarda sınır değer problemlerini 
çözmekte etkili olan genelleştirilmiş Fourier yöntemi kullanılmıştır. 
Picard ardışık yaklaşımlar yöntemi ile çözümün varlığı, yakınsaklığı ve 
tekliği kanıtlanmıştır. 

 
Anahtar Sözcükler: 

Ters problem 
Hiperbolik denklem 
Periyodik sınır koşulu 
Fourier yöntemi 
 

 

 
1. GİRİŞ 

Günümüzde kısmi diferansiyel denklemler 
teorisindeki başlıca gelişen olan alanlarından biri, 
araştırmacıların ilgi odağı olan lokal olmayan 
problemlerdir. Bu problemlerin incelenmesine sadece 
teorik açıdan değil, aynı zamanda pratikte de 
gereksinim duyulmaktadır. Fizik, biyoloji, kimya, 
ekoloji ve diğer birçok alandaki çeşitli olguların 
matematiksel modellemesinde klasik koşullar yerine, 
aranan fonksiyonun değerleri arasında belirli bir 
ilişkinin bölgenin sınırında ve içinde belirtildiği 
problemler ortaya çıkar. Bu tür koşullara sahip 
problemler lokal olmayan problem olarak 
adlandırılır. Kısmi diferansiyel denklemler için lokal 
olmayan problemlerin sistematik olarak incelenmesi 
1960’larda Cannon (1963) ve Kamynin (1964) 
tarafından yazılan makalelerle başlamıştır. Lokal 
olmayan problemlerin arasında periyodik sınır 
koşullarına sahip problemler, büyük ilgi görmektedir. 
Bu tür koşullar, döngüsel olan tekrara düşen  
 

durumlarda, bilgisayar simülasyonlarında moleküler 
dinamik, akışkanlar mekaniği ve istatistiksel mekanik 
gibi alanlarda önemlidir. Örneğin, Sieradzan (2015), 
periyodik sınır koşulunun biyolojik sistemlerin doğru 
bir şekilde modellenmesindeki önemini 
vurgulamaktadır. 

Matematiksel modellemeler, düz ve ters 
problemler olarak incelenir. Ters problemlerin 
uygulama alanı geniştir. Örneğin, hiperbolik 
denklemin ters katsayı problemi, sıcaklık ve ısı akışı 
ölçümlerine dayanarak bir malzemenin termal 
özelliklerini belirlemek, su altı görüntüleme ve tıbbi 
görüntüleme, akustik ölçümlere dayanarak ortamdaki 
ses hızını belirlemek, insan vücudunun elektrik 
akımlarını kullanarak görüntü oluşturmak, sismik 
dalgaların tespitinde, yer altı kaynaklarının yerinin ve 
miktarının belirlenmesinde, uydu bilgilerinden 
yararlanarak bir bölgenin altyapısının 
araştırılmasında hemen hemen tüm alanlarda 
karşılaşılmaktadır.  
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Ters problemlerin uygulama alanı geniştir. 

Örneğin, hiperbolik denklemin ters katsayı problemi, 
sıcaklık ve ısı akışı ölçümlerine dayanarak bir 
malzemenin termal özelliklerini belirlemek, su altı 
görüntüleme ve tıbbi görüntüleme, akustik ölçümlere 
dayanarak ortamdaki ses hızını belirlemek, insan 
vücudunun elektrik akımlarını kullanarak görüntü 
oluşturmak, sismik dalgaların tespitinde, yer altı 
kaynaklarının yerinin ve miktarının belirlenmesinde, 
uydu bilgilerinden yararlanarak bir bölgenin 
altyapısının araştırılmasında hemen hemen tüm 
alanlarda karşımıza çıkmaktadır (Yıldız, 2014; 
Ismailov, Tekin, 2016; Jiang, 2017; Protsakh, 2024; 
Huang, Imanuvilov ve Yamamoto, 2020; Romanov 
ve Bugueva 2024; Loc Hoang,  2019). 

Lokal olmayan sınır koşulları içeren ters 
problemlerin çözümü, daha karmaşık ve zorludur. 
Ters katsayılı hiperbolik problem lokal sınır 
koşuluyla Mansur ve Tekin (2016) ve Denisov (2019) 
çalışmalarında ele alınmışsa, Denisov ve Shirkova, 
(2013) ile Tekin (2019) çalışmalarında lokal olmayan 
sınır koşullarıyla çalışılmıştır. 

Ayrıca, lineer olmayan Euler–Bernoulli denklemi 
(Kanca ve Baglan, 2018), lineer olmayan iki boyutlu 
Burgers denklemi (Baglan ve Kanca, 2021), lineer 
olmayan yüksek mertebeden ters katsayılı quasi‐
lineer parabolik problemi (Kanca ve Baglan, 2017), 
lineer olmayan pseudo-parabolik denklemi (Baglan 
ve Kanca, 2015) periyodik sınır koşullarıyla 
incelenmiştir.  

Bu çalışmada, zamana bağlı bilinmeyen ters 
katsayılı lineer olmayan hiperbolik denklemi 
periyodik sınır koşullarıyla incelenecektir. Problemin 
çözümü için Fourier yöntemi kullanılacaktır. 
Çözümün yakınsaklığı ve tekliği Picard ardışık 
yaklaşımlar yöntemiyle ispatlanacaktır.  

Bu makalede ikinci bölümüm ilk kısmında 
problemin varlığından, ikinci kısmında çözümün 
yakınsaklığından, takip eden üçüncü kısımda ardışık 
yaklaşımın kesin çözüme yakınsaklığından ve son 
kısmında çözümün tekliğinden bahsedilecektir. 
Üçüncü bölüm sonuç ve  önerileri içerir. 
2. METOT 

𝛺𝛺: = {0 < 𝑥𝑥 < 𝜋𝜋, 0 < 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇} bölgesinde,  

𝜈𝜈𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝜈𝜈𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜃𝜃(𝑡𝑡)𝑓𝑓(𝑦𝑦, 𝑡𝑡, 𝜈𝜈), (𝑦𝑦, 𝑡𝑡) ∈ 𝛺𝛺   (1)

 
𝜈𝜈(𝑥𝑥, 0) = 𝜙𝜙(𝑥𝑥), 𝑥𝑥 ∈ [0,𝜋𝜋], 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇]  

𝜈𝜈𝑡𝑡(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜓𝜓(𝑥𝑥), 𝑥𝑥 ∈ [0,𝜋𝜋], 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇]  
(2) 

𝜈𝜈(0, 𝑡𝑡) = 𝜈𝜈(𝜋𝜋, 𝑡𝑡), 𝑥𝑥 ∈ [0,𝜋𝜋], 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇]  

𝜈𝜈𝑥𝑥(0, 𝑡𝑡) = 𝜈𝜈𝑥𝑥(𝜋𝜋, 𝑡𝑡), 𝑥𝑥 ∈ [0,𝜋𝜋], 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇]  
(3) 

𝐸𝐸(𝑡𝑡) = ∫ 𝑥𝑥𝜈𝜈(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥𝜋𝜋
0   (4) 

ters katsayılı yarı lineer hiperbolik problemi ele 
alınsın. Burada 𝜑𝜑,𝜓𝜓,𝐸𝐸 ve 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡, 𝜈𝜈) fonksiyonları, 
sırasıyla [0,𝜋𝜋] aralığında ve �̄�𝛺 ×
{−∞,∞}bölgesindedir. 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡, 𝜈𝜈) fonksiyonu 
problemdeki lineer olmayan fonksiyondur. Burada 
𝜙𝜙(𝑥𝑥),𝜓𝜓(𝑥𝑥) başlangıç fonksiyonlarıdır. (2) başlangıç 
koşulları, (3) periyodik sınır koşulları çözümün 
bulunması için gereklidir. 𝐸𝐸(𝑡𝑡) integral sınır koşulu 
ters katsayının bulunması için gerekli önemli bir 
koşuldur (Ionkin, 1977). 

Tanım 1. (1)-(4) eşitliklerindeki {𝜃𝜃, 𝜈𝜈} çift 
fonksiyonlarının bulunması problemine ters problem 
denir. 

2.1. (1)-(4) Ters Probleminin Çözümü 

Tanım2. [0,𝑇𝑇] aralığında sürekli olan fonksiyonlar 
kümesi {𝜈𝜈(𝑡𝑡)} = �𝜈𝜈0(𝑡𝑡), 𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑡𝑡), 𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑡𝑡),𝑘𝑘 = 1,𝑁𝑁�, 
‖𝜈𝜈(𝑡𝑡)‖ = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥

0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇
|𝜈𝜈0(𝑡𝑡)| + ∑ �𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥

0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇
|𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑡𝑡)| +∞

𝑠𝑠=1

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥
0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇

|𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑡𝑡)|� norm şartını sağlıyorsa 𝐵𝐵, Banach 
uzayıdır. 

(1)-(4)  için aşağıdaki koşullar alınsın: 

K1. 𝐸𝐸(𝑡𝑡) ∈ 𝐶𝐶2[0,𝑇𝑇],𝜃𝜃(𝑡𝑡) ∈ 𝐶𝐶[0,𝑇𝑇]. 

K2. 𝜙𝜙(𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶1[0,𝜋𝜋],𝜓𝜓(𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶[0,𝜋𝜋]. 

K3.1 𝑓𝑓(𝑦𝑦, 𝑡𝑡, 𝜈𝜈) fonksiyonu 𝛺𝛺 × (−∞,∞) bölgesinde 
sürekli ve aşağıdaki koşullar sağlansın: 
�𝜕𝜕

(𝑘𝑘)𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑡𝑡,𝜈𝜈)
𝜕𝜕𝑥𝑥(𝑘𝑘) − 𝜕𝜕(𝑘𝑘)𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑡𝑡,𝜈𝜈�)

𝜕𝜕𝑥𝑥(𝑘𝑘) � ≤ 𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)|𝜈𝜈 − 𝜈𝜈�|,𝑘𝑘 = 0,2,  

Burada 𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) ∈ 𝐿𝐿2(𝛺𝛺),𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) ≥ 0. 

K3.2 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡, 𝜈𝜈) ∈ 𝐶𝐶[0,𝜋𝜋], 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇], 
|𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡, 𝜈𝜈)| ≤ 𝑀𝑀,  

K3.3 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡, 𝜈𝜈)𝑑𝑑𝑥𝑥 ≠ 0,∀𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇].𝜋𝜋
0  

 (1)-(3) eşitlikleri ile tanımlı problemin çözümü 
için Fourier yöntemi kullanılarak  
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𝜈𝜈(𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = 1
2
�𝜙𝜙0 + 𝜓𝜓0𝑡𝑡 + ∫ (𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝜃𝜃(𝜏𝜏)𝑓𝑓0(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡

0 �  

             +∑ �𝜙𝜙𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑘𝑘𝑡𝑡 + 𝜓𝜓𝑐𝑐𝑘𝑘
2𝑠𝑠

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑘𝑘𝑡𝑡 + 1
2𝑠𝑠 ∫ 𝜃𝜃(𝜏𝜏)𝑓𝑓𝑐𝑐𝑠𝑠(𝜏𝜏) 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡

0 � 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑘𝑘𝑥𝑥∞
𝑠𝑠=1   

                  +∑ �𝜙𝜙𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑘𝑘𝑡𝑡 + 𝜓𝜓𝑠𝑠𝑘𝑘
2𝑠𝑠

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑘𝑘𝑡𝑡 +               1
2𝑠𝑠 ∫ 𝜃𝜃(𝜏𝜏)𝑓𝑓𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜏𝜏) 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡

0 � 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑘𝑘𝑥𝑥∞
𝑠𝑠=1   (5) 

elde edilir.  
K1-K3 koşulları altında (4) eşitliğinin diferansiyeli alınırsa  

𝐸𝐸″(𝑡𝑡) = ∫ 𝑥𝑥𝜈𝜈𝑡𝑡𝑡𝑡𝑑𝑑𝑥𝑥
𝜋𝜋
0 .  (6) 

(5) ve (6) denkleminden ters katsayı 

𝜃𝜃(𝑡𝑡) =
𝐸𝐸″(𝑡𝑡)−𝜋𝜋∑ (2𝑠𝑠)�𝜙𝜙𝑠𝑠𝑘𝑘 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑠𝑠𝑡𝑡+

𝜓𝜓𝑠𝑠𝑘𝑘
2𝑘𝑘 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑠𝑠𝑡𝑡+ 1

2𝑘𝑘 ∫ 𝜃𝜃(𝜏𝜏)𝑓𝑓𝑠𝑠𝑘𝑘(𝜏𝜏) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑠𝑠(𝑡𝑡−𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡
0 �∞

𝑘𝑘=1

∫ 𝑥𝑥𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑡𝑡,𝜈𝜈)𝑑𝑑𝑥𝑥𝜋𝜋
0

 (7) 

elde edilir. 

2.2. (1)-(4) Ters Probleminin Çözümün 
Ardışık Yaklaşımlarının Yakınsaklığı 

Bu bölümde ardışık yaklaşıkların yakınsaklığı 
incelenecektir. Bunun için Picard ardışık yaklaşımlar 
 

 
 
yöntemi kullanılacaktır. 
Teorem 1. K1-K3 koşulları sağlanırsa (1)-(4)’ün 
çözümü vardır.  
İspat. (5) ve (7) denklemine  iterasyon verilsin: 
 

𝜈𝜈0
(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡) = 𝜈𝜈0

(0) + 2
𝜋𝜋 ∫ ∫ (𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝜃𝜃(𝑁𝑁)(𝜏𝜏)𝑓𝑓�𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(𝑁𝑁)�𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0 ,  

𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠
(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡) = 𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠

(0) + 1
𝜋𝜋𝑠𝑠 ∫ ∫ 𝜃𝜃(𝑁𝑁)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(𝑁𝑁)) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑘𝑘𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0 ,  (8) 

𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡) = 𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠

(0) + 1
𝜋𝜋𝑠𝑠 ∫ ∫ 𝜃𝜃(𝑁𝑁)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(𝑁𝑁)) 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑘𝑘𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0 , 

 𝜃𝜃(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡) =
𝐸𝐸″(𝑡𝑡)−𝜋𝜋∑ (2𝑠𝑠)�𝜙𝜙𝑠𝑠𝑘𝑘 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝑠𝑠𝑡𝑡+

𝜓𝜓𝑠𝑠𝑘𝑘
2𝑘𝑘 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑠𝑠𝑡𝑡+ 1

2𝑘𝑘 ∫ 𝜃𝜃(𝑁𝑁)(𝜏𝜏)𝑓𝑓𝑠𝑠𝑘𝑘(𝜏𝜏) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑠𝑠(𝑡𝑡−𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡
0 �∞

𝑘𝑘=1

∫ 𝑥𝑥𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑡𝑡,𝜈𝜈(𝑁𝑁))𝑑𝑑𝑥𝑥𝜋𝜋
0

. (9) 

Burada  

𝜈𝜈0
(0) = 𝜑𝜑0 + 𝜓𝜓0𝑡𝑡,  

𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠
(0) = 𝜑𝜑𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2 𝑘𝑘𝑡𝑡 + 𝜓𝜓𝑐𝑐𝑘𝑘

2𝑠𝑠
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2 𝑘𝑘𝑡𝑡,  

𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠
(0) = 𝜑𝜑𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2 𝑘𝑘𝑡𝑡 + 𝜓𝜓𝑠𝑠𝑘𝑘

2𝑠𝑠
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2 𝑘𝑘𝑡𝑡.   

Teorem1 gereği 𝜈𝜈(0)(𝑡𝑡) ∈ 𝐵𝐵, 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇] olduğu 
aşikardır.  

𝑁𝑁 = 0 için (8) ve (9) denklemine Cauchy, 
Lipschitz, Hölder ve Bessel eşitsizlikleri uygulanırsa 

�𝜈𝜈(1)(𝑡𝑡)� = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥
0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇

�𝜈𝜈0
(1)(𝑡𝑡)�

2
+ ∑ �𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥

0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇
�𝑣𝑣𝑐𝑐𝑠𝑠

(1)(𝑡𝑡)�+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥
0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇

�𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠
(1)(𝑡𝑡)��∞

𝑠𝑠=1   

                   ≤ ‖𝜙𝜙0‖+‖𝜓𝜓0‖|𝑇𝑇|
2

+ ∑ ‖𝜙𝜙𝑐𝑐𝑠𝑠‖ + ‖𝜙𝜙𝑠𝑠𝑠𝑠‖∞
𝑠𝑠=1 + 𝜋𝜋

2√6
∑ ‖𝜓𝜓𝑐𝑐𝑠𝑠‖ + ‖𝜓𝜓𝑠𝑠𝑠𝑠‖∞
𝑠𝑠=1   

                        +𝐴𝐴�𝜃𝜃(0)(𝑡𝑡)�‖𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)‖�𝜈𝜈(0)(𝑡𝑡)� + 𝐴𝐴�𝜃𝜃(0)(𝑡𝑡)�𝑀𝑀,  

�𝜃𝜃(1)(𝑡𝑡)� ≤
2

𝜋𝜋2𝑀𝑀0
�𝐸𝐸″(𝑡𝑡) + 𝜋𝜋�𝜙𝜙𝑐𝑐𝑠𝑠′ � + 𝜋𝜋‖𝜓𝜓𝑠𝑠𝑠𝑠‖� +

4𝑇𝑇√𝑇𝑇
𝜋𝜋𝑀𝑀0

��𝜃𝜃(0)(𝑡𝑡)�‖𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)‖�𝜈𝜈(0)(𝑡𝑡)� + �𝜃𝜃(0)(𝑡𝑡)�𝑀𝑀� 

elde edilir. Burada 𝐴𝐴 = �√3𝑇𝑇√𝑇𝑇�𝑇𝑇+√2𝜋𝜋�
3

�. 

Teorem1 koşulundan 𝜈𝜈(1)(𝑡𝑡) ∈ 𝐵𝐵, 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇]’dır. 

Aynı işlemler 𝑁𝑁 için de uygulanırsa, 
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�𝜈𝜈(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡)� = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥
0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇

�𝜈𝜈0
(𝑁𝑁)(𝑡𝑡)�

2
+ ∑ �𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥

0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇
�𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠

(𝑁𝑁)(𝑡𝑡)� + 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥
0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇

�𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑁𝑁)(𝑡𝑡)��∞

𝑠𝑠=1    

                        ≤ ‖𝜑𝜑0‖+‖𝜓𝜓0‖|𝑇𝑇|
2

+ ∑ ‖𝜑𝜑𝑐𝑐𝑠𝑠‖ + ‖𝜑𝜑𝑠𝑠𝑠𝑠‖∞
𝑠𝑠=1 + 𝜋𝜋

2√6
∑ ‖𝜓𝜓𝑐𝑐𝑠𝑠‖ + ‖𝜓𝜓𝑠𝑠𝑠𝑠‖∞
𝑠𝑠=1   

                           +𝐴𝐴�𝜃𝜃(𝑁𝑁)(𝑡𝑡)�‖𝑏𝑏(𝑦𝑦, 𝑡𝑡)‖�𝜈𝜈(𝑁𝑁)(𝑡𝑡)� + 𝐴𝐴�𝜃𝜃(𝑁𝑁)(𝑡𝑡)�𝑀𝑀, 

 

�𝜃𝜃(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡)� ≤ 2
𝜋𝜋2𝑀𝑀0

�𝐸𝐸″(𝑡𝑡) + 𝜋𝜋�𝜑𝜑𝑐𝑐𝑠𝑠′ � + 𝜋𝜋‖𝜓𝜓𝑠𝑠𝑠𝑠‖� + 4𝑇𝑇√𝑇𝑇
𝜋𝜋𝑀𝑀0

��𝜃𝜃(𝑁𝑁)(𝑡𝑡)�‖𝑏𝑏(𝑦𝑦, 𝑡𝑡)‖�𝜈𝜈(𝑁𝑁)(𝑡𝑡)� + �𝜃𝜃(𝑁𝑁)(𝑡𝑡)�𝑀𝑀�  

elde edilir. 𝜈𝜈(𝑁𝑁)(𝑡𝑡) ∈ 𝐵𝐵, 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇] ve teoremden 
𝜈𝜈(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡) ∈ 𝐵𝐵, 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇]’dır.  

{𝜈𝜈(𝑡𝑡)} = {𝜈𝜈0(𝑡𝑡), 𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑡𝑡), 𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑡𝑡),𝑘𝑘 = 1, . . . } ∈ 𝐵𝐵. 

Yakınsaklık için 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑚𝑚
𝑁𝑁→∞

𝜈𝜈(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡) = 𝜈𝜈(𝑁𝑁)(𝑡𝑡), 
𝑙𝑙𝑠𝑠𝑚𝑚
𝑁𝑁→∞

𝜃𝜃(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡) = 𝜃𝜃(𝑁𝑁)(𝑡𝑡) olduğu  gösterilecektir. 
Bunun için ardışık yaklaşımların farkını alınırsa, 

 

𝜈𝜈0
(1)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈0

(0)(𝑡𝑡) = 1
𝜋𝜋 ∫ ∫ (𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(0))𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0 ,  

𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠
(1)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠

(0)(𝑡𝑡) = ∑ 1
𝜋𝜋𝑠𝑠 ∫ ∫ 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(0)) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2 𝑘𝑘𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2 𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0

∞
𝑠𝑠=1 ,  

𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠
(1)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠

(0)(𝑡𝑡) = ∑ 1
𝜋𝜋𝑠𝑠 ∫ ∫ 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(0)) 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2 𝑘𝑘𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2 𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0

∞
𝑠𝑠=1   

ve ∫ ∫ 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋
0

𝑡𝑡
0  ekleme çıkarma 

yapılsın. Ardından mutlak değeri alınır ve Cauchy 
eşitsizliği uygulanırsa 

 
 

 

�𝜈𝜈0
(1)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈0

(0)(𝑡𝑡)� ≤ 2
𝜋𝜋
�∫ (𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)2𝑡𝑡
0 �

1
2 �∫ �∫ �𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)�𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(0)) − 𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0)��𝑑𝑑𝜉𝜉𝜋𝜋

0 �
2
𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡

0 �
1
2  

                                   + 2
𝜋𝜋
�∫ (𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)2𝑡𝑡
0 �

1
2 �∫ �∫ �𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0)�𝑑𝑑𝜉𝜉𝜋𝜋

0 �
2
𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡

0 �
1
2,  

�𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠
(1)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠

(0)(𝑡𝑡)� ≤ �∫ 𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡
0 �

1
2 �∑ �∫ � 1

𝜋𝜋𝑠𝑠 ∫ 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)�𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(0))− 𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0)� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2 𝑘𝑘𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝜋𝜋
0 �

2
𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡

0 �∞
𝑠𝑠=1 �

1
2
  

                                   + �∫ 𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡
0 �

1
2 �∑ �∫ � 1

𝜋𝜋𝑠𝑠 ∫ 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑘𝑘𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝜋𝜋
0 �

2
𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡

0 �∞
𝑠𝑠=1 �

1
2
,  

�𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠
(1)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠

(0)(𝑡𝑡)� ≤ �∫ 𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡
0 �

1
2 �∑ �∫ � 1

𝜋𝜋𝑠𝑠 ∫ 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)�𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(0))− 𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0)� 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑘𝑘𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝜋𝜋
0 �

2
𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡

0 �∞
𝑠𝑠=1 �

1
2
  

                                   + �∫ 𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡
0 �

1
2 �∑ �� 1

𝜋𝜋𝑠𝑠 ∫ ∫ 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0) 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑘𝑘𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝜋𝜋
0

𝑡𝑡
0 �

2
𝑑𝑑𝜏𝜏�∞

𝑠𝑠=1 �
1
2
,  

 
bulunur. Hölder eşitsizliği uygulanırsa, 

�𝜈𝜈0
(1)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈0

(1)(𝑡𝑡)� ≤ 2
𝜋𝜋
�𝑡𝑡3

3
�∫ �∫ �𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)�𝑓𝑓�𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(0)� − 𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0)��𝑑𝑑𝜉𝜉𝜋𝜋

0 �
2
𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡

0 �
1
2 + 2

𝜋𝜋
�𝑡𝑡3

3
�∫ �∫ �𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0)�𝑑𝑑𝜉𝜉𝜋𝜋

0 �
2
𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡

0 �
1
2  

�𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠
(1)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠

(1)(𝑡𝑡)� ≤ √𝑡𝑡 �∑ 1
𝑠𝑠2

∞
𝑠𝑠=1 �

1
2 �∑ �∫ �1

𝜋𝜋 ∫ 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)�𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(0)) − 𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0)� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2 𝑘𝑘𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2 𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝜋𝜋
0 �

2
𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡

0 �∞
𝑠𝑠=1 �

1
2  

                                  +√𝑡𝑡 �∑ 1
𝑠𝑠2

∞
𝑠𝑠=1 �

1
2 �∑ �∫ �1

𝜋𝜋 ∫ 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑘𝑘𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝜋𝜋
0 �

2
𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡

0 �∞
𝑠𝑠=1 �

1
2
,  

�𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠
(1)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠

(0)(𝑡𝑡)� ≤ √𝑡𝑡 �∑ 1
𝑠𝑠2

∞
𝑠𝑠=1 �

1
2 �∑ �∫ �1

𝜋𝜋 ∫ 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)�𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(0)) − 𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0)� 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2 𝑘𝑘𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2 𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝜋𝜋
0 �

2
𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡

0 �∞
𝑠𝑠=1 �

1
2  

+√𝑡𝑡 ��
1
𝑘𝑘2

∞

𝑠𝑠=1

�

1
2

�� ��
1
𝜋𝜋
� � 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0) 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2 𝑘𝑘𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2 𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉

𝜋𝜋

0

𝑡𝑡

0
�
2

𝑑𝑑𝜏𝜏�
∞

𝑠𝑠=1

�

1
2

 

 
elde edilir. Bessel eşitsizliği uygulanırsa,  
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�𝜈𝜈0
(1)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈0

(0)(𝑡𝑡)� ≤ 2
𝜋𝜋
�𝑡𝑡3

3
�∫ �∫ �𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)�𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(0)) − 𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0)��𝑑𝑑𝜉𝜉𝜋𝜋

0 �
2
𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡

0 �
1
2  

                                         + 2
𝜋𝜋
�𝑡𝑡3

3
�∫ �∫ �𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0)�𝑑𝑑𝜉𝜉𝜋𝜋

0 �
2
𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡

0 �
1
2,  

 �𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠
(1)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠

(0)(𝑡𝑡)� ≤ √𝑡𝑡�𝜋𝜋2

6
�∫ �1

𝜋𝜋 ∫ 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)�𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(0)) − 𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0)�𝑑𝑑𝜉𝜉𝜋𝜋
0 �

2
𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡

0 �
1
2
 

                                           +√𝑡𝑡�𝜋𝜋2

6
�∫ �1

𝜋𝜋 ∫ 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0)𝑑𝑑𝜉𝜉𝜋𝜋
0 �

2
𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡

0 �
1
2
,  

�𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠
(1)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠

(0)(𝑡𝑡)� ≤ √𝑡𝑡�𝜋𝜋2

6
�∫ �1

𝜋𝜋 ∫ 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)�𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(0)) − 𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0)�𝑑𝑑𝜉𝜉𝜋𝜋
0 �

2
𝑑𝑑𝜏𝜏𝑡𝑡

0 �
1
2
  

                                          +√𝑡𝑡�𝜋𝜋2

6
��1

𝜋𝜋 ∫ ∫ 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0)𝑑𝑑𝜉𝜉𝜋𝜋
0

𝑡𝑡
0 �

2
𝑑𝑑𝜏𝜏�

1
2
  

 
elde edilir. Lipschitz koşulu uygulanırsa 

�𝜈𝜈0
(1)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈0

(0)(𝑡𝑡)� ≤
2
𝜋𝜋
�𝑡𝑡

3

3
�� �� 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑏𝑏(𝜉𝜉, 𝜏𝜏)𝜈𝜈(0)𝑑𝑑𝜉𝜉

𝜋𝜋

0
�
2

𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑡𝑡

0
�

1
2

+
2
𝜋𝜋
�𝑡𝑡

3

3
�� �� 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0)𝑑𝑑𝜉𝜉

𝜋𝜋

0
�
2

𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑡𝑡

0
�

1
2

, 

�𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠
(1)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠

(0)(𝑡𝑡)� ≤ √𝑡𝑡�
𝜋𝜋2

6
�� �

1
𝜋𝜋
� 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑏𝑏(𝜉𝜉, 𝜏𝜏)𝜈𝜈(0)𝑑𝑑𝜉𝜉
𝜋𝜋

0
�
2

𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑡𝑡

0
�

1
2

+ √𝑡𝑡�
𝜋𝜋2

6
�� �

1
𝜋𝜋
� 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0)𝑑𝑑𝜉𝜉
𝜋𝜋

0
�
2

𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑡𝑡

0
�

1
2

, 

�𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠
(1)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠

(0)(𝑡𝑡)� ≤ √𝑡𝑡�
𝜋𝜋2

6
�� �

1
𝜋𝜋
� 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑏𝑏(𝜉𝜉, 𝜏𝜏)𝜈𝜈(0)𝑑𝑑𝜉𝜉
𝜋𝜋

0
�
2

𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑡𝑡

0
�

1
2

+ √𝑡𝑡�
𝜋𝜋2

6
��

1
𝜋𝜋
� � 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 0)𝑑𝑑𝜉𝜉

𝜋𝜋

0

𝑡𝑡

0
�
2

𝑑𝑑𝜏𝜏�

1
2

 

elde edilir. Son olarak maksimumu alınırsa 
 

�𝜈𝜈(1)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈(0)(𝑡𝑡)�
≤ 𝐴𝐴�𝜃𝜃(0)(𝑡𝑡)��‖𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)‖�𝜈𝜈(0)(𝑡𝑡)� + 𝑀𝑀� 

elde edilir.  

𝐶𝐶: = 𝐴𝐴�𝜃𝜃(0)(𝑡𝑡)��‖𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)‖�𝜈𝜈(0)(𝑡𝑡)� + 𝑀𝑀�

 olsun ve �𝜈𝜈(1)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈(0)(𝑡𝑡)� ≤ 𝐶𝐶’dır.  
Ters katsayının ardışık yaklaşımlarının farkı 

alınsın,
 

𝜃𝜃(1) − 𝜃𝜃(0) =
𝜋𝜋∑ ∫ ∫ 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉,𝜏𝜏,𝜈𝜈(0)) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑠𝑠𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑠𝑠(𝑡𝑡−𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0

∞
𝑘𝑘=1

∫ 𝑥𝑥𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝜏𝜏,𝜈𝜈(0))𝑑𝑑𝑥𝑥𝜋𝜋
0

−
𝜋𝜋∑ ∫ ∫ 𝜃𝜃(1)(𝜏𝜏)𝑓𝑓�𝜉𝜉,𝜏𝜏,𝜈𝜈(1)� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑠𝑠𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑠𝑠(𝑡𝑡−𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0  ∞

𝑘𝑘=1

∫ 𝑥𝑥𝑓𝑓�𝑥𝑥,𝜏𝜏,𝜈𝜈(1)�𝑑𝑑𝑥𝑥𝜋𝜋
0

. 

Cauchy, Lipschitz, Hölder ve Bessel eşitsizlikleri 
sırasıyla uygulanırsa 

�𝜃𝜃(1)(𝑡𝑡) − 𝜃𝜃(0)(𝑡𝑡)� ≤ 𝑆𝑆𝐶𝐶�𝜃𝜃(1)(𝑡𝑡)�‖𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)‖,  

𝑆𝑆 = 2√𝑇𝑇
𝑀𝑀*−2𝑀𝑀√𝑇𝑇

  

elde edilir.  
İkinci ve birinci ardışık yaklaşımların farkına  

 
 
 
 
 
 

𝜈𝜈0
(2)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈0

(1)(𝑡𝑡) = 2
𝜋𝜋 ∫ ∫ (𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝜃𝜃(1)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(1))𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0 − 2
𝜋𝜋 ∫ ∫ (𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(0))𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0

𝑡𝑡
0 ,  

𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠
(2)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈𝑐𝑐𝑠𝑠

(1)(𝑡𝑡) = ∑ 1
𝜋𝜋𝑠𝑠 ∫ ∫ 𝜃𝜃(1)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(1)) cos 2 𝑘𝑘𝜉𝜉 sin 2 𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0

∞
𝑠𝑠=1   

                            −∑ 1
𝜋𝜋𝑠𝑠 ∫ ∫ 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(0)) cos 2 𝑘𝑘𝜉𝜉 sin 2 𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0

∞
𝑠𝑠=1 ,  

𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠
(2)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈𝑠𝑠𝑠𝑠

(1)(𝑡𝑡) = ∑ 1
𝜋𝜋𝑠𝑠 ∫ ∫ 𝜃𝜃(1)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(1)) sin 2 𝑘𝑘𝜉𝜉 sin 2 𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0

∞
𝑠𝑠=1   
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                                −∑ 1
𝜋𝜋𝑠𝑠 ∫ ∫ 𝜃𝜃(0)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(0)) sin 2 𝑘𝑘𝜉𝜉 sin 2 𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0

∞
𝑠𝑠=1  

aynı yöntemler uygulanırsa  

�𝜈𝜈(2)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈(1)(𝑡𝑡)�  

                  ≤ (𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝑀𝑀)𝐶𝐶�𝜃𝜃(1)(𝑡𝑡)� �∫ ∫ 𝑏𝑏2(𝜉𝜉, 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋
0

𝑡𝑡
0 �

1
2 

 

bulunur.  

 
 
 
 
 

𝜃𝜃(2)(𝑡𝑡) − 𝜃𝜃(1)(𝑡𝑡) =
𝜋𝜋∑ ∫ ∫ 𝜃𝜃(1)(𝜏𝜏)𝑓𝑓�𝜉𝜉,𝜏𝜏,𝜈𝜈(1)� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑠𝑠𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑠𝑠(𝑡𝑡−𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0

∞
𝑘𝑘=1

∫ 𝑥𝑥𝑓𝑓�𝑥𝑥,𝜏𝜏,𝜈𝜈(1)�𝑑𝑑𝑥𝑥𝜋𝜋
0

  

                             −
𝜋𝜋∑ ∫ ∫ 𝜃𝜃(2)(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉,𝜏𝜏,𝜈𝜈(2)) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑠𝑠𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑠𝑠(𝑡𝑡−𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0

∞
𝑘𝑘=1

∫ 𝑥𝑥𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝜏𝜏,𝜈𝜈(2))𝑑𝑑𝑥𝑥𝜋𝜋
0

 

 

ters katsayısı için Cauchy, Lipschitz, Hölder ve 
Bessel eşitsizlikleri uygulanırsa 

�𝜃𝜃(2) − 𝜃𝜃(1)� ≤ 𝐵𝐵�𝜃𝜃(2)(𝜏𝜏)�‖𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)‖�𝜈𝜈(2) − 𝑣𝑣(1)� 

elde edilir.  
𝑁𝑁 için  

 
 
 
 
 

�𝜈𝜈(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈(𝑁𝑁)(𝑡𝑡)� ≤ (𝐴𝐴 + 𝑆𝑆𝑀𝑀)𝑁𝑁�𝜃𝜃(𝑁𝑁)(𝑡𝑡)�. . . �𝜃𝜃(1)(𝑡𝑡)� 𝐶𝐶
√𝑁𝑁!

�∫ ∫ 𝑏𝑏2(𝜉𝜉, 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋
0

𝑡𝑡
0 �

𝑁𝑁
2 , 

 
�𝜃𝜃(𝑁𝑁+1) − 𝜃𝜃(𝑁𝑁)� ≤ 𝐵𝐵�𝜃𝜃(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡)�‖𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)‖�𝜈𝜈(𝑁𝑁+1) − 𝜈𝜈(𝑁𝑁)�. 

𝑁𝑁 → ∞ iken 𝜈𝜈(𝑁𝑁+1) → 𝜈𝜈(𝑁𝑁) ve 𝜃𝜃(𝑁𝑁+1) → 𝜃𝜃(𝑁𝑁)’dir. 

2.3. (1)-(4) Ters Probleminin Ardışık 
Yaklaşımın Kesin Çözüme Yakınsaklığı 

Burada 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑚𝑚
𝑁𝑁→∞

𝜈𝜈(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡) = 𝜈𝜈(𝑡𝑡), 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑚𝑚
𝑁𝑁→∞

𝜃𝜃(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡) =
𝜃𝜃(𝑡𝑡) olduğu gösterilecektir. 

Tam ve ardışık ters katsayıların fark alınırsa, 

 
 
 
 
 
 

𝜃𝜃(𝑡𝑡) − 𝜃𝜃(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡) =
𝜋𝜋∑ ∫ ∫ 𝜃𝜃(𝑁𝑁+1)(𝜏𝜏)𝑓𝑓�𝜉𝜉,𝜏𝜏,𝜈𝜈(𝑁𝑁+1)� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑠𝑠𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑠𝑠(𝑡𝑡−𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0

∞
𝑘𝑘=1

∫ 𝑥𝑥𝑓𝑓�𝑥𝑥,𝑡𝑡,𝜈𝜈(𝑁𝑁+1)�𝑑𝑑𝑥𝑥𝜋𝜋
0

   

                                 −
𝜋𝜋∑ ∫ ∫ 𝜃𝜃(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉,𝜏𝜏,𝜈𝜈) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑠𝑠𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑠𝑠(𝑡𝑡−𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0

∞
𝑘𝑘=1

∫ 𝑥𝑥𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑡𝑡,𝜈𝜈)𝑑𝑑𝑥𝑥𝜋𝜋
0

. 

Son eşitliğe ∫ ∫ 𝜃𝜃(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉, 𝜏𝜏, 𝜈𝜈(𝑁𝑁+1))𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋
0

𝑡𝑡
0  

ekleyip çıkarılırsa, ardından sırasıyla Cauchy, Bessel 
ve Lipschitz eşitsizlikleri uygulanırsa,  

�𝜃𝜃(𝑡𝑡) − 𝜃𝜃(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡)�  

                ≤ 𝑆𝑆‖𝜃𝜃(𝑡𝑡)‖‖𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)‖�𝜈𝜈(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡)�.  

elde edilir. 

Aynı yöntemler 𝜈𝜈(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡) için 
uygulandığında 

 
 
 
 
 
 
  

�𝜈𝜈(𝑡𝑡) − 𝜈𝜈(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡)� ≤ 𝐴𝐴(𝐴𝐴 + 𝑆𝑆𝑀𝑀)𝑁𝑁�𝜃𝜃(𝑁𝑁)(𝑡𝑡)��𝜃𝜃(𝑁𝑁)(𝑡𝑡)�… �𝜃𝜃(1)(𝑡𝑡)� 𝐶𝐶
√𝑁𝑁!

�∫ ∫ 𝑏𝑏2(𝜉𝜉, 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋
0

𝑡𝑡
0 �

𝑁𝑁
2   

                                     × 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒(2𝐴𝐴 + 𝑆𝑆𝑀𝑀) ‖𝜃𝜃(𝑡𝑡)‖‖𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)‖.  
elde edilir.  

𝑁𝑁 → ∞ iken 𝜈𝜈(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡) → 𝜈𝜈(𝑡𝑡), dolayısıyla 
𝜃𝜃(𝑁𝑁+1)(𝑡𝑡) → 𝜃𝜃(𝑡𝑡) bulunur. 
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2.4. (1)-(4) Ters Probleminin Çözümünün  
Tekliği 

Teorem 1. K1-K3 koşulları sağlanırsa  (1)-(4)’ün 
çözümü tektir.  
 

 
 

İspat. (1)-(4)’ün  (𝜈𝜈,𝜔𝜔) ve (𝜃𝜃, 𝜌𝜌) iki çözümü olduğu 
farzedilsin.  
 

𝜃𝜃(𝑡𝑡) − 𝜌𝜌(𝑡𝑡) =
𝜋𝜋∑ ∫ ∫ 𝜌𝜌(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉,𝜏𝜏,𝜔𝜔) sin2𝑠𝑠𝜉𝜉 sin2𝑠𝑠(𝑡𝑡−𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0

∞
𝑘𝑘=1

∫ 𝑥𝑥𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝜏𝜏,𝜔𝜔)𝑑𝑑𝑥𝑥𝜋𝜋
0

−
𝜋𝜋∑ ∫ ∫ 𝜃𝜃(𝜏𝜏)𝑓𝑓(𝜉𝜉,𝜏𝜏,𝜈𝜈) sin2𝑠𝑠𝜉𝜉 sin2𝑠𝑠(𝑡𝑡−𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏𝜋𝜋

0
𝑡𝑡
0

∞
𝑘𝑘=1

∫ 𝑥𝑥𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝜏𝜏,𝜈𝜈)𝑑𝑑𝑥𝑥𝜋𝜋
0

   

 
için Cauchy, Bessel eşitsizlikleri ve Lipchitz koşulu 
sırasıyla uygulansın. Son olarak taraf tarafa 
maksimumu alınırsa 
‖𝜃𝜃(𝑡𝑡) − 𝜌𝜌(𝑡𝑡)‖ ≤ 𝑆𝑆‖𝜃𝜃(𝑡𝑡)‖‖𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)‖‖𝜈𝜈(𝑡𝑡) −𝜔𝜔(𝑡𝑡)‖ (10) 
elde edilir. İki çözümün farkı için de aynı işlemler 
yapılırsa 
‖𝜈𝜈(𝑡𝑡) − 𝜔𝜔(𝑡𝑡)‖  
               ≤ 𝐴𝐴(‖𝜃𝜃(𝑡𝑡)‖‖𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)‖‖𝑣𝑣(𝑡𝑡) − 𝜔𝜔(𝑡𝑡)‖  

                      +‖𝜃𝜃(𝑡𝑡) − 𝜌𝜌(𝑡𝑡)‖𝑀𝑀)  (11) 
elde edilir. (10), (11) de  yerine yazılırsa,  
‖𝜈𝜈(𝑡𝑡) − 𝜔𝜔(𝑡𝑡)‖  

        ≤ (𝐴𝐴 + 𝑆𝑆𝑀𝑀)‖𝜃𝜃(𝑡𝑡)‖‖𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)‖‖𝜈𝜈(𝑡𝑡) − 𝜔𝜔(𝑡𝑡)‖ 
elde edilir. Gronwall eşitsizliği uygulanırsa 
‖𝜈𝜈(𝑡𝑡) − 𝜔𝜔(𝑡𝑡)‖  

≤ 0 × 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒(𝐴𝐴 + 𝑆𝑆𝑀𝑀) �� � 𝜃𝜃2(𝜏𝜏)𝑏𝑏2(𝜉𝜉, 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜉𝜉𝑑𝑑𝜏𝜏
𝜋𝜋

0

𝑡𝑡

0
�

1
2

 
elde edilir.  

Böylece 𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 𝜔𝜔(𝑡𝑡), dolaysıyla 𝜃𝜃(𝑡𝑡) = 𝜌𝜌(𝑡𝑡). 

3. SONUÇ  
Bu çalışmada, periyodik sınır koşullarına sahip bir 

boyutlu lineer olmayan hiperbolik denklem için 
zamana bağlı katsayıların belirlenmesine yönelik bir 
ters problem incelenmiştir. Çözümü için 
genelleştirilmiş Fourier yöntemi kullanılmıştır. 
Çözümün varlığı, yakınsaklığı ve tekliği Picard 
ardışık yaklaşımlar yöntemi ile ispatlanmıştır.  

Bu sınır koşullar kullanılarak farklı yüksek 
mertetebeden türevli denklemler çözülebilir. Örneğin 
Euler-Bernoulli denklemi, iki yada üç boyutlu 
parabolik, hiperbolik denklemler, Burger denklemleri 
gibi, bunun yanı sıra bu problem farklı sınır koşulları 
ile de çözülebilir. Ayrıca farklı nümerik yöntemler 
kullanılarak yaklaşık gerçek çözümler arası 
yakınsaklık incelenip, örnekle şekilsel olarak da 
gösterilebilir. 
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