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OZET
Bu calismada, lineer olmayan interpolasyon yontemlerinden rasyonel interpolasyon yontemleri incelendi. Bu
yontemler ile interpolasyon polinomlarimim elde edilmesi ve rasyonel interpolasyon polinomlarinin hesaplanma
yontemleri aciklandi.

Anahtar kelimeler: Rasyonel interpolasyon, Rasyonel Hermit interpolasyonu, Rasyonel interpolasyon
polinomlarini hesaplama yontemleri

ABSTRACT

In this thesis, we have considered rational interpolation techniques, which are techniques of nonlinear type. With the
help of these methods, interpolation polynomials are obtained techniques for calculating the rational interpolating
polynomials are explained.

Key Words: Rational interpolation, rational Hermit interpolation, Methods to compute rational interpolants

1. GIiRiS

Interpolasyon kelimesi, elementer anlamda bir fonksiyonun tablo halinde verilmis degerlerinden hareketle, bu
fonksiyonun bu aralikta bilinmeyen degerlerini hesaplama islemidir. Ayni deyim genis anlamda, verilen
fonksiyonlara yaklagim yapmak i¢in bir temel yontemdir

Niimerik analizde ¢esitli niimerik problemlerin ¢6ziimiinde fonksiyonlarin yaklasik degerlerini bulma ve
interpolasyon yontemlerinin siklikla kullanildigi goriilmektedir. Kullanilan bu tekniklerden lineer olmayan
yontemlerin lineer yontemlerden daha iistiin oldugu bilinmesine ragmen bu konuda az sayida kaynak ve ¢alisma
vardir. Bu ¢aligmada lineer olmayan tekniklerden biri olan rasyonel interpolasyon yontemi ele alindi.

Rasyonel interpolasyon konusunda H. Padé 1901 yilinda rasyonel interpolasyon polinomlariin tablosunu
olusturmustur. Padé bu caligmasinda interpolasyon polinomlarinin olusturulmasinda devamli kesirlerin
kullanilabilecegini godstermistir. Thorvald Nicolai THIELE 1906 yilinda devamli kesir temeline dayanan
rasyonel interpolasyon polinomlarinin hesaplanmasi i¢in kendi adin1 tagiyan bir yontem gelistirmistir. [1].

Rasyonel interpolasyon yontemi polinom tipi interpolasyon yontemine gore daha istiindiir. Ciinkii rasyonel
fonksiyonlar polinomlarin orani oldugundan polinomlardan ¢ok daha zengin bir fonksiyon smnifi olustururlar.
Daha biiyiik olan bu fonksiyonlar smifi, daha dogru yaklastirma olasihigmi artirir. Ozellikle kutuplara (tekil
noktalara) sahip olan foksiyonlara, rasyonel interpolasyon teknigi ile yaklasilmasi polinom interpolasyon
teknigine goére daha iyi cevap verir, ¢linkii polinomlarimn tekilligi yoktur [2].

Rasyonel interpolasyon yontemleri kullanilarak lineer olamayan denklem sistemleri, adi diferansiyel denklemler,
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kismi diferansiyel denklemler ve integral denklemler c¢oziilebilir. Bu calismada rasyonel interpolasyon
polinomlarmi hesaplama yontemleri verilip, bu yontemler yaklasilmasi zor olan tekil noktaya sahip bilinen
fonksiyonun ikinci mertebeye kadar tiirev degerlerini de kullanilarak elde edilen interpolasyon fonksiyonlar
gercek fonksiyon degerleriyle karsilagtirilmustir.

2.  RASYONEL INTERPOLASYON POLINOMLARINI HESAPLAMA YONTEMLERI

2.1 Tammm f, kompleks diizlemin bir alt kiimesi olan G {izerinde tanimli bir fonksiyon ve {xl.}ieN , Gye

ait farkli noktalarin bir dizisi olsun. p polinomunun tam derecesini Op ile gosterelim. f° nin(m,n)

mertebeden rasyonel interpolasyon problemi,
p(x)= Z a,x i

ve ”

ﬂm=;@ﬂ

polinomlarini bulmaktan olusur. Burada p(x)/¢g(x) indirgenemez ve

F(x)=L(x) .  i=0...m+n 2.1)
q

dir. Bu problemi ((2.1)’ i )¢6zmek yerine, buna karsilik gelen

f(xl.)q(x,.)—p(xi)zo , i=0,...m+n(2.2)

lineer denklem sistemini ele aliriz.

Bu (2.2) ifadesi m+n+1 tane denklemden olusan bir homojen denklem sistemidir. Burada, p ve g 'nun @,
ve b ; katsayilarmin toplami m +7n+ 2 dir [2]. Bu nedenle (2.2)’nin her zaman en azindan bir tane asikar

olmayan(nontrivial) ¢éziimii vardir.

2.2 Tanmm: a, ve b, reel veya kompleks say1 (veya fonksiyon ) olmak iizere

a
b, + L (2.3)
a,
b+ P
b, + :
b,..
a.
+ 1
b, +
. ) . i ) q, | a, | a, | a; |
ifadesine devamli kesir denir.Bundan sonra devamli kesri bo + + + +eoet—"4--- (24)
T
veya
0 a.
by+ Y ——
i=1 | b,'
seklinde gosterecegiz. (2.5)
n a.
Cn=b0+2—’| ,  n=0,1,2,- (2.6)
i=l1 | b,'
ifadesine (2.5) devamli kesrinin n. yakinsagi denir[3]. Eger
limC, =C
X—>0
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limit degeri mevcut ve sonlu ise devamli kesir yakinsaktir denir. C ise devamli kesrin degeridir. C, nin rasyonel

ifadesi
P P(,,a.,b,...a.b
n:_n: n( 0°"1°>™1 n n) (2.7)
Qn Qn(bO’al’bl""’an’bn)
seklindedir.
2.3 Teorem: Eger
Rl = 1>Po =b0,Q71 =0>Q0 =1
ise,
Rz = bn Rz—l + an BI—Z
, n>1 (2.8)

Qn = bn Qn—l + an Qn—Z

esitlikleri saglanir

2.1 Ters Farklar
G 'de verilen bir ffonksiyonu i¢in ters farklar

o [x]=f(x) , Gdeki her x igin
X%

Dy [xl]_(oo [xo]

o [xo,xl] = , G’deki her X, X, igin

X X

Dry [xoﬁ'“’xk—zﬁxk]_ @i [XO’“"xk—Z’xk—l]

2 [xoﬂxl""’xk—Z’xk—l’xk] =

seklinde tanimlanir [3].

O, [xo,...,xk]’ ya X,,...,X, noktalarma gére f nin k. ters farki diyoruz. Ters farklar, son iki noktanmn
siralamasindan bagimsiz olmasina ragmen, genellikle X,,,..., X, noktalarinin numaralandirilmasina baglidir.
X—X, X—X X—X
|, xxl xox
& | d | d
formunda bir devamli kesrin interpolasyonunu hesaplamak igin tablo 2.1 deki ters farklarin bulunmasi gerekir.
Tablo 2.1 Ters farklar tablosu

d,+

+... (29

Dy [xo]
o [x] o [xx]
(00[x2] (/)1[x0=x2] (oz[xosxvxz]

Dy [x3] 2 [x07x3] ?, [xosx1’x3]

olx] olx.x] o[x.x.x] . o[x...x]
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2.4 Teorem:

(2.9) “daki devamli kesirde dl. =@, [xo,...,xi] ise C, (xl.) tanimli oldugundan (2.9) igin
n. yakmnsagi olan C

C,(x)=/f(x). i=0,..n

esitligini saglar.

Ispat:
Ters farklarin tanimindan, 7 > 1 igin:

/(%)= 0[]

X—X
=@, | x 40
0[ 0] ¢1[xo’x]
:(po[x0]+ X—Xox_x
1
2 [xo,x1]+¢2 [XO,XI,X]
X—X, | X-Xx | X—Xx,, |
=g, [x,]+ + o
0[0] ‘¢1[xoax1] ‘%[xoaxlaxz] (Dn['XO""’xnfl’x]
oldugundan,

dl, =@, [XO"“’xi] ile birlikte C istenen interpolasyon kosullarini saglar.
X=X, | X—X |

+ +
‘gol [XO’xl] ‘(02 [x0=x1=x2]

devamli kesrine Thiele interpolasyon devamli kesri denir.

@ [% ] +...

2.2  Karsihkh Ters Farklar
G’de verilen bir ffonksiyonunun karsilikli ters farklart

Po[x]=f(x) . Gdeki her xigin
X~ X

£ [x1]_p0 [xo]

Y2 [xo,xl] = ,  G’deki her X, X, i¢in

X4
P [XO,Xz]—pl [x09x1
X ~ X
Pra [XO""’xk—zﬂxk ] ~ Pra [xoa-"axkfza xk—l]

seklinde tanimlanir. G’deki her X,...,Xx, ic¢in, O, [xo,...,xk] ifadesine,  f fonksiyonun X,,...,X,

P, [xo,xl,xz] = ] + 0, [xo] , G’deki her X, X, X, igin

P [Xo i ] = + P [Xgoes X s ]

noktalarina karsilik gelen, k. karsilikli ters farki denir. Ters ve karsilikli ters farklar arasinda yakn bir iliski
vardir. Bu iligki asagidaki teoremdeki gibidir.

2.5 Teorem:
k 22 igin ve G’deki tim X,),..., X, ’lar i¢in

?o [xo] =P [xo]
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? [xO’xl] =0 [xo’xl]
0[] = o [ = P [Foros 2]

olur.

2.3 Rasyonel Hermite interpolasyon Polinomlar:
Simdi 5, € N, (i > 0) olmak iizere birbirinden farkli {xi }ie v noktalarini g6z oniine alalim. f fonksiyonunun
x, noktasindaki f () (xl.) tiirevlerinin verildigini kabul edelim. Burada ¢ =0,...,s, —1 dir. Simdi,
1<k<s,,

J
m+n+l= z s, +k

i=0

saglayan j, k, m ve n sabit tamsayilarini ele alalim.
f icin (m, n) mertebeden rasyonel Hermite interpolasyon problemi,

p(x)= Zai x'
i=0

Ve

q(x)= sz- x'
i=0

polinomlarini bulmaya baglidir, p/q indirgenemez ve

)
f(“(x,.)z(ﬁj (x,) , £=0,.,5,—1 ve i=0,..,j
q

(0
f<z)(xj+1):(£j (x,.) =0, k-1

(2.10)

q

esitliklerini saglar. Bu interpolasyon probleminde, S, interpolasyon noktalar1 X, ile cakismaktadir, bu yiizden
s, interpolasyon kosullari, X,;’de saglanmak zorundadir. Dolayisiyla, bu tip bir interpolasyon problemi

¢ogunlukla salinimli(osculatory) rasyonel interpolasyon problemi olarak adlandirilir [4]. Her i >0 igin s, =1

oldugu durumda problem, (2.1) deki rasyonel interpolasyon problemi ile ayni olur.
(2.10) deki problemi ¢6zmek yerine,

(fa—p)"” (x)=0 0=0,..,5,-1 ve i=0,...,j
(fq_p)(Z)(xjH):O £=0,...,k-1

lineer denklem sistemini ele alabiliriz. Bu problem m+n+1 denklem ve m+n+2 bilinmeyenden olusan
homojen bir sistem oldugundan p(x) ve g(x) i¢cin her zaman agikar olmayan bir ¢éziimii vardir. Yine farkli

2.11)

¢Oziimler aym p,, / q, indirgenemez forma sahiptir ve
_Po
49
esitlifine f ’in (m, n) mertebeden rasyonel Hermite interpolasyon polinomu denir. Burada ¢,, ¢, (xo) =1
olacak sekilde normalize edilmistir. Rasyonel Hermite interpolasyon problemi, bir Newton-Padé yaklasim

problemi seklinde yeniden formiilasyonu yapilabilir. Simdi,
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EN

boliinmiis farkinda noktalarinin birlesimi ile birlikte,

y/f:x() /€=0,...,S0_1

Yaiyer = % 0=0,..,5,—-1 ve d(i)=s,+s5+...+s_(i=1)

¢; =0 i>j
¢, =f[yl.,...,yj} i<j
Bo(x)zl

olmak iizere,

B.(x)=TT., (x-».)

alirsak

f(x):g Co; Bi(x)

esitligini buluruz. Bu seriye f'nin Newton Serisi denir.
Boylece, (2.11)’deki problem,

(fg-p)(x)= 2 d B(x) (2.12)

i2m+n+l1
olacak sekilde
p(x)=2 a; B,(x)
i=0
ve

q(x)=2 b B(x)
i=0
polinomlarmin hesaplanmasi ile esdegerdir.

Problem (2.12) ye f nin (m, n) mertebeden Newton-Padé yaklagim problemi denir.
(2.12) i saglayan p ve g ¢oziimlerini bulmak icin,

d, :(f q—p)[yo,...,yl.] , i=0,...,m+n
boliinmiig farklari hesaplanmali ve sifira esitlenmelidir. Fonksiyonlarin ¢arpiminin tiirevi i¢in kullanilan
Leibniz kuralinin bir genellemesi olan asagidaki lemmay1 verebiliriz.

Lemma 1.
(f @)[yos-myi]= Zi‘,f[yo,---,yg] gy ]

olur [5]. Simdi lemma 1 i kullanarak, p ve ¢’daki a; ve bi katsayilarinin saglamak zorunda oldugu dogrusal
denklem sistemi asagidaki sekilde yazilabilir.
oy = 4y
Coby +c,b=a
oo T 1 (2.13)

cobo+c,b,+...4c, b =a,
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b =0

n,m+1~n

Compbo T+t
: (2.13b)
ComenDo Tt Cy b, =0

n,m+n-"n

yazilir. (2.11) ve (2.12) problemleri 6zdes oldugundan, 7, , rasyonel fonksiyonuna da /" nin

n,n

(m, n) mertebeden Newton-Padé yaklagimi denir.

2.4  Rasyonel Hermite interpolasyon Polinomlarimin Tablosu
f nin (m,n) mertebeden rasyonel Hermite interpolasyon polinomlar1 asagidaki sekilde bir tablo olarak

diizenlenebilir [6,7].

Tablo 2.2 Rasyonel Hermite interpolasyon polinomlarinin tablosu

oo Tog Top
ho hi Tho
o T
o Ny

Tablo 2.2 (rasyonel Hermite interpolasyon polinomlarinin tablosu) nin temsil ettigi rasyonel interpolasyon
polinomlarini daha agik bir bicimde asagidaki sekilde yazabiliriz.

4 4 4y
0 =%, b T bt by
o y TOX oy TOX+D,X
LG tayx L G tax L @tax
L0 — L1 1,2 — 2
b, b, +bx by +bx+b,x
a, +a,x+a,x’ a, +ax+a,x’ a, +ax+a,x’
Hho= Hha= hao= 2
b, b, +bx b, +bx+b,x
2 3 2 3 2 3
Ay +a, X+ a,X" +a,x Ay +a, X+ a,X" +a,x Ay +a,X +a,X" +ax
o= 5= B, = 2
’ b, ’ b, +bx ’ b, +bx+b,x

3. UYGULAMA
Simdi agagida tanimlanan test problemini géz 6niine alalim.

f(x)=cot(x) fonksiyonunun [-0.5,0.5] araligindaki degerlerine karsilik gelen asagidaki tablodaki noktalari

kullanarak rasyonel Hermite interpolasyon polinomunu bululalim. Buldugumuz rasyonel Hermite interpolasyon
polinomunda araligin diger noktalarini yazip fonksiyonun tam degerleri ile karsilastiralim.
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X J (%) J'(x) J'(x)
0 | 05| -1.830487722
1 02 -4.933154876 -25.33601703
2 0.1 9.966644423 -100.3340010 1999.986623
3 05 1.830487722
Bu tablodaki degerleri
m 3
m=3igin, p(x)= Zaix’ = Zaix’ =a, +a,x +a,x’ +a,x’
i=0 i=0
n ) 3 )
n=3 igin, q(x)= Zbl.xl = Zbl.xl =b, +bx+b,x* +bx’
i=0 i=0
ve
p(x) .
() =1(x)= ) S(x)q(x)=p(x)=0 , i=0,1,2,3

13(5) = ()= ' (6)g (6) = (P'(x)q(x) = ¢'(x) p(x)) =0 ,
”3,,,3 (xi) = f”(xz) = f”(xi )q3 (‘xi) - (p”(xi )q2 (xi) - 2p,(x[)q,(xi)q(xi)
+ 2P(xl-)(q'(xi ))2 - P(x,-)q”(x,-)‘I(xl—)) =0 > i=2

formiillerinde kullanilirsak,

-1.830487722+0.9152438610b,-0.4576219305b,+0.2288109652b, =a,-0.5a,+0.25a,-0.125a, ,
-4.933154876+0.9866309752b, -0.1973261950b,+0.3946523901 ¢-1b, = a,-0.2a,+0.4¢-1a,-0.8¢-2a, ,
9.966644423+0.9966644423b, +0.09966644423b,+0.009966644423b, = a,+0.1a,+0.01a,+0.001a, ,
1.830487722+0.9152438610b, +0.4576219305b,+0.2288109652b, =a,+0.5a,+0.25a,+0.125a, ,

—25.33601703(1—0.25, +0.04b, —0.008b,)* = (a, —0.4a, +0.12a,)(1—0.2, +0.04b, —0.008b,)
— (b, —0.4b, +0.12b,)(a, —0.2a, +0.04a, —0.008a) ,

~100.3340010(1+0.14 +0.015, +0.0015)* = (a, +0.2a, +0.03a,)(1+0.15, +0.15, +0.0015,)
— (b, +0.2b, +0.03b,)(a, +0.1a, +0.01a, +0.001a,) ,

1999.986623(1+0.15, +0.01b, +0.001h,)* =-0.002a,bb, +2a,h +0.00006a,b,”
—0.014a,b, —0.6a,b, —0.6a,b,

—0.12a,b, +0.06a,b, —0.002a,b,
+0.0012a,h,” —0.06a,b, +0.002a,b,”
+0.002a,b” +0.000002a,b,” —2a,b,
—2a,b, +0.6a,b,b, —0.000002a,b,b,
+0.06a,b,” —0.0006a,bb, +0.0006a,b,b,
—0.00006a;b,b, +2a, +0.6a, —0.0012a,b,
—0.002a,b,b, +0.016a,b,b, +0.06a,b,b,

yedi denklemden olusan lineer olmayan denklem sistemini elde ederiz. Bu denklem sistemini Maple yardimiyla

¢ozersek a,,a,,a,,a,,b,,b,,b,,b, katsayilarmi
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a, =-938641276.8
a, =-10146567.09 b, =-938641226.5
a, =375865252.4 b, =-10146043.17

a, = 3441868.092

elde ederiz (burada interpolasyon polinomunun X =0 noktasmda tanimli olmasi igin b0 =1 alarak normalize

by =1

b, =62980620.21

ettik). Buradan da rasyonel Hermite interpolasyon polinomunu

-938641276.8-10146567.09 x +375865252.4 x* +3441868.092 x°

B3 (x)=

1-938641226.5 x—10146043.17 x* + 62980620.21 x°

seklinde elde ederiz. Elde ettigimiz rasyonel Hermite interpolasyon polinomunda araligin diger noktalarimi
yazarak fonksiyonun bu noktalardaki degerleriyle karsilastirarak grafigini ¢izelim.

Tablo 3.1 f(x) ile interpolasyon fonksiyonlarinin degerleri

) Newton .
Fonk51yonvun. interpolasyon | Thiele Rasyonel | Rasyonel Hermite
X Gergek Degeri e interpolasyon Interpolasyon
S(x)=cot(x) ’ ha(x)
"4 (x)
-0.4 | -2.365222420 | -6.865212463 -2.435079214 -2.365221459
-0.3 | -3.232728144 | -7.499389186 -3.284385228 -3.232727832
-0.1 | -9.966644423 -.366646518 -9.981543712 -9.966644321
0.2 | 4.933154876 13.33315305 4.967217298 4.933151715
0.3 | 3.232728144 13.89938779 3.284519233 3.232721402
0.4 | 2.365222420 10.46521167 3.284519233 2.365214636
|/ ()= () £ () =13, ()| |/ ()= 75|
-0.4 4.499990043 0.069856794 0.000000961
-0.3 4.266661042 0.051657084 0.000000312
-0.1 9.599997905 0.014899289 0.000000102
0.2 8.399998174 0.034062422 0.000003161
0.3 10.66665965 0.051791089 0.000006742
0.4 8.099989250 0.069899195 0.000007784
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4 02
e x
", /]
N/
s 40
-15-
col(x)
Thiele
Hasyonel Hesmale

— MHewlon
Sekil 3.1 f'(x) ile interpolasyon polinomlarinin grafikleri

4. SONUC

Bu ¢alismada, rasyonel interpolasyon yontemleri verildi. Bu yontemler tekil noktaya sahip bir fonksiyonun ikinci
mertebeden tiirevlerine kadar bazi noktalari almip bu noktalardaki degerler kullanilarak alinan fonksiyona
karsilik gelen interpolasyon fonksiyonlari elde edildi. Elde edilen interpolasyon fonksiyonlari ger¢ek fonksiyon
ile karsilastirildi. Bu karsilagtirma sonucunda rasyonel Hermite interpolasyon tablosunun kosegen
elemanlarindan birinin kullanilmasina dayanan ¢dzlimiin iyi sonug verdigi goriildii.
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