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ABSTRACT
In this study are two alternative methods given for rotation of semi-positive orthogonal
matrix and found rotation axis and rotation angle with those methods.

Keywords: Lorentz space, Semi- skewsymmetric matrix, Semi-rotation matrix.

SEMI-POZITiF ORTOGONAL MATRISLER iCIN
ALTERNATIF IKi YONTEM (Dogru mudur?)

OZET
Bu calismada, semi pozitif ortogonal donme matrisinin bulunmasinda alternatif diye
adlandirilan iki farkli metot veriliyor. Ayrica, semi-pozitif ortogonal A matrisine karsilik
gelen eksen ve a¢1 formiilize ediliyor.

Anahtar Kelimeler: Lorentz uzayi, Semi-antisimetrik matris, Semi-dénme matrisi.

1. TEMEL KAVRAMLAR

Teorem 1.1 f reel degiskenli, reel katsayili bir polinom ve A bir kare matrisi olsun.
Au=Au (Uu=#0) ise f(A)u= f(A)u’ dir. Baska bir ifadeyle, A’ nin bir 6z degeri
Aise f(A)’> minézdegeri f(A) dir[1].

Tamm 1.1 V | bir Lorentz uzay1 olsun. V €V igin,

<V,v>>0 veya V=0 ise V’ ye spacelike vektor,
<V,v><( ise V’ ye timelike vektor,
<V,v>=0 ise V’ ye null (lightlike) vektér,

denir [2].
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Teorem 1.2 Bir Lorentz uzayinda u ve w gibi iki timelike vektdr ayni konidedir ancak ve
ancak < U,V >< 0" dir[2].

Tanm 1.2A" =gA'¢ esitligini saglayan bir A matrisine, semi-ortogonal matris denir.
Burada isaret matrisimiz olan &, bir kosegen matris olup, ilk V bileseni ” -1” ve diger
bilesenleri “+1” dir [2].

Tamm 13 S' =—£S¢ esitligini saglayan bir A matrisine, Lorentz anlaminda
antisimetrik matris denir [2].
0 c —b
S=| ¢ 0 -a| matisi ST =—&S& sartimi sagladigindan Lorentz anlaminda bir
b a 0

antisimetrik matristir. Ayrica S <> S =(a,b, C) ise S.s=0’ dir [2].
Tanmm 1.4 X =(X,,~-+,X.), Y =(Y,,-+*,Y,) € E" olsun.
<>E"XE" — R

(XY) — <X Y>==D XY+ D, XY,

i=l j=v+1

metrik tensériine sahip E" uzaymna, semi Oklidiyen uzay denir ve E: ile gosterilir.
N> 2 olmak iizere E: > ye, Minkowski uzay:r denir. Eger X =V ise |< X, X >| reel

sayisina X vektoriiniin normu denir [2].

Tanm 1.5 X = (X,X,,%;), Y=(Y,,Y,,Y;) € E’ gibi iki vektoriin Lorentz anlaminda

standart vektorel ¢arpimi,
XAY=(%Y, =X Y5 XY =X Y5 X Y, =X Y,)

bigiminde tanimlanir. Eger X vektoriine karsilik gelen antisimetrik matris X ise

X.y=XAY dir[2].

Tamm 1.6 Her i, j i¢in, bii; elemanlar1 bij > ye yakinsiyor ise B, = [bilj(] matrislerinin

{Bk} diziside, B = [bij ] matrisine yakisar [1].
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Tanim 1.7 {Sk} dizisinin kismi toplamlar1 B ye yakinsak ise Z B, sonsuz serisi, B> ye
n=0

K
yakinsar, burada S, = z B, *dir.
n=0

0 2
eA =Zi= | +é+i+...
= k! 1 2!

bi¢iminde verilen sonsuz serilerin keyfi bir A matrisine yakinsadig1 goriiliir. Boylece eA,
her matris i¢in tanimhidir [1].

Teorem 1.3 S, Lorentz anlaminda antisimetrik matris ve S ile birlestirilmis vektor
s =(a,b,c)olsun. S spacelike bir vektér ise S ° nin 6z degerleri; 0, -1 ve 1° dir.

ispat: det(S—Al1)=0" dan, -4’ +(-a’+b*+¢*)A=0 esitligine varlr. S

spacelike ve birim vektor oldugundan, A =0 ve %1 olur.

2 ALTERNATIF YONTEMLER

2.1 Lineer Cebir Yontemi

Birinci alternatif yontem, lineer cebir metodunu kullanarak semi pozitif ortogonal A
matrisini bulmanin yontemini veren bir metodtur.

Teorem 2.1 E13 uzayinda, s spacelike ekseni etrafinda @ kadarlik bir Lorentziyan donme
R(s, 0) ile gosterilsin. Bu durumda,
R(s,0) = Ar,

dir. Burada A = S + (sin h@)S + (coshd —1)S* = f(S)’ dir. Ayn zamanda A pozitif
semi ortogonal bir matristir.

Ispat : E13 uzayinda, keyfi bir r vektori, s spacelike ve & timelike bir vektor olmak {izere
r=ks+¢&,keR,
bi¢iminde ifade edilebilir.

s spacelike bir eksen ve & timelike bir vektdr olsun. & vektoriini, kendisine dik olan s

ekseni etrafinda € kadar dondiirdiigiimiizde elde edilecek semi pozitif ortogonal A
matrisini bulalim.

(i) Lorentz diizleminde & timelike vektorii, s space ekseni boyunca € kadar dondiiriiliirse,
R(s,0)¢ =(coshd) & +sinhf(s A E)
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R(s,0)¢ =(cosh@) & +sinhd(SE)

R(s,0)¢ =(cosh@) & +sinh(Sr)
elde edilir.
Ayrica agagidaki esitlikleri, (ii) sikkinda kullanacagiz.

SA(SAE) = {s,s>§ -~ <s,§>s 2.

= (s, s> E—-0.5
=1.¢
=£.
Son esitlikten,
SA(SAE)=E veya SPE=¢
elde edilir.

r=ks+ ¢, (r baslangig pozisyon vektdriidiir.)
olsun. Bu durumda

sAnE=S.<E
SAr=3r
SAr=S(ks+¢)
=kSs+S&
SAr=5¢
dir.
(i) re Ef olsun. Bu durumda dénme matrisi asagidaki islemlerden sonra
R(s,0)r = R(s,0)(ks + &)
=R(s,0)(ks) + R(s,0)&
=ks+ R(s,0)&
=ks +(cosh@) & +(sinh@) Sr
=r+(coshd—1)S*& +(sinhd) Sr
=r +(cosht9—1)82r +(sin hH)Sr
=[1+(sinho)S +(coshd ~1)S* | r
R(s,8).r =[S’ + (sinh@) S' +(cosh@—1)S>)]r
R(s,0).r = Ar
A=S"+(sinhd)S' +(coshd—1)S*) = f(S).
bi¢iminde bulunur. Simdi A matrisinin semi ortogonal oldugunu gdsterelim. Yani,
Al =¢A'e
dir. Gergekten,
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AT =5 +(sinh@)S" +(coshd~1)(ST )
eA'e =£[S* +(sinh)S™ +(coshd-1)(S*)" |&
eA e =S+ ¢(sinh@)S" ¢ + e(coshd —1)(S*) &
=¢&°S +(sinh&)eS" & +(coshd—1)(S'S")e
=S°% —(sinh&)S +(cosh@—1)eS".1.5" ¢
=S —(sinh&)S + (cosh@—1)eS" &> S" ¢
=S —(sinh@)S + (cosh@—1)(sST€)(e.S" ¢)
— 5% —(sinh@)S + (cos hd - 1)(=S)(=S)
eA"e =S —(sinh@)S + (cosh@—1)S> = f(-S)

dir. Diger taraftan,

R'(s,0) = R(=s,0) = f(=S)
A" =S" —(sinh#)S + (coshd —1)S?

oldugundan,

A'l=¢A"¢

elde edilir. Dolayisiyla A semi ortogonaldir. Simdi de A matrisinin determinant’inin “+1”
oldugunu gosterelim.

A= f(S)

dir. S semi antisimetrik matrisinin 6z degerleri Teorem 1.3 den dolay1 0, -1, 1° dir. Teorem
1.1 den dolay1 da f(S)’ in 6z degerleri de,

f(0)=1+(sinhd).0+(cos#-1).0° =1
f(1)=1+(sinh@).1+(cos@—1).1* =¢’
f(=1) =1+ (sin h@).(~1) + (cosh @ —1).(~1)* =e~*
dir. Bir matrisin determinanti1 baz degisiminden bagimsiz oldugu igin,
det A=1.e%e7%=1
dir. Boylece A, bir semi pozitif ortogonal matristir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Simdi, verilen bir semi pozitif ortogonal A matrisine karsilik gelen ag1y1 ve ekseni bulalim.

Teorem 2. 2. A, “-1” 6z degerine sahip olmayan pozitif semi ortogonal bir matris olsun.
Bu dururmda A’ ya karsilik gelen Lorentziyan (hiperbolik) ac1 ve eksen sirasiyla,

IZA=1+2cosh® ve A— A = (2sinh 6)S
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esitliklerinden elde edilir.
Ispat: (i) iz operatériiniin lineerlik 6zelliginden,
A=S"+(sinh )S + (cosh 6 —1)S>
= 1z[ $° + (sinh 0)S + (cosh &~ 1)’ |
=1z(S°)+ Iz[(sinh 0)S]+ Iz| (cosh 0 ~1)S” |
IZA =3+ (sinh 0) 12(S) + 1z[ (cosh 0 ~1)S” |
=3+(sinh 8)0+ (cosh&-1)(b* +¢* +c’ —a’ +b’ —a’)
=3+ (cosh@—1).2.(-a’> +b’ +¢?); s spacelike
=3+ (coshd-1).2.1

=3+2coshfd -2
=1+2coshd

bulunur.

(ii) Dénme acis1 A — A" den bulunur. Bu fark hesaplanirsa,

A-A" = (2sinh 6)S

bulunur.
2. 2 Lorentziyen Dénme Matrisinin Ustel Formu
Ikinci alternatif yontemimiz, matrislerin iistel formunu kullanarak semi pozitif ortogonal A

matrisini elde etmek i¢in kullanilan metodtur.

Teorem 2.3 (a) n=2icin, S = |:1 0} olsun. Bu durumda, Lorentz diizleminde S matrisi

ile birlestirilmis, S = (0,1) spacelike vektorii i¢in dénme matrisi

e”™ = (cosh @)1 +(sinh )S

dir.
0 ¢ -b

®wyn=3veS=c 0 —-a|<s=(ab,c); ”S” =1 olsun. Bu durumda Lorentz
b a o0
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diizleminde S spacelike vektorii i¢in donme matrisi

e”™ =1 +(sinh 6)S + (cosh & —1)S>
dir.
Ispat: (a)
(6s) (6s)  (6S)

=]+ + oo I
I! 2! n!

ﬁ_{ﬁa+W$ﬂh_+®+WSz(%Y+m}
! 2!

+
41

S*=1,8"=1,..,8" =1 v S =S;n=0,1,2,...

3 2 4
egS :|:Q+9_+:|S +|:1+9_+9_+...:||
1 3! 2! 4]

e” = (cosh @)1 +(sinh ©)S
elde edilir. Hatta agik yazilirsa,

os . ) 0 1 1 0
e” =(cosh @)l +(sinh )S =sinh 8 e +coshd -

s |cosh@ sinh@
e’ =
sinh@ coshéd

Lorentz (hiberbolik) diizleminde alisilmig donme matrisi elde edilir. Al =¢AT¢ esitligi

}:Nm

saglandigindan ve det A(@) =1 oldugundan, A semi pozitif ortogonal matristir.

(b) (a)’ daki benzer islemler burada da yapilirsa,

(6s) (6s)  (63)
nooar T

eﬁzh{ww wwxﬂ]4g§z+w$:m}

e” =1+

— 4
1! 3!

yazilabilir. Diger taraftan,
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[0 ¢ -bj[0 ¢ -b b>+c*> -—ab —ac |
S’=lc 0 -allc 0 -a|=| —-ab c¢’-a’ bc
|-b a 0][-b a 0 ac ~bc b’ -a’
b>+c> -ab -ac |[[0 ¢ -b 0 ¢ -b]
S°=| —-ab c¢*-a’ bc c 0 -al=|c 0 -al|=S
ac —bc b*-a’||-b a 0 b a 0]

$=85,5°=5,8"=5,..,8" =5; 5" =8* n=0,12,..

esitlikleri vardir. Yukaridaki esitlikler de gbz dniinde tutulursa,

3 2¢2 42
ees=I+{ﬁ+ﬁ+---}{sz—sz+es A +}
1! 3! 2! 4!

3 2 4
e” =1 +{§+%+--}S+H1+%+%+---]—1}82

e” =S +(sinh §)S + (cosh @ —1)S?

bulunur.

S’ nin timelike vektor se¢ilmesi durumunda, yukaridaki benzer islemler yapilirsa,

e” =S" +(sin§)S + (1-cos 6)S>

bulunur.
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