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ABSTRACT
Pfaff [1] using quaternion product gave some properties of commutative

multiplication of number triplets or IR®. Yayli [2] gave a new explanation of
multiplication of number triplets by representation matrix. In this paper, we obtain,
using dual quaternion product, a commutative multiplication of dual number triplets.
Moreover, we investigate some properties of the commutative multiplication.

Keywords: Dual quaternion, dual leaf

TDUAL SAYI UCLULERININ DEGiSMELI
CARPIMI

OZET

Pfaff [1] kuaterniyon carpimint kullanarak IR’ de say1 tgcliilerinin degismeli
carpiminin bazi 6zelliklerini verdi. Yayli [2] say1 {igliilerinin ¢arpiminin yeni bir
ifadesini matris gosterimi ile elde etmistir. Biz bu calismada, dual kuaterniyonlarin
carpimini kullanarak, dual say1 tigliilerinin degismeli garpimini elde ettik. Ayrica, bu
carpimin bazi 6zeliklerini inceledik.

Anahtar Kelimeler: Dual kuaterniyon, dual yaprak

1. Giris

William Rowan Hamilton 1830 lu yillarinda , kompleks sayilarin ¢arpimina benzer bir

carpmayl, IR® deki icliiler i¢in arastirdi. Fakat normun korunmasi miimkiin olmuyordu.
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13 yil sonra bu isin IR* de miimkiin olabilecegini gordii ve kuaterniyonlar1 kesfetti.

Daha sonralart IR® de Cayley sayilari i¢in  kompleks sayilarin benzer ozelikleri
arastirildi. Cayley sayilari iizerindeki ¢arpmanin birlesme ve degisme 6zelliklerinin mevcut
olmadig1 goriildii.

Bu ¢aligmada, ID? deki orjinden gegen diizlemler iizerinde degismeli ¢arpma tanimlandi
ve bu carpmanin 6zelikleri incelendi.

2. DUAL KUATERNIYONLAR

AB,C,DelID,e’ =—1e2 =1,5,=D,V, = A¢ +Be, +Ce3}

IH,=<Q=Deg, + Ag +Be, +Ce,
€€, =—6,6 =6;,6,6,=—€€, =€,,6,6, =€, =€,

Sq: Q nun skalar kismi, V,: Q nun vektorel kismi olmak tizere Q = Sy, +V, yazilabilir.

Bu durumda iki dual kuaterniyonun ¢arpimi
QiQ. =54 3, _<VQ1 Vo, >+ Sq Vo, T5q,Yg Vg AV,

seklinde verilebilir. Eger ID* de VQl ile VQz lineer bagmli ise VQl /\VQz =0 dir. Yani
Q,Q, =Q,Q, olup dual kuterniyon garpimi degisimli olur.

Simdi asagidaki formda dordiincii bileseni sifir olan dual kuaterniyonlarin kiimesini ele
alalim;

Ql = DleO + Alel + Blez
Qz = Dzeo + Azel + Bzez

Bu sekilde tanimlanan tim dual kuaterniyonlarin kiimesi dual kuaterniyonlar uzayinin 3-
boyutlu bir alt uzayidir. Bu alt uzayr 1D’ ile gdsterecegiz. Q, ve Q, € ID? olmak iizere
eger VQl // VQz ise Q, ve Q,, Ox eksenini igine alan orijinden gegen ID? deki

diizlemler iginde bulunurlar. Bu diizlemleri dual yaprak olarak adlandiracagiz. Bu durum
Sekil 1 de gosterilmistir.
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Sekil 1. ID” de dual yaprak.

3. BiR DUAL YAPRAK UZERINDE CARPMA

A, ve B, her ikisi birden sifir olmayan iki dual say1 olmak iizere
Q, =De, +Ae +Bpe,

(Dl K Al s Bl )

(D,.0,0)+(0,A,B,)
(D,,0,0)+U

vektoriinii ele alalim. Burada U = (0, A, , B] ) , YOz diizleminde sifirdan farkli bir
vektordiir. Boylece Q, bir dual yaprak ifade eder. V = (0, A, B2) olmak iizere bir

Q, =D,e, + A +B,e, =(D,,0,0)+(0,A,,B,)=(D,,0,0)+V .
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vektoriiniin Ql ile ayn1 dual yaprakta bulunmasi icin gerek ve yeter kosul

Q,=(Db,,A,,B,)=(D,,M.A,M.B))

olacak sekilde bir M dual sayisinin var olmasidir. O halde

Q = De, + Ae, +Be, ve P =Ege, +(M.A), +(M.Be,

olmak {izere Q ve P vektdrlerinin kuaterniyon carpimi, D, A,B,M € ID olmak iizere
R=QxP=(DE-M.A*~MB’k, +(MD+E)Ak, +(MD+E)Be, (1)
seklindedir.

Ayni Dual Yapraktaki Dual Say1 Ucliilerinin Carpim Asagidaki Ozeliklere Sahiptir:

(1) Ayni yaprakta yer alan Q ve P dual vektdrlerinin ¢arpimi olan R = Q x P dual

vektorii de yine ayn1 yapraktadir. Yani her dual yaprak bu carpma islemine gore
kapalidir.

(2) X carpma islemi degismelidir.
(3) X carpma islemi dual kuaterniyon ¢arpiminin 6zel bir durumu oldugundan ayn1 dual

yaprak iizerinde birlesme ve dual vektdrlerin toplami iizerine dagilma 6zeliklerine
sahiptir.

@ Q= De, + Ae, + Be, dual vektoriiniin eslenigi olan Q" = De, — Ae, — Be,

dual vektérii de Q ile ayni yapraktadir ve Qx Q" = D? + A? + B? = ”Q”2 dir.

*

Q
[l

(6) Ayni dual yaprakta yer alan Q ve R dual vektorleri igin, Q x P = R denklemi

(5) Qnuntersi Q7' =

dual vektorii Q ile aynmi dual yapraktadir.

P =Q ™' xR olacak seklinde ayn dual yaprakta yer alan bir tek P dual vektor
¢Oziimiine sahiptir.

Sonug olarak ID? de her bir yaprak X carpma islemine gore bir cisimdir.
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4 . BIR DUAL YAPRAKTA KOMPLEKS YAPI
A ve B her ikisi birden sifir olmayan iki dual say1 olmak iizere
Q = De, + Ae, + Be, =(D,0,0) +U
vektoriinii ele alahm. Q ve (0, A, B) bir yaprak belirtir. O halde
Q=(D,0,0)+(0,A,B)
U
= D(1,0,0) + |U|-—
V] U]
= D(1,0,0) + |U i,
D I . ]
=|Q (—(1,0,0) + =
A ol
= ||Q||(cos Ee, +sinély)
yazilabilir. Burada 14, = M vektdrii igin, 1g, X1, =—1 dir. Bu durum Sekil 2 de
gosterilmistir.,
€y

Sekil 2. Dual yaprakta kompleks yapi.
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Boylece Q = De, + Ae, +Be, € ID’ vektorii e, ve lg nin gerdigi diizlemde yer
alacaktir. Dolayistyla

e"* =cosée, +sin g,

olmak iizere Q= ||Q||e‘¢‘5 ve argQ =& yazilabilir. Sayet P =(E,V), Q ile aym

yaprakta bir diger vektor ise P = ” P” e'” yazilabilir. Bu durumda

e idlge ion

QxP=[QlA
-[olPle-

ve

arg(QxP)=argQ +arg P

dir. Ayrica
1
Q—l - —ips
[l

ile verilebilir.

Boylece, iq) yardimiyla herhangi bir dual yaprak iizerinde kompleks yapi ifade edilmis olur.

5. FARKLI DUAL YAPRAKLAR UZERINDEKi DUAL SAYI UCLULERININ
CARPMASI

QvePe ID” farkh yapraklar tizerinde bulunsun. Sp{Q, P} = N orijinden gegen bir
diizlemdir. L = (cos ®,sin ®,0) ; N diizlemi ile xOy diizleminin arakesiti olan ve x-
ekseni ile ® agis1 yapan dogruyu gostermek iizere, N iizerindeki carpmayi,

®:NxN — N

(Q.P) > Q®P=A"(0)[A(ORQxA®)P] @)

seklinde verebiliriz. Bu durum Sekil 3 de gosterilmistir. Burada A(@) Z-ekseni etrafinda
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donme yaptiran matristir. (2) ile ifade edilen Q ® P islemi

R=Q®P= {[(D cos® + Asin®)E +(Dsin® — Acos®)F — (B cosG))G]e0 +
[ (Dsin®— Acos®)E + (D cos® + Asin®)F —(Bsin®)Gle, +

[(Bcos®)E +(Bsin®)F +(Dcos® + Asin®)Ge, } ®
=(LAQ) AP+(L,Q)P
veya matris formunda
Dcos®+ Asin® Dsin® — Acos® —Bcos® E
R=A,P=|-Dsin®+ Acos® Dcos®+ Asin® —Bsin® F (€))
Bcos® Bsin® Dcos®+ Asin® | G

olarak elde edilir. (3) denkleminde ki A ve ( , ), sirasiyla, ID* deki vektorel ve i

carpim operatorleridir.

[N |

\

x

Sekil 3. Farkli dual yapraklardaki elemanlarin ¢arpimu.
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Simdi dual kuaterniyonlarin skalar kismi sifir alinarak elde edilen dual say1 tigliilerini
kullanarak orijinden gegen herhangi bir diizlem iizerindeki & isleminin geometrik
yorumunu verecegiz.

6. ® CARPMASININ GEOMETRIK YORUMU

ID” de orijinden gegen herhangi bir diizlem N olsun. Q,P € N igin

Q®P=0QxL"xP
=(LLQ)+LAQ)xP

veya

Q®P =(cos@e, +sin®S )x P, [Q|=1.
QOP=Q xP

yazilabilir. Bu durumda
[Q®P| =[P
oldugundan

Q, =cos@eg, +sin®S

—

birim dual kuaterniyonu, P dual vektoriinii N diizleminde S ekseni etrafinda ® kadar

~ L AN *
dondiiriiyor diyebiliriz. Burada S = LaQ ve ®@=0+6 dr.

lL~Q]
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