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Finansal problemlerin analizi ve ¢6ziimii, geleneksel matematiksel yontemlerin sinirlarini zorlayan karmagikliklar
igerir. Ozellikle finansal piyasalarda gozlemlenen volatilite, aliskanlik etkileri ve uzun vadeli bagimliliklar gibi
ozellikler, klasik diferensiyel denklemlerle modellemede yetersiz kalabilir. Bu baglamda, kesirli diferensiyel
denklemler, finansal matematige yeni bir yaklasim sunarak bu tiir karmasik siirecleri daha etkili bir sekilde temsil
etme potansiyeline sahiptir. Kesirli hesaplama, tiirev ve integral islemlerinin tam sayr olmayan mertebeleriyle
calisarak, kolayca siniflandirilamayan yayilma siireglerini modelleme imkani saglar. Bu ozellikler, finansal
sistemlerdeki uzun vadeli bagimliliklari, gegmis olaylarin mevcut durumlara etkisini ve piyasalarin karmasik dogasini
daha dogru bir sekilde agiklamak i¢in gii¢lii bir ara¢ sunar. Bu ¢alismada, kesirli diferensiyel denklemlerin teorik
temelleri ele almarak, bu denklemlerin finansal problemlerdeki uygulanabilirligi incelenmistir. Ozellikle volatilite
analizi, opsiyon fiyatlandirma, risk yonetimi ve portfoy optimizasyonu gibi temel finansal alanlarda kesirli modellerin
sundugu avantajlar tartisilmistir. Geleneksel Black-Scholes modelinin kesirli versiyonu gibi spesifik uygulamalar,
piyasalarin daha gercekei bir sekilde modellenmesini miimkiin kilarak bu yontemlerin potansiyelini gostermektedir.
Ayrica, finansal verilerin kesirli zaman serisi analizine tabi tutulmasi, kolayca siniflandirilamayan yayilma siiregli
piyasa davranislarinin daha iyi anlasgilmasini saglamaktadir. Caligmada ayni zamanda, kesirli denklemlerin
¢oztimiinde kullanilan analitik ve niimerik yontemlerin literatiiriinii de icermektedir. Sonlu fark yontemleri, spectral
yaklasimlar ve Griinwald-Letnikov teknigi gibi niimerik yontemler, kesirli denklemlerin ¢6ziimiinde kritik bir rol
oynar. Bunun yani sira, yapay zeka destekli algoritmalarin, finansal verilerden 6grenerek daha etkili ¢éziimler sunma
potansiyeline sahip oldugu vurgulanmigtir. Ancak, kesirli diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiinde karsilasilan zorluklar
bu alanda daha fazla calismaya ihtiya¢ duyuldugunu gostermektedir. Gelecekte, daha gelismis hesaplama
yontemlerinin ve veri odakli yaklagimlarin entegrasyonu ile bu modellerin finansal matematikteki rolii daha da
artacaktir. Sonug olarak bu ¢aligmayla, kesirli diferensiyel denklemlerle finansal problemlerin ¢dziimiine yonelik
yapilmus ve gelitirilmeye aday ¢alismalarin teorik, uygulama ve aragtirma alanlari sunulmaya c¢aligilmistir.
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Mathematical Analysis and Solution Methods for Financial
Problems with Fractional Differential Equations

ABSTRACT

The analysis and solution of financial problems involve complexities that challenge the limits of traditional
mathematical methods. Especially in financial markets, characteristics such as volatility, memory effects, and
long-term dependencies can be insufficiently modeled by classical differential equations. In this study, fractional
differential equations offer a new approach to financial mathematics, with the potential to represent such complex
processes more effectively. Fractional calculus, by working with non-integer orders of differentiation and
integration, provides the ability to model diffusion processes that cannot be easily classified. These features
provide a powerful tool to more accurately explain long-term dependencies in financial systems, the impact of past
events on current situations, and the complex nature of markets. In this work, the theoretical foundations of
fractional differential equations are addressed, and the applicability of these equations in financial problems is
examined. In particular, the advantages of fractional models in fundamental financial areas such as volatility
analysis, option pricing, risk management, and portfolio optimization have been discussed. Specific applications
such as the fractional version of the traditional Black-Scholes model demonstrate the potential of these methods
by enabling a more realistic modeling of the markets. Additionally, subjecting financial data to fractional time
series analysis facilitates a better understanding of market behaviors with diffusion processes that are not easily
classified. The study also includes a review of the literature on the analytical and numerical methods used in the
solution of fractional equations. Numerical methods such as finite difference methods, spectral approaches, and
the Griinwald-Letnikov technique play a critical role in the solution of fractional equations. In addition, it has been
emphasized that Al-supported algorithms have the potential to offer more effective solutions by learning from
financial data. However, the challenges encountered in solving fractional differential equations indicate that more
research is needed in this area. In the future, with the integration of more advanced computational methods and
data-driven approaches, the role of these models in financial mathematics will further increase. As a result, this
study aims to present the theoretical, practical, and research areas of works that have been conducted and are
candidates for further development in solving financial problems with fractional differential equations.

Keywords: Fractional differential equations, financial mathematics, mathematical modeling, numerical methods,
volatility analysis.

1 Giris

Finansal sistemler, dogas1 geregi karmasgik, belirsizliklerle dolu ve dinamik yapilardir. Bu sistemlerin,
bireysel yatirimc1 davraniglarindan makroekonomik degiskenlere kadar genis bir yelpaze altinda etkileri
vardir. Ozellikle finansal piyasalarda meydana gelen fiyat dalgalanmalari, volatilite hareketleri, risk ve
likidite gibi unsurlar, finansal problemlerin matematiksel olarak modellenmesini hem zorunlu hem de
oldukga zorlu bir alan haline getirmistir. Bu zorluklar, finansal sistemlerin i¢sel dinamiklerinin daha iyi
anlagilmasi ve yonetilmesi i¢in yenilik¢i matematiksel yaklagimlarin gelistirilmesini gerekli kilmistir.
Iste bu noktada kesirli diferensiyel denklemler, finansal matematikte giderek daha fazla ilgi géren bir
arag olarak one ¢ikmaktadir.

Kesirli diferensiyel denklemler, tiirev ve integral islemlerinin tam say1 olmayan mertebelerini ele alarak,
klasik diferensiyel denklemlerin Gtesine gecen bir analiz ¢ergevesi sunar (Podlubny, 1999; Kilbas et al.,
2006). Geleneksel diferensiyel denklemler, genellikle dogrudan iligkileri ve kisa vadeli bagimliliklar
modellemek i¢in uygundur. Ancak finansal piyasalar, yalnizca kisa vadeli etkilerle sinirli kalmayan,
uzun vadeli bagimhliklari, davranis etkilerini ve piyasanin normal digi yayilma siireglerini igeren
karmasik bir yapiya sahiptir. Kesirli hesaplama, bu tiir uzun vadeli bagimliliklar1 ve yayilma siireglerini
daha etkili bir sekilde modellemek i¢in uygun bir matematiksel ¢erceve saglar (Mandelbrot, 1963; Hurst,
1951). Ozellikle volatilite analizi, finansal zaman serileri ve risk ydnetimi gibi alanlarda kesirli
modellerin kullanimi, finansal sistemlerin daha gergekei ve ayrintili bir sekilde anlagilmasini miimkiin
kilmaktadir.
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Finansal matematikte klasik diferensiyel denklemler, 6zellikle Black-Scholes modeli gibi yaklagimlar
araciligiyla onemli bir etki yaratmistir. Black-Scholes modeli, opsiyon fiyatlandirma alaninda devrim
yaratan bir ara¢ olarak one ¢ikmis ve finansal iirlinlerin degerlemesinde bir standart haline gelmistir.
Bununla birlikte, bu modelin belirli simirlamalar1 oldugu da iyi bilinmektedir. Ornegin, piyasa
volatilitesindeki oynaklik, gegmis olaylarin mevcut fiyatlamalara etkisi ve piyasalardaki normal dis1
hareketlilikler, Black-Scholes modeli tarafindan tam olarak yakalanamamaktadir (Cont, 2001; Cartea ve
del-Castillo-Negrete, 2007). Kesirli Black-Scholes modeli, bu sinirlamalar1 ele alarak, piyasa
davraniglarinin daha dogru bir sekilde modellenmesini saglayan bir genisleme sunar. Ozellikle volatilite
dinamiklerini ve bellek etkilerini igeren bu model, geleneksel modele kiyasla piyasa verileriyle daha
uyumludur.

Kesirli diferensiyel denklemler, yalnizca teorik bir ara¢ olmanin 6tesine gecerek, finansal piyasalarda
uygulamali bir ¢6ziim sunar. Volatilite modellemesinde bellek etkilerinin dikkate alinmasi,
piyasalardaki normal dis1 davranislarin daha iyi anlasilmasini saglar. Ornegin, uzun vadeli bagimlilik ve
Hurst iissii gibi kavramlar, finansal zaman serilerinin kesirli bir yaklasimla analiz edilmesini miimkiin
kilar. Bu tiir analizler, sadece finansal piyasalarda degil, ayn1 zamanda ekonometrik modelleme, portfoy
optimizasyonu ve risk yonetimi gibi alanlarda da etkili sonuglar dogurur (Metzler ve Klafter, 2000).
Kesirli modeller, piyasalardaki belirsizlikleri ve dalgalanmalari modelleyerek, yatirimcilar ve politika
yapicilar i¢in daha etkili stratejiler gelistirilmesine olanak tanir.

Bu c¢alismanin amaci, kesirli diferensiyel denklemlerin teorik temellerini agiklamak, bu modellerin
finansal problemlerdeki uygulanabilirligini degerlendirmek ve ¢dziim yontemlerini detayli bir sekilde
ele almaktir. Caligmada, kesirli denklemlerin finansal matematikteki rolii, teorik temel, pratik uygulama
ve ¢0ziim yontemleri olmak {izere ii¢ ana eksen etrafinda incelenmistir.

Kesirli diferensiyel denklemlerin ¢oziimi, analitik yaklagimlar kadar niimerik yontemlerle de
zenginlesmistir. Sonlu Farklar yontemi, spectral yaklasimlar ve Griinwald-Letnikov teknigi gibi
nlimerik yontemler, bu denklemlerin ¢dziimiinde 6nemli bir yere sahiptir. Ayrica, yapay zeka destekli
algoritmalarin ve veri odakli yaklasimlarin kesirli modellerin ¢6ziimiine entegrasyonu, bu alandaki
aragtirmalara Oonemli katkilar saglamistir (Cartea ve del-Castillo-Negrete, 2007). Ancak, kesirli
diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde karsilagilan hesaplama zorluklari, bu alanda daha fazla ¢caligmaya
ihtiya¢ duyuldugunu gostermektedir.

Dolayisiyla kisaca bu galigmada, kesirli diferensiyel denklemleri finansal matematik baglaminda detayh
bir sekilde incelenmeye calisilmis, bu modellerin finansal sistemlerin dinamiklerini anlamada nasil
kullanilabileceginin gosterilmesi amaglanmistir. Calismanin bundan sonraki boliimlerinde sirastyla; ilk
olarak, kesirli diferensiyel denklemlerin matematiksel altyapisi ve finansal problemlere
uygulanabilirligi tartisilmig, daha sonra, finansal piyasalardaki belirli uygulama alanlar, o6zellikle
volatilite modellemesi, opsiyon fiyatlandirma ve risk yonetimi gibi baslica konular ele alinmistir. Son
olarak da, kesirli denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan analitik ve niimerik ydntemler iizerinde
durulmustur.

2 Kesirli Diferensiyel Denklemlerin Teorik Temelleri
2.1 Kesirli Hesaplamanin Tanim ve Kapsam

Kesirli hesaplama, tiirev ve integral islemlerinin tam say1 olmayan mertebelerde uygulanmasiyla
ilgilenen matematik dalhidir. Bu alan, klasik diferensiyel denklemlerin sundugu sinirlarin Otesine
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gegerek, aliskanlik etkileri, sistemin ge¢mis durumlarma bagimlilik gibi o6zellikleri modellemeyi
miimkiin kilar. Kesirli tlirevler ve integraller, normal dis1 yayilma, aliskanlik etkileri ve uzun vadeli
bagimlilik gibi siire¢lerin modellenmesi i¢in ideal bir aractir (Podlubny, 1999; Kilbas et al., 2006).

Kesirli hesaplamanin matematiksel altyapisi, geleneksel tiirevlerin ve integral operatorlerinin
genellestirilmis formlarina dayanir. En yaygin kullanilan tanimlar arasinda Riemann-Liouville, Caputo
ve Griinwald-Letnikov tiirevleri bulunur. Bu tanimlarin her biri farkli uygulamalara ve problemlere 6zgii
avantajlar sunar. Kisaca bahsetmek gerekirse; Riemann-Liouville Tiirevi, tarihsel olarak ilk tanimlardan
biri olup, ¢ogunlukla teorik caligmalarda tercih edilir. Caputo Tiirevi, daha ¢ok miihendislik ve
uygulamali matematik problemlerinde kullanilir, baslangic kosullarini tanimlamada kolaylik saglar.
Griinwald-Letnikov Tiirevi ise niimerik hesaplamalarda ve algoritmalarda kullanimi yaygindir (Kilbas
et al., 2006; Diethelm, 2010).

Bu farkli tamimlarin temelinde, tiirev isleminin yalnizca mevcut durumu degil, ayn1 zamanda tiim gegmis
durumlar1 hesaba katan bir yapiya sahip olmasi1 yer alir. Kesirli tiirevler, bu 6zelligiyle aligkanlik etkisine
sahip sistemlerin modellenmesinde klasik tiirevlerin 6tesine geger.

2.2 Kaesirli Diferensiyel Denklemler ve Ozellikleri

Kesirli diferensiyel denklemler, diferensiyel denklemlerin kesirli tiirev ve integral operatdrleri igeren
genellestirilmis formudur. Bu denklemler, klasik diferensiyel denklemlere gore iki temel avantaj saglar.
Bu avantajlar;

e Uzun Vadeli Bagimlhliklar: Kesirli denklemler, sistemin ge¢mis durumlarinin gelecekteki
davranig iizerindeki etkisini hesaba katar. Bu 06zellik, 6zellikle finansal piyasalardaki fiyat
hareketleri ve volatilite analizinde 6nemlidir,

e Karmagik Siireclerin Modellenmesi: Normal dis1 yayilma ve karmasik yapilar gibi karmasik
stiregler, kesirli diferensiyel denklemlerle daha iyi temsil edilebilir (Mandelbrot, 1983; Metzler
ve Klafter, 2000)

olarak Ozetlenebilir.

Kesirli diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii genellikle analitik olarak elde edilemez; bu nedenle niimerik
yontemler yaygin olarak kullanilmaktadir. Ayrica, bu denklemler baslangi¢ ve sinir kosullarmin dogru
tanimlanmasini gerektirir, ¢iinkli yanlig tanimlanan baslangic kosullart sistemin davranigini 6énemli
olgtide etkileyebilir (Diethelm, 2010).

2.3 Kesirli Hesaplamanin Finansal Matematikteki Yeri

Finansal matematikte kesirli diferensiyel denklemler, 6zellikle aligkanlik etkilerinin ve uzun vadeli
bagimliliklarin oldugu durumlarda uygulanir. Ornek olarak;

¢ Volatilite Modelleme: Kesirli tiirevler, finansal piyasalardaki volatiliteyi modellemek i¢in giiclii
bir ara¢ sunar. Geleneksel modellerde genellikle eksik temsil edilen ge¢mis etkiler, kesirli
yaklagimlar sayesinde hesaba katilabilir,

e Opsiyon Fiyatlandirma: Black-Scholes modelinin kesirli versiyonu, piyasa volatilitesindeki
belirsizlikleri ve gegmise bagimliligi daha gercekei bir sekilde modelleyerek klasik modelin
eksikliklerini giderir (Cartea ve del-Castillo-Negrete, 2007),
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e Risk Yonetimi: Kesirli modeller, portfdy yonetiminde bellek etkilerini dikkate alarak risk
analizi ve yonetimini daha etkili bir hale getirir (Mishura ve Zili, 2008)

verilebilir.

Kesirli diferensiyel denklemler, birgok avantaja sahip olmakla birlikte belirli zorluklar da barindirr.
Avantaj olarak, uzun vadeli bagimlhiliklarin modellenmesi, daha gergekci ve karmasik siireglerin temsil
edilmesi ve esnek matematiksel yapi, farkli uygulamalara uyarlanabilir olmalari, kisitlama olarak da,
analitik ¢ozlimlerin nadir olmasi, model parametrelerinin se¢imi ve dogrulugu sdylenebilir.

3 Finansal Problemlerde Kesirli Denklemlerin Kullanimi
3.1 Volatilite Modelleme

Finansal piyasalarda volatilite, fiyatlarin zaman i¢indeki oynaklig1 ile tanimlanir ve risk analizi, opsiyon
fiyatlandirma ve portfdy yonetimi gibi bir¢ok alanda kritik bir rol oynar. Volatilite genellikle geleneksel
modellerle incelenir, ancak piyasalardaki uzun vadeli bagimliliklar ve ge¢mis olaylarin etkisi dikkate
alinmadiginda bu modeller yetersiz kalabilir. Kesirli diferensiyel denklemler, volatilitenin bellek etkileri
ile analiz edilmesinde gii¢lii bir ara¢ olarak 6ne ¢ikmaktadir (Comte ve Renault, 1998; Cartea ve del-
Castillo-Negrete, 2007).

Ornegin, Kesirli Heston modeli, klasik Heston volatilite modeline kiyasla daha genis bir kapsama
sahiptir. Bu model, volatilitenin uzun vadeli bagimliliklarini ve karmagik 6zelliklerini hesaba katarak,
piyasalardaki dinamiklerin daha gercekgi bir sekilde modellenmesini saglar. Ayrica, bu tiir modeller,
piyasa stres testlerinde ve risk senaryolarinda daha giivenilir tahminler sunar.

3.2 Opsiyon Fiyatlandirma

Opsiyon fiyatlandirma, finansal matematigin en 6nemli uygulama alanlarindan biridir. Black-Scholes
modeli, bu alanda bir devrim yaratmis olsa da, modelin varsayimlari (sabit volatilite, gegmis etkilerinin
olmamas1 vb.) gergek piyasa kosullartyla tam anlamiyla rtiismemektedir (Black ve Scholes, 1973;
Merton, 1973). Bu noktada, kesirli Black-Scholes modeli, bu sinirlamalar1 agmak i¢in bir alternatif
olarak gelistirilmistir.

Kesirli Black-Scholes modeli, sabit volatilite yerine bellek etkilerini ve piyasanin tarihsel oynaklik
profillerini hesaba katar. Bu modelin anahtar 6zelligi, volatilitenin yalmizca giincel piyasa kosullarina
degil, ayn1 zamanda gegmis olaylara da bagl olmasidir. Ornegin, piyasa ¢okiisleri ve yiiksek volatilite
donemlerinin etkisi, kesirli tiirevler araciligryla modellenebilir ve bu durum, opsiyon fiyatlarinin daha
dogru bir sekilde belirlenmesine olanak tanir (Cartea ve del-Castillo-Negrete, 2007).

Kesirli modellerin bir diger avantaji, piyasanin normal digi hareketlerini daha iyi yansitmalaridir.
Geleneksel Black-Scholes modelinde siklikla gézlemlenen "volatilite giilimsemesi" gibi normal dis1
etkileri, kesirli yaklagimlar ile daha iyi aciklanabilir (Metzler ve Klafter, 2000).

3.3 Risk Yonetimi ve Portfoy Optimizasyonu

Finansal sistemlerde risk yonetimi, belirsizlikleri minimize etmek ve yatirnmeilarin kararlarimi optimize
etmek i¢in kritik bir siiregtir. Geleneksel risk yonetimi modelleri, genellikle gegmis verilerin mevcut ve
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gelecekteki risk tizerindeki etkisini sinmirli bir sekilde dikkate alir. Kesirli diferensiyel denklemler,
geemis veri bagimliligimi ve aligkanlik etkilerini dahil ederek, daha hassas risk analizleri yapilmasini
saglar (Mishura ve Zili, 2008).

Ozellikle portfoy optimizasyonunda, yatirim araglarmin getirileri arasindaki korelasyonun zamansal
bagimliliklar1 dikkate alinmalidir. Kesirli modeller, bu korelasyonlari daha iyi analiz ederek,
yatinimeilarin portfoylerini optimize etmelerine yardimet olur. Bu tiir bir yaklagim, yalnizca mevcut
piyasa kosullarini degil, ayn1 zamanda uzun vadeli getiri profillerini de hesaba katar.

3.4 Finansal Zaman Serilerinin Analizi

Finansal zaman serilerinin analizi, piyasalarin dinamiklerini anlamak ve gelecekteki fiyat hareketlerini
tahmin etmek i¢in kullanilan temel yontemlerden biridir. Ancak, finansal zaman serilerinin dogas1 geregi
uzun vadeli bagimlilik gostermesi ve aligkanlik etkilerine sahip olmasi, geleneksel ydntemlerin
etkinligini sinirlandirir. Kesirli zaman serisi modelleri, Hurst iissii gibi kavramlar araciligiyla bu
bagimliliklar1 yakalamada basarilidir (Hurst, 1951).

Kesirli Brown hareketi gibi stokastik siiregler, finansal zaman serilerinin dogasini daha iyi agiklayabilir.
Bu siirecler, zaman serilerindeki aligkanlik etkilerini ve piyasa fiyatlarinin karmagik yapisini temsil eder.
Ozellikle volatilite kiimelenmesi, uzun vadeli bagimlilik ve anomalik yayilma gibi piyasa dzellikleri,
kesirli siireglerle daha iyi modellenebilir (Mandelbrot, 1983).

Kesirli diferensiyel denklemler, yukarida bahsedilenlerin yani sira 6rnegin kredi riski analizinde, kredi
riskinin uzun vadeli bagimliliklarin1 modellemek i¢in kullanilmaktadir. Bu yontem, bankalarin ve
finansal kurumlarin kredi risklerini daha etkili bir sekilde yonetmelerine yardimci olabilir. Ya da
ormegin, bir makroekonomik modellemede, ekonomik biiyiime ve is dongiilerindeki uzun vadeli
bagimliliklar1 incelemek i¢in de kullanilmaktadir (Diethelm, 2010).

4 Coziim Yontemleri ve Niimerik Yaklasimlar

Kesirli diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii, bu denklemlerin dogas1 geregi klasik diferensiyel
denklemlerden daha karmasiktir. Kesirli tiirev ve integral operatorlerinin hesaplama zorluklari, bu
denklemler i¢in hem analitik hem de niimerik ¢6ziim yontemlerinin gelistirilmesini zorunlu kilmistir.
Analitik ¢oziimler yalnizca belirli sinirli durumlar i¢in elde edilebilirken, niimerik yontemler daha genel
ve karmagik problemlerin ¢oziimiinde 6nemli bir ara¢ olarak 6ne ¢ikar. Asagida, bu alandaki temel
¢Oziim yontemleri ele alinmigtir.

4.1 Analitik Coziim Yontemleri

Kesirli diferensiyel denklemlerin analitik ¢éziimleri, genellikle 6zel durumlar ve idealize edilmis
problemler i¢in miimkiindiir. Bu ¢6ziimler, teorik galigmalarda 6nemli bir yer tutsa da, karmasik finansal
problemler i¢in ¢ogu zaman uygulanabilir degildir. En yaygin kullanilan analitik yontemler olarak,

e Laplace Doniigiimii: Kesirli diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde siklikla kullanilan bir
yontemdir. Bu teknik, O6zellikle Riemann-Liouville ve Caputo tiirevleriyle ifade edilen
denklemlerin ¢6ziimiinde etkilidir (Podlubny, 1999),
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e Green Fonksiyonlari: Kesirli denklemler igin Green fonksiyonlarinin kullanimi, baslangi¢ ve
sinir kosullarina dayali ¢éziimler elde etmeyi miimkiin kilar. Ozellikle finansal problemlerde bu
yontem, baslangic durumlarinin etkilerini analiz etmek i¢in faydalidir (Kilbas et al., 2006),

e Seri Coziimleri: Gii¢ serileri ve Mittag-Leffler fonksiyonlar1, kesirli diferensiyel denklemlerin
analitik ¢oziimiinde 6nemli bir rol oynar. Mittag-Leffler fonksiyonu, kesirli sistemlerin zamanla
azalan bellek etkilerini modellemek igin siklikla kullanilir (Diethelm, 2010)

verilebilir.
4.2 Niimerik Coziim Yontemleri

Niimerik yontemler, kesirli diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiinde en yaygin kullanilan araglardir. Bu
yontemler, genis bir problem seti i¢in uygulanabilirlik sunar ve 6zellikle finansal problemlerdeki
karmagik siireclerin modellenmesinde kritik bir rol oynar.

e Sonlu Farklar Yontemi (Finite Difference Method): Kesirli tiirevlerin niimerik olarak ¢oziimii
icin kullanilan en yaygm yontemlerden biridir. Griinwald-Letnikov tlirevi, sonlu farklar
yonteminin kesirli diferensiyel denklemlere uygulanmasinda temel bir yaklagimdir. Bu yontem,
zamanla degisen volatiliteyi modellemek gibi finansal problemlerde siklikla kullanilir
(Meerschaert ve Tadjeran, 2004).

o Spektral Yontemler: Kesirli diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde spektral yontemler, ¢oziim
dogrulugunu artirmak i¢in kullanilmaktadir. Bu ydntem, ¢6ziim fonksiyonlarini polinomlar
veya trigonometrik fonksiyonlar gibi 6zel fonksiyonlarla ifade ederek hizli ve dogru sonuglar
elde eder. Ozellikle yiiksek dogruluk gerektiren finansal modellemelerde etkilidir (Shen ve
Wang, 2011).

e Adomian Aynigtirma Yoéntemi (Adomian Decomposition Method): Dogrusal olmayan kesirli
diferensiyel denklemlerin ¢o6ziimiinde kullanilir. Yontem, denklemi ayristirarak kolay
coziilebilir alt problemlere ayirir. Bu yontem, finansal risk modellemelerinde yaygin olarak
uygulanmistir (Jafari ve Daftardar-Gejji, 2006).

e Monte Carlo Simiilasyonlari: Monte Carlo yontemleri, stokastik kesirli diferensiyel denklemler
icin giiclli bir ¢6ziim aracidir. Finansal uygulamalarda, 6zellikle opsiyon fiyatlandirma ve risk
analizi gibi belirsizlik i¢ceren durumlarda tercih edilir (Mishura ve Zili, 2008).

4.3 Yapay Zeka ve Makine Ogrenimi Destekli Yontemler

Son yillarda, yapay zeka (Al) ve makine 6grenimi (ML) yontemleri, Kesirli diferensiyel denklemlerin
¢oziimiinde yenilik¢i bir yaklasim olarak 6ne ¢ikmigtir. Bu yontemler, karmasik finansal sistemlerin
modellenmesinde 6nemli avantajlar sunar:

e Derin Ogrenme (Deep Learning): Sinir aglari, Kesirli diferensiyel denklemleri ¢6zmek igin
kullanilan gii¢lii bir ara¢ haline gelmistir. Ozellikle Recurrent Neural Networks (RNN) ve
Convolutional Neural Networks (CNN), finansal zaman serilerinin analizi ve tahmini i¢in
kullanilmaktadir (Raissi et al., 2019).

e Veri Odakli Yaklagimlar: Biiyiik veri analitigi, kesirli diferensiyel denklemlerden tiiretilen
finansal modellerin optimizasyonunda kullanilabilir. Bu yaklasim, finansal verilerin uzun vadeli
bagimliliklarini ve bellek etkilerini analiz etmek i¢in etkili bir aragtir (Wang ve Zhang, 2020).
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Sonug olarak ¢6ziim yontemlerinin bir karsilastirilmasi tablo 1 de verilmistir.

Tablo 1: Céziim Yontemlerinin Karsilastirilmasi

Yontem Avantajlar

Sonlu Farklar Yéntemi Basit ve uygulamasi kolay

(FDM)
Spektral Yontemler Yiiksek dogruluk
Adomian Ayristirma Dogrusal olmayan problemlere
Yontemi uygundur

Mont . .
onte Carlo Stokastik stiregler i¢cin uygundur

Simiilasyonu
Makine Ogrenimi Biiyiik veri setlerinde yiiksek
Yontemleri performans saglar

5 Finansal Problemlere Uygulamalar

Kesirli diferensiyel denklemlerin ¢6ziim ydntemleri, finansal problemlere dogrudan uygulanabilir.
Ornegin:

e Opsiyon fiyatlandirmada Monte Carlo simiilasyonu, kesirli Black-Scholes modeline entegre
edilebilir.

¢ Volatilite analizi i¢in sonlu farklar yontemi kullanilabilir.

¢ Portfy optimizasyonu i¢in yapay zeka destekli veri analitigi uygulanabilir.

Kesirli diferensiyel denklemler, finansal sistemlerin dinamiklerini daha ger¢ekgi bir sekilde modellemek
icin kullanilir. Asagida, bu denklemlerin finansal uygulamalardaki kullanimina dair somut drnekler
sunulmustur.

5.1 Kaesirli Black-Scholes Modeli ile Opsiyon Fiyatlandirma

Klasik Black-Scholes modeli, opsiyon fiyatlandirmada temel bir aractir; ancak piyasa verilerindeki
bellek etkilerini ve uzun vadeli bagimliliklar1 géz ardi eder. Bu eksiklikleri gidermek amaciyla, kesirli
tiirevler kullanilarak modelin genellestirilmis bir versiyonu gelistirilmistir.Ornegin, bir Avrupa tipi alim
opsiyonunun fiyatlandirilmasinda, kesirli Black-Scholes modeli kullanilarak, volatilitenin ge¢mise
bagimlilig1 ve piyasa bellek etkileri hesaba katilir. Bu yaklasim, opsiyon fiyatlarinin piyasa verileriyle
daha uyumlu olmasini saglar (Cartea, A. & del-Castillo-Negrete, D., 2007)

5.2. Kesirli Heston Modeli ile Volatilite Tahmini
Heston modeli, stokastik volatiliteyi modellemek i¢in yaygin olarak kullanilir; ancak volatilitenin uzun

vadeli bellek etkilerini tam olarak yansitmaz. Kesirli Heston modeli, bu bellek etkilerini dahil ederek
volatilite tahminlerinin dogrulugunu artirir. Ornegin, bir hisse senedinin gelecekteki volatilitesini
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tahmin etmek icin kesirli Heston modeli uygulanir. Bu model, volatilitenin ge¢mis degerlerine olan
bagimlilig1 dikkate alarak, daha isabetli tahminler sunar (Comte, F. & Renault, E., 1998).

5.3. Kesirli Vasicek Modeli ile Faiz Orani Dinamikleri

Vasicek modeli, faiz oranlarinin dinamiklerini modellemek igin kullanilir; ancak kisa vadeli bellek
etkilerini géz ardi eder. Kesirli Vasicek modeli, bu etkileri dahil ederek faiz orani tahminlerinin
dogrulugunu artirir. Ornegin, Merkez bankasinin politika faiz oranlarinin gelecekteki seyrini tahmin
etmek i¢in kesirli Vasicek modeli kullanilir. Bu model, faiz oranlarinin ge¢mis egilimlerini ve bellek
etkilerini dikkate alarak, daha giivenilir tahminler saglar (Mishura, Y. & Zili, M., 2008).

5.4. Kesirli GARCH Modelleri ile Volatilite Kiimelenmesi

GARCH modelleri, finansal zaman serilerindeki volatilite kiimelenmesini modellemek i¢in kullanilir;
ancak uzun vadeli bagimliliklar1 tam olarak yansitmaz. Kesirli GARCH modelleri, bu bagimliliklari
dahil ederek volatilite tahminlerinin dogrulugunu artirir. Ornegin, bir borsa endeksinin giinliik getiri
volatilitesini tahmin etmek icin kesirli GARCH modeli uygulanir. Bu model, volatilitenin uzun vadeli
bagimliliklarin1 ve bellek etkilerini dikkate alarak, daha isabetli tahminler sunar (Baillie, R. T.,
Bollerslev, T. & Mikkelsen, H. O., 1996).

5.5. Kesirli Brownian Hareketi ile Piyasa Modelleme

Kesirli Brownian hareketi, finansal piyasalardaki bellek etkilerini ve uzun vadeli bagimliliklar
modellemek i¢in kullanilir. Bu yaklagim, varlik fiyatlarinin dinamiklerini daha gergekei bir sekilde
yansitir. Ornegin, bir hisse senedinin fiyat hareketlerini modellemek igin kesirli Brownian hareketi
kullanilir. Bu model, fiyatlarin ge¢gmis hareketlerine olan bagimliligini ve bellek etkilerini dikkate
alarak, daha dogru simiilasyonlar saglar (Mandelbrot, B. B. & Van Ness, J. W., 1968).

Sonug olarak tablo 2 de, baz1 finansiyel problemler, bu problemlerin ¢6ziimii i¢in ilgili kesirli modeller
ve bu modellerin amaglar1 gosterilmistir.

Tablo 2: Kesirli Denklemler ve Coziilen Problemler

Problem Kesirli Denklem Amac
. Opsiyon Kesirli Black-Scholes Modeli Bellek etkileri lle opsiyon ﬁya.tlarlnm
Fiyatlandirma daha dogru belirlenmesi
Volatilite Tahmini Kesirli Heston Modeli Stovkastlk volatilitenin gegmIy
bagimliliklarla modellenmesi
Faiz Oranm L . . Faiz oranlarindaki uzun vadeli
Modelleme Kesirli Vasicek Modeli bagimliliklarin analizi
Zaman Serisi Analizi Kesirli Zaman Serisi Modelleri Finansal zaman serilerinin uzun vadeli

bagimliliklarla modellenmesi

Kredi temerrtit riskinin ge¢mis verilere

Kredi Riski Analizi Kesirli Kredi Risk Modelleri > )
dayali tahmini
. Ekonomik biiyiime ve is
Makrockonomik Kesirli Dinamik Modeller dongiilerindeki bagimliliklarin
Modelleme

incelenmesi
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6. Sonuc ve Gelecek Calismalar
6.1. Sonug¢

Kesirli diferensiyel denklemler, geleneksel matematiksel modelleme yontemlerinin Stesine gecerek,
finansal problemlerin karmagik dinamiklerini anlamada ve ¢0ziim iiretmede Onemli bir ara¢ olarak
karsimiza ¢ikmaktadir. Bu denklemler, 6zellikle finansal piyasalarda gozlemlenen aligkanlik etkilerini,
uzun vadeli bagimliliklar1 ve normal dis1 yayilma siireglerini modellemede biiylik bir avantaj
saglamaktadir.

Bu calismada, finansal matematikte, volatilite modellemesi, opsiyon fiyatlandirma, faiz oram
modelleme, portfOy optimizasyonu ve kredi riski analizi gibi bir¢ok kritik alanda kesirli modellerin
uygulanabilirligi  gosterilmistir. Ornegin, kesirli Black-Scholes modeli, volatilitenin ge¢mise
bagimliligini hesaba katarak daha dogru opsiyon fiyatlar1 sunarken, kesirli Heston modeli volatilitenin
uzun vadeli bellek etkilerini daha hassas bir sekilde yakalamaktadir. Ayrica, kesirli zaman serisi
modelleri ve Brownian hareketi gibi yaklasimlar, finansal piyasalardaki dinamiklerin daha
derinlemesine analizine olanak tanimaktadir.

Bununla birlikte, kesirli diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii baz1 zorluklar icermektedir. Parametrizasyon
sorunlar1 ve niimerik yontemlerin hassasiyeti gibi faktorler, bu modellerin finansal problemlerde yaygin
bir sekilde kullanilabilmesinin 6niindeki baslica engellerdir. Ancak, bu alandaki teknolojik ve yontemsel
ilerlemeler, gelecekte bu zorluklarin {istesinden gelinmesini saglayabilecek, gelistirilebilir bir
potansiyele isaret etmektedir.

6.2. Gelecek Calismalar

Kesirli diferensiyel denklemler ve finansal matematik alanindaki arastirmalar, onlimiizdeki yillarda
birgok yenilik¢i ¢aligmaya kapi aralayacak gibi goriinmektedir. Bu kapsamda, gelecek caligmalarda
asagidaki alanlarin 6ne ¢ikmasi beklenmektedir:

e Daha Gelismis Niimerik Yontemler: Yiiksek dogruluk sunan yeni algoritmalar, hem akademik
caligmalar hem de endiistriyel uygulamalar i¢in biiyiik 6nem tagimaktadir,

e Makine Ogrenimi ve Yapay Zeka Uygulamalari: Gelecekte, derin 6grenme algoritmalarinin,
ozellikle biiyiik finansal veri setleriyle entegre edilerek daha etkili kesirli modeller
olusturulmasinda 6nemli bir rol oynamasi beklenmektedir.

o Stokastik Kesirli Modeller: Bu modeller, 6zellikle risk analizi, tlirev tiriinler ve portfdy yonetimi
gibi alanlarda daha sofistike ¢oziimler iiretmek igin gelistirilebilir.

e Ekonomik ve Makroekonomik Uygulamalar: Gelecekte, bu modellerin makroekonomik
politikalarin analizinde ve uzun vadeli ekonomik tahminlerde daha yaygin bir sekilde
kullanilmasi beklenmektedir.

e Coklu Kesirli Sistemler: Gergek finansal sistemler genellikle birden fazla bagimsiz degiskene
ve karmagsik etkilesimlere sahiptir. Bu nedenle, ¢oklu kesirli diferensiyel denklemlerin
gelistirilmesi, bu tiir sistemlerin daha iyi anlasilmasini saglayabilir. Ozellikle, finansal varliklar
arasindaki korelasyonlarin ve ¢apraz etkilerin modellenmesi bu alandaki 6nemli bir aragtirma
konusu olacaktir.

e Gergek Zamanlh Uygulamalar: Finansal piyasalarda gercek zamanli veri analizi ve karar verme
stiregleri, giderek daha fazla 6nem kazanmaktadir. Kesirli modellerin gergek zamanli veri
akislarina entegre edilmesi, yatirim kararlar1 ve risk yonetimi i¢in daha etkili araglar sunabilir.
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e Kesirli Modelleme Yazilmlar1 ve Aracglari: Ozellikle finans sektdriinde, bu tiir araglarmn
kullanimiyla modelleme siire¢lerinin hizlanmasi ve kolaylagsmas1 beklenmektedir.

e Ekosistem Uygulamalar1 ve Siirdirilebilirlik: Kesirli modeller, finansal sistemlerin
siirdiiriilebilirlik analizi ve ¢evresel etkilerinin degerlendirilmesinde de kullanilabilir. Ornegin,
karbon piyasalarinin dinamiklerini modellemek ve ¢evresel riskleri analiz etmek i¢in kesirli
modellerin uygulanmasi, yeni bir arastirma alani olarak dikkat cekmektedir.

Sonug olarak, kesirli diferensiyel denklemler, finansal problemlerin ¢éziimiinde ve finansal sistemlerin
dinamiklerini anlamada biiyiik bir potansiyele sahiptir. Gelecekte, bu modellerin daha genis bir
uygulama yelpazesinde kullanilabilmesi i¢in hem teorik hem de pratik diizeyde ilerlemeler
beklenmelidir. Ozellikle teknolojik gelismeler ve veri analizindeki yenilikler, bu alandaki galismalara
hiz kazandiracaktir.
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