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Ozet
Bilindigi gibi, Lyapunov metodu, genellestirilrnis bir enerji fonksiyonunun coznmlerinin kararhhgi icin
kullarnr. Fakat son zamanlarda fark denklem sistemlerinin cozumlerinin kararhligr icinde kullarulrnaya
baslanmisnr. Bu cahsmada, Lyapunov metodu kullarularak fark denklemlerinin kararhhginm nasil
belirlendigi ele ahndi ve bazi ornek problemlere uygulandi.

Anahtar Kelimeler: Fark denklemleri, Lypunov metodu, kararhhk.

Summary
As it is known, Lyapunov method was used for stability of the solution of the generalized energy fonctions,
but recently, this method is used for stability of the difference equations. In this study, We have shown how
to used Lyapunav method for the stability of the difference equations and this method has been applied some
examples.
Keywords: Difference equations, Lyapunov method, stability.

i.ctnts
ilk olarak, Rus matematikci A.M Lyapunov lineer olmayan diferensiyel denklemlerin kararhhgim incelemek
icin Lyapunov metodu denilen yeni bir metot gelistirrnistir. Bu metot zaman icinde diferensiyel denklem
sistemlerinin cozumu icin oldukca yaygin olarak kullarulrrus, son zamanlarda da fark denklem sistemleri
icin kullarnlmaya baslanrrusnr.

Yoden Shigeo and Nomura Masako, sonlu-zamanh Lyapunov kararhhk analizi ve barotropic akisin bir
spektral modele uygularnalanru yeniden incelediler. Sonuc olarak sonlu -zamanli Lyapunov ustlerin
atmosferik tahrnin problernine uygulanabildigini gosterdi. [I]. Daha soma Lyapunov kararlihk teorisine
dayanan yeni bir kontrol yasasi tarnmlandi, ve bu metodun, li9 fazh (PWM) darbe genisligi modiilasyonu
kontrol yasalanyla ac/dc voltaj kaynagi donusturme problernine uygulanrnasi onerildi [2]. Banach uzayinda
lineer olmayan zaman degiskenli dinamik sistemler icin Lyapunov kararhhk teorisi verildi [I]. Lyapunov
kararhhk teorerni ve klasik teoride Barbashin-Krasovskii-La Salle degismezlik prensibi sonsuz boyutlu
Banach uzayma genisletildi. Cozumun varhgi ve hareketlerin toplamsal ozellikleri varsayirrn altmda,
duzgun kararhhk ve duzgun asimptotik karahhk icin gerek ve yeter sartlan elde edildi. Bu genisletme surekli
ve surekli olmayan sistemlerin kararhhgi icin bir kriter olarak kullamldij.i]. Klasik sistemlerde
parametrelerin kararh bolgeden kararsiz bolgeye degismesi gibi list quantum Lyapunov lis oranlannm O'dan
bir pozitif degere degistigi gosterildij-l]. Duzgun olmayan saglam global asimptotik kararhhk kavrarrn
acrklandi. Genel olarak kavram sonlu yada sonsuz boyutlu aynk zaman sistemler icin RGAS duzgun
olmayan zaman belirlendi. Bu kararhhk kavrarm icin Lyapunov karakteristligi gosterildi. Sonuclar sonlu
boyutlu aynk zaman sistemlere uygulanarak surekli zaman sistemlerin zaman uygunlugu ile Euler metot
acikca elde edildi[S]. Surekli ve aynk Lyapunov matris denklemlerinin cozumu icin tahmin probleminin
birlesik bir yaklasim ile cozulmesi incelendi[6]. Kansik tip Lyapunov denklerni olarak adlandinlan
X = AXE *+BXA *+Q lineer matris denklemininin 90zliniirWgli arastmldi ve bununla ilgili bazi sonuclar
verildi[7J. Gecikmeli bir kontrol sistemin saglarn geri donusumlu kararligi icin Lyapunov kosullan
veriIdi[8]. Sonlu zaman kararlihk problerni differensiyel kapsam icinde incelendi. Sonlu zaman kararhlrk
icin iki yeter sart, bir duzgun Lyapunov fonksiyon ve bir duzgun olmayan Lyapunov fonksiyon kullanilarak
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tamnldijv}. Kararh aynk zamanh lineer zaman-degismez (LTD sistemler icin zayif ve kuvvetli ortak
quadratic Lyapunov fonksiyonlann (CQLF) varhgr arastmldij l O]. Biz bu makalede ise, Lyapunov a gore
fark denklemlerinin kararhhgmi inceledik ve ornekler iizerinde gosterdik.

2. METOT
Bu bolumde, amacmuz,

x(no) = xo' x(n +1)= f(x(n», f(O) = 0 (1.1 )

lineer olmayan sistemin x(n) cozumunu bulmadan orijindeki denge noktasmm kararhhgmi belirlemektir.

Eger t l.Ij sistemi bir x* noktasmda her n icin yine bu noktada kahyorsa x* noktasma (l.l)sisteminin
denge noktasi denir. Simdi

x(n +1) = f(x(n» (1.2)

otonom fark sistemlerini ele alahm. Burada, f :G -? 0, siirekli bir fonksiyon ve G c 0 k. X * , (1.2)
sisteminin bir denge noktasi olsun. Bu durumda, f (x*) = x * esitligi saglamr,

V :0 k -? 0 reel degerli fonksiyon olsun. V nin surekliliginden yeterince kucuk bir r icin, 0 < c ~ r ~ d
olmak uzere

Vex) < makV(v), Vex) ~ min V(v)
~~ISr r~lvllSd

esitsizlikleri yazihr. Burada Ilxll = r dir. V' nin degisimi (1.2) denklemine bagh olarak

~V(x) = V(f(x» - Vex)
seklinde tarumlarur ve buradan

~ V(x(n» = V(f(x(n») - V(x(n»

=V(x(n+ 1»- V(x(n»
yazihr,

Tamm 1. nco k olmak uzere eger
(i) n iizerinde V surekli ve
(ii] x, f(x) E n iken ~ Vex)~ 0

ozellikleri gecerli ise Vye n iizerinde bir Lyapunov Fonksiyonudur denir.

Tatum 2. 0 k da, x merkezli r yancaph acik kiire B(x, r» seklinde gosterilir ve

B(x,r)={YEOkllly-xll<r}
ile tammlamr. B(O, r) kisaca B(r) ile gosterilir.
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Sonuc 1. Eger
i. V(x*)=O ve
ii. V(x) > 0 ve bir y> 0 icin biitiin XE B(x*, Y)

sartlan saglarnyorsa V fonksiyonu x * da pozitif tammhdir.

Simdi asagida ispan verilen Lyapunov kararhhk teoreminin iizerinde durahm. Kolayhk icin sistem diizlemsel
almacak ve x* = 0 denge noktasi olarak kabul edilecektir.

Xl

Sekil 1. Ikinci dereceden bir Lyapunov fonksiyonu.

Sekil 2. Yiizey egrileri.

Sekil 1. V run ii~ boyutlu koordinat sistemindeki grafigini gosterir. Sekil 2. ise duzlemde V run
V (x]' x2) = c seviye egrilerini gosterir, Eger, e > 0 ise 0 zaman B(e) da V' nin seviye egrilerinden

birisini kapsar. Bu V(x)=c2 olsun. is, O<iSse olacak sekilde ise V(x)=c2, B(t5) kiiresini de
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kapsar. Eger x(n,O,xo)' Xo E B(t5) ile baslayan bir cozumse, V(xo) ~ c2 dir. L1V ~ 0 oldugundan (1.2)

denkleminin cozumleri uzerinde V monoton artmayan bir fonksiyondur. Bu nedenle her bir n 2?: 0 icin

V(x(n» ~ V(xo) ~ c2

olur[l).

Boylece x(n,O,xo) cozumu daima B(e) kuresi icinde kalacaktir. Bu sebeple sifir coziirnu kararhdir.

Yukandaki tartisma Lyapunov kararhhk teoreminin ispatma temel teskil eder. Burada onernli bir nokta da
anlasilmayi kolaylastirmak icin, egriler x* = 0 denge noktasmm kapsandigi duzlernde cizilmistir.

Teorem l.(Lyapunov Kararlilik Teoremi). Eger V, (1.2) denklemi icin x* denge noktasmin bir
H komsulugunda Lyapunov fonksiyonu ve V, x * da pozitif tanimh ise 0 zaman x * denge noktasi
kararhdir. Aynca her f(X)E H ve x:;tx* icin L1V(x)<0 sarti da saglamyorsa x* asimtotik

kararhdir. Bundan baska eger G = H = Rk ve

II~I_, 00 icin Vex) _, 00 ( 1.3)

ise x * global anlamda asimtotik kararhdir] 11].

Ispat. al > 0, B( x*, a]) c G n H olacak sekilde secelim. f nin surekliliginden eger x E B( x*, a2)

rse f(X)E B(x*,a]) saglanacak sekilde bir a2 >0 vardlr.0<e~a2 verilsin.

'P (e ) = min {V (x ) I e ~ Ilx - x *11 ~ a]}
olarak tarnmlayahm. Ara deger teoremi geregince Ilx - x *11 < t5 oldugun da her zaman

Vex) < 'P (e) olacak sekilde 0 < t5 < e vardir. Yani bir t5 > 0 mevcuttur.

Simdi, eger XoE B(x*,t5) ise her bir n 2?: 0 icin x(n)E B(x*,e) oldugu gorulur. Bu iddia dogrudur. Aksi

takdirde XoE B(x*,t5), l~r~m icin x(r)E B(x*,e) ve x(m+1)~ B(x*,e) saglanacak

sekilde bir m pozitif tamsaytsi vardir.

x(m)E B(x*,e) c B(x*,a2)

oldugunda
x(m+1)E B(x*,a])

elde edilir. Sonne olarak

V(x(m+1»2?:'P(e)

saglamr. Ancak
V(x(m +1»~,. .. ,~ V(xo) < 'P(e)

oldugundan bu bir celiskidir. Bu durum x * denge noktasmm kararhhgmr gosterir.

Asimtotik Kararltligm Ispau. XoE B(x*,t5) olsun. Bu durumda, her bir n 2?: 0 icin x(n)E B(x*,e) gecerli

olur. Eger {x(n)}, x*'a yakmsarmyorsa {x(n)} ninYE 0 k ya yakmsak olacak sekilde bir {x(n;)}

altdizisi vardir. x* ~ E olacak sekilde Y' nin E c B( x*, al) olmak tizere bir E acik kornsulugu var

olsun. E iizerinde tammlanrrus bir

h(x) = V(f(x))
V(x)

fonksiyonunu alahm. Bu fonksiyonu her XE E icin iyi tarumh, siirekli ve hex) < 1 olarak dusunebiliriz.
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Simdi, eger T/E (h(y),l) ise XE B(y,t5) ifadesi h(x)<5.TJ yl gerektirecek sekilde bir t5>0 vardir.

Boylece yeterince buyuk n; icin

V(f(x(n; ))) <5. TJV(x(n; -1) <5. TJ2V(x( n; - 2)) <5., ••. , <5. T/n,V(xo)

bulunur. Buradan
lim V(x(n;)) = 0
n--7~

olur. Ancak
lim V(x(n;)) = V(y)
n--7~

dir. Bu ise V(y) = 0 ifadesini verir ve sonuc olarak y = x* bulunur.

Global Anlamda Asimtotik Kararltligtn Ispan. Burada tum cozumlerin simrh oldugunu gostermek ve
yukaridaki ispati tekrarlarnak yeterlidir. Bir x(n) SlmrS1Zcozurnunun oldugunu kabul ederek baslayalim,

Bu durumda, n; -700 iken {x(n;)} -700 altdizisi vardir. 0.3) sarti geregince, bu kabul ni -700 icin

V (x(n;)) -7 00 sonucunu verir. Bu da bir celiskidir. Zira butun i ler icin

V(xo) > V(x(nJ)
olur. Bu da istenen ispatnr.

Smirhhk uzerinde bu sonuc bash basma bir oneme sahiptir. Bu nedenle onu dikkate alarak asagidaki teoremi
verebiliriz.

Teorem 2. Eger V, {xED k Ia > O} iizerinde bir Lyapunov fonksiyonu ve (1.3) sartim da saglarsa (1.2)

denkleminin rum cozumleri smirhdir.

3.Uygulamalar
Bu bolumde Lyapunov rnetodu kuIIamIarak, fark denklemlerinin kararhhgim belirleyebilrnek rem bazi
ornekler verilecektir.

Ornek 1: Bir ikinci rnertebeden fark denklemi

( ax(n -1)
x n + 1)= --'---:--:-'-:-

1+ px2(n)
P>O

olarak verilsin. Bu denklern cogu kez bir gecikrne denklemi olarak isimlendirilir.

Burada tl, denge noktasi vardir. Bunlar, eger a > lise x*= 0 ve x*=+~(a; 1
) dir,

Yl (n) = x(n -1)
ve

Y2(n)= x(n)
ifadeleri verilen denklemi asagidaki sisterne donusturur:

y,(n+1)=Y2(n)

ax(n-l) aY,(n)y (n+l)= =_..;_:__
2 px2(n)+1 l+py;(n)
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Burada (0,0) denge noktasmm kararhhgim ele alacagiz. ilk once

V(Y]+Y2)=y~+y;

ifadesinin bir Lyapunov fonksiyonu olma ozelligini kontrol edelim. Bu fonksiyon acik olarak siirekli ve 0 2

iizerinde pozitif tamrnhdir.

d V(y] (n), Y2(n») = y]2(n + 1)+ y;(n +1)- y~(n) - y;(n)

Boylece,

bulunur.

Eger a' ~1 ise d V ~ 0 dir. Bu durumda denge noktasi sadece x* = 0 olur ve Teorem 1 den orijin
kararhdir. Burada

lim V(x) =-00
H.....cc

oldugundan Teorem 2. tiim cozumlerin sirurh olmasmi gerektirir, y ekseni iizerindeki tiim noktalar icin
d V = 0 oldugundan, Teorem 1. ile bu denklernin asimtotik kararhligi hakkinda birsey soylenemez, Bu, fen
ve miihendislerin uygulamalarda karsilasilan pek cok problemlerden biridir. Bu durumda daha ince ve daha
kesin bir analiz gerekir. Bu ihtiyac bizi La Salle Degismezlik ilkesine goturur,

Lemma 1. V, 0 k run G alt kiimesinde tammh pozitif bir Lyapunov fonksiyon olsun. Bu durumda,

E={XEGI dV(X)=O}

olarak tammlanabilir. Buna gore biz, E nin biitiin degismez alt kiimelerinin birlesimi olarak bir M kiimesi
tammlayabiliriz.

Teorem 3(La Salle Degi~ezlik llkesi). Eger (1.1) denklerninin pozitif tarnmh bir V, Lyapunov fonksiyonu

varsa her n ~ 0 icin G c 0 k iizerinde (1.1) denklerninin her bir cozurmi ya G de simrsizdir ya da bir M
kiimesine yaklasir.

ispat. G sunrh ve x(n) tiim n ~ 0 icin G de kalan bir cozum olsun. Bu sartlar altinda x(n) sirnrhdir. Tam

sayilann bir {n;} altdizisi icin

lim x(n;) = yE G
nj~OQ

oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda V(x(n») fonksiyonu artmayan ve alttan sirurh oldugundan bir c
sayisr rcm

lim V(x(n») = c
n .....~

Bu,

limdV(x(n» = lim[V(x(n + 1» - V(x(n»] = 0
n---7OO n~oo

sonucunu verir. dV nin surekliliginden

lim AV(x(nJ) = d V(y)
n .....~

buluruz. Boylece dV(y) = 0 olur. Sonuc olarak yE E dir. Bu gercek bizi Q(x(n» c E sonucuna

goturur ve bu nedenle Q(x(n» c M dir.

Diger taraftan, eger G SlmrSIZ ise lim x(n) = 00 olacak sekilde sirursiz bir x(n) cozumu bulmak
n .....~

miimkiindiir. Bu, eger lim V (x) * 00 sarti saglaniyorsa yani V iistten simrh ise bu miimkiin olur.
x .....cc
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Ornek 2. Bir onceki Ornek 1 La Salle Degismezlik ilkesine gore yeniden almsm. Burada iki durum
incelenecektir.

I. Durum (a2 = 1): E kiimesi x ve y eksenleri iizerindeki turn noktalardan olusur. Bu, beraberinde
farkh iki durumu gosterir:
i. (a = 1): Eger Y1 (0) = a ve Y2 (0) =° ise YI (1) =° ve Y2 (1) = a ve de YI (2) = a ve

Y2 (2) = ° olur. Bundan dolayi her coztirn eksenlerden birinin iizerinde periyodu 2 ile baslayan
herhangi bir cozurn olur ve bundan dolayi M = E dir.

ii. (a=-I): <I>+(a,O)={(a,O), (O,-a), (-a,O), (O,a)} dir. Boylece her iki eksenden birinin

iizerinde baslayan her cozumun periyodu 4 olur. Burada da M = E dir.

Bu nedenle tum cozumler ya (a,O), (-a,O), (O,a) dan birine ya da (O,-a) ya yakmsaktir. Yani sifir
cozurnu asimtotik kararh degildir.

II. Durum( a' < 1): Bu durumda E, y-eksenindedir ve M = {(O,O)} dir. Boylece turn cozumler orijine

yakmsar. Bu nedenle orijin global asimtotik kararhdir.

III. Durum ( a2 > 1) seklinde ifade edilir. Bu halde cozumun kararhhgiru belirlemede La Salle
degismezlik ilkesi bize yardrmci olamaz. Baska bir ifadeyle kararhhk belirlenemez.
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