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Öz 

Bu çalışmada, latis halkalarının temel yapısal özellikleri ve bu yapılarda tanımlı dönüşümler kapsamlı bir şekilde 

incelenmiştir. Çalışma, özellikle bir 𝑓 -halkası üzerinde tanımlı latis ve halka homomorfizmaları arasındaki 

ilişkileri derinlemesine araştırmayı hedeflemiştir. Bu bağlamda, yarı-asal 𝑓-cebirleri için literatürde mevcut olan 

bir sonuç daha genel bir yapıya uygulanabilir hale getirilmiştir. Çalışmanın ana amacı, birim elemana sahip bir 𝑓-

halkasından bir Arşimet 𝑓 -halkasına tanımlı bir latis homomorfizmasının, aynı zamanda bir halka 

homomorfizması olabilmesi için gerekli olan kriteri ortaya koymaktır. Önerilen bu kriter hem latis hem de halka 

teorisinde yer alan problemlere yeni bir bakış açısı sunmaktadır. Elde edilen sonuçlar, bu iki yapı arasındaki 

bağlantıların daha iyi anlaşılmasını sağlamanın yanı sıra, bu yapıların homomorfizmalarla ilgili özelliklerinin daha 

geniş bir çerçevede ele alınmasına olanak tanımaktadır. Çalışma ayrıca, ilgili alanlarda yapılacak teorik ve 

uygulamalı araştırmalar için bir temel oluşturacak şekilde tasarlanmıştır. 
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 Relation Between Lattice and Ring Homomorphizms On 𝒇-Rings  
 

Abstract 

In this study, the basic structural properties of lattice rings and the maps defined in these structures are investigated 

in detail. In particular, the study aims to investigate in depth the relationships between lattice and ring 

homomorphisms defined on an 𝑓-ring. In this context, a result available in the literature for semi-prime 𝑓-algebras 

is made applicable to a more general structure. The main purpose of the study is to reveal the criterion required 

for a lattice homomorphism defined from an 𝑓 -ring with identity to an Archimedean 𝑓 -ring to be a ring 

homomorphism at the same time. This proposed criterion provides a new perspective on the problems in both 

lattice and ring theory. The obtained results provide a better understanding of the connections between these two 

structures, as well as allowing the properties of these structures related to homomorphisms to be addressed in a 

broader framework. The study is also designed to form a basis for theoretical and applied research in related areas. 
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1. Giriş 

1984 yılında Huijsmans ve De Pagter (1984) 

tarafından birim elemana sahip bir Arşimet 𝑓-

halkasından bir Arşimet yarı-asal 𝑓-cebirine 

tanımlı bir latis homomorfizmasının bir cebir 

h omomorfizması olması için bir kriter 

verilmiştir. Ben Amor ve Boulabler’in 2013 

yılında basılan “Almost 𝑓-maps and almost 

𝑓 -rings” (Ben Amor ve Boulabler, 2013) 

çalışmasında bu sonucun 𝑓 -halkası üzerine 

genellendiğini görüyoruz.  Bu çalışmanın 

amacı latis halkalarının ve bunlar üzerinde 

tanımlı bazı dönüşümlerin temel özellikleri 

incelenerek bir 𝑓 -halkası üzerinde tanımlı 

latis ve halka homomorfizmaları arasındaki 

bağıntıyı araştırmaktır. Bunun için öncelikle 

latis sıralı halkaların yapısını teşkil eden latis 

sıralı grupların tanımı ve temel kavramlar 

verilmiştir. Daha sonra latis sıralı halkaları ve 

bunların bazı önemli sınıflarının tanımı ve 

temel özellikleri ile bunlar üzerinde tanımlı 

çeşitli dönüşümler açıklanmıştır. Son olarak 

birim elemana sahip bir 𝑓 -halkasından bir 

Arşimet 𝑓 -halkasına tanımlı bir latis 

homomorfizmasının bir halka 

h omomorfizması olması için bir kriter 

verilmiştir.  

Bu çalışmada (Anderson ve Feil, 1988; 

Steinberg, 2010) kitapları temel kaynak 

olarak alınmaktadır. 

2. Temel Kavramlar ve Semboller 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺  için  𝑎 ∧ 𝑏, 𝑎 ∨ 𝑏 ∈ 𝐺  özelliğini 

sağlayan bir kısmi sıralı 𝐺  grubuna bir latis 

sıralı grup  (𝑙 -grup) denir. 𝐺 bir 𝑙 -grubu ve 

𝑎 ∈ 𝐺  olmak üzere 𝑎  nın pozitif ve negatif 

kısımları ile modülüsü, sırasıyla, 𝑎+: = 𝑎 ∨

0 ,  𝑎−: = (−𝑎) ∨ 0  ve |𝑎| ∶=  𝑎 ∨ (−𝑎) 

olarak tanımlanır. Açıkça bu elemanlar 𝑙 -

grubu 𝐺 nin pozitif elemanlarıdır. Bir 𝑙-grubu 

𝐺 nin pozitif elemanlarının kümesi 𝐺+ (𝐺 nin  

 

pozitif konu) şeklinde ifade edilir. 𝐺 bir 𝑙 -

grubu ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺+ olmak üzere ∀𝑛 ∈ ℕ için 

𝑛𝑎 ≤ 𝑏 ⇒ 𝑎 = 0 sağlanıyorsa 𝐺  ye bir 

Arşimet (Archimedean veya Arşimet 

özelliğine sahip) 𝑙-grubu denir. Her Arşimet 

𝑙 -grubu değişmelidir (Anderson ve Feil, 

1988). 

𝐺  bir 𝑙 -grubu ve 𝐹, 𝐺  nin alt grubu olsun. 

Eğer 𝐹, 𝐺 nin bir alt latisi ise 𝐹 ye 𝐺 nin bir 

latis alt grubu (𝑙-alt grubu) denir. 𝐹 bir 𝐺 𝑙-

grubunun bir alt grubu olsun. 𝐹, 𝐺 nin bir 𝑙-

alt grubudur ⟺  ∀𝑎 ∈ 𝐹   için 𝑎+ ∈ 𝐹 

(Steinberg, 2010). 𝐹, 𝐺  nin bir 𝑙 -alt grubu 

𝑎 ∈ 𝐺  ve 𝑏 ∈ 𝐹  olmak üzere 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 ⇒

𝑎 ∈ 𝐹 sağlanıyorsa 𝐹 ye 𝐺 nin bir sıra-ideali 

denir. 𝐹,  𝐺  nin bir sıra-ideali olmak üzere 

∀𝐷 ⊆ 𝐹 ve sup 𝐷 = 𝑎 ∈ 𝐺 ⇒ 𝑎 ∈

𝐹 sağlanıyorsa 𝐹 ye 𝐺 nin bir bantı denir. 

𝐺  bir 𝑙 -grubu ve ∅ ≠ 𝐹 ⊂ 𝐺  olsun. 𝐹𝑑: =

{𝑎 ∈ 𝐺: ∀𝑏 ∈ 𝐹 için |𝑎| ∧ |𝑏| = 0 } 

kümesine 𝐹  kümesinin dik tümleyeni ve 

𝐹𝑑 nin dik tümleyeni (𝐹𝑑)𝑑 = 𝐹𝑑𝑑  olarak 

yazılır. Özel olarak 𝐹 = {𝑎}  ise {𝑎}𝑑 = 𝑎𝑑 

şeklinde ifade edilr. Burada 𝐹𝑑 , 𝐺 𝑙-grubunun 

bir bandı ve özellikle 𝐹𝑑𝑑 , 𝐹 yi ihtiva eden bir 

banddır (Steinberg, 2010). 

𝐺 ve 𝐻  iki 𝑙 -grubu olmak üzere ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 

için 𝑇(𝑎 ∨ b) = 𝑇(𝑎) ∨ 𝑇(𝑏)  ve 𝑇(𝑎 ∧ b) =

𝑇(𝑎) ∧ 𝑇(𝑏) özelliklerini sağlayan T: 𝐺 → 𝐻 

grup homomorfizması (yani, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺  için 

𝑇(𝑎 + 𝑏) = 𝑇(𝑎) + 𝑇(b) ) bir latis 

homomorfizması (𝑙 -homomorfizması) olarak 

adlandırılır. T : 𝐺 → 𝐻  bir grup 

h omomorfizması  bir 𝑙 -homomorfizmasıdır 

⇔ ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺  için  𝑎 ∧ 𝑏 = 0 ⇒ 𝑇(𝑎) ∧

𝑇(𝑏) = 0 (Steinberg, 2010). 

𝐹, 𝐺  iki 𝑙 -grubu ve 𝑇: 𝐹 → 𝐺  bir dönüşüm 

olsun. Eğer 𝑇  dönüşümü 𝐹  deki her sıra-
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sınırlı kümeyi 𝐺 deki bir sıra sınırlı kümeye 

dönüştürüyorsa 𝑇 ye bir sıra-sınırlı dönüşüm 

ve ∀𝐵 ⊂ 𝐺  bandı için 𝑇(𝐵) ⊂ 𝐵  ise 𝑇: 𝐺 →

𝐺  dönüşümüne bir band koruyan dönüşüm 

denir. 𝑇: 𝐺 → 𝐺  bir sıra-sınırlı dönüşüm 

olmak üzere |𝑎| ∧ |𝑏| = 0 ⇒ |𝑇(𝑎)| ∧ |𝑏| =

0 sağlanıyorsa ise 𝑇  ye bir orthomorfizma 

denir. Başka bir ifadeyle, orthomorfizmalar 

band koruyan sıra-sınırlı dönüşümlerdir.  

3. Latis Sıralı Halkalar (𝒍-Halkaları) 

Tanım 3.1. “≤” bir 𝐻  halkası üzerinde bir 

kısmi sırama bağıntısı olmak üzere  

i) (𝐻, ≤)  bir latis; ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻  için 𝑎 ∧ 𝑏, 𝑎 ∨

𝑏 ∈ 𝐻 

ii) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻  için  𝑎 ≤ 𝑏 ⇒ ∀𝑐 ∈ 𝐻  için  𝑎 +

𝑐 ≤ 𝑏 + 𝑐 

iii) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻+ için 𝑎𝑏 ∈ 𝐻+ 

özelliklerini sağlayan 𝐻  ye bir latis sıralı 

halka (veya kısaca 𝑙-halkası) denir.  

Herhangi bir 𝑙 -halkası aynı zamanda bir 

toplamsal 𝑙-grubu olduğundan 𝑙-halkasına ait 

herhangi bir elemanının mutlak d eğeri, 

pozitif ve negatif kısımları tanımlanır. 

Teorem 3.2. 𝐻 bir 𝑙-halkasında ve 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐻 

olsun. 

i) 𝑎 = 𝑎+ − 𝑎− ,  |𝑎| = 𝑎+ + 𝑎−  ve 𝑎+ ∧

𝑎− = 0. 

ii) |𝑎 ∨ c − 𝑏 ∨ 𝑐| ≤ |𝑎 − 𝑏| ve |a ∧ 𝑐 –  𝑏 ∧

𝑐| ≤ |𝑎 − 𝑏| (Birkhoff Eşitsizlikleri). 

iii) ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐻+ için 𝑎 ∧ (𝑏 + 𝑐)  ≤  (a ∧

𝑏) + (𝑎 ∧ 𝑐) ve 

 (𝑎 ∧  𝑏) +  𝑐 ≤ (𝑎 ∧ 𝑏) + (𝑎 ∧ 𝑐).  

iv) 𝑎 ≤ 𝑏 ⇒ ∀𝑐 ∈ 𝐻+ için 𝑐𝑎 ≤ 𝑐𝑏  ve 𝑎𝑐 ≤

𝑏𝑐. Özel olarak, ∀𝑐 ∈ 𝐻+ için 𝑐2 ∈ 𝐻+. 

v) ∀𝑐 ∈ 𝐻+ için (𝑎 ∨ 𝑏)𝑐 ≥ 𝑎𝑐 ∨ 𝑏𝑐 , 𝑐(𝑎 ∨

𝑏) ≥ 𝑐𝑎 ∨ 𝑐𝑏 ve  

𝑐(𝑎 ∧ 𝑏) ≤ 𝑐𝑎 ∧ 𝑐𝑏 , (𝑎 ∧ 𝑏)𝑐 ≤ 𝑎𝑐 ∧ 𝑏𝑐 

(Bernau ve Huijsmans, 1990; Steinberg, 

2010). 

Tanım 3.3. Herhangi bir  𝐻 𝑙-halkasında 𝑎 ∧

𝑏 = 0 olsun. ∀𝑐 ∈ 𝐻+ için 

 i) 𝑐𝑎 ∧ 𝑏 = 0 = 𝑎 ∧ 𝑐𝑏  ise 𝐻  ye bir  𝑓 -

halkası denir. 

ii) 𝑐𝑎 ∧ 𝑐𝑏 = 0 = 𝑎𝑐 ∧ 𝑏𝑐  ise 𝐻  ye bir 𝑑 -

halkası denir. 

iii) 𝑎𝑏 = 0  ise 𝐻  ye bir hemen hemen 𝑓 -

halkası denir. 

Teorem 3.4. i) Her 𝑓 -halkası bir hemen 

hemen 𝑓-halkasıdır. 

ii) Her 𝑓-halkası bir 𝑑-halkasıdır. 

 

İspat: 

𝐻  bir 𝑓 -halkası, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅  ve 𝑎 ∧  𝑏 = 0 

olsun. 

i) 𝑎 ∧  𝑏 = 0  ⇒  𝑎, 𝑏 ∈  𝐻+ ve 𝑏 ∧  𝑎 =

𝑎 ∧  𝑏 =  0 olur. 𝐻 bir 𝑓-halkası olduğundan 

𝑏 ∧ 𝑎𝑏 = 0 ve, bir kez daha 𝑓-halka tanımı 

uygulanırsa, 𝑎𝑏 ∧ 𝑎𝑏 =  0. Buradan 𝑎𝑏 = 0 

olup 𝐻 bir hemen hemen 𝑓-halkasıdır.  

ii) Tanımdan  𝑎 ∧  𝑏 = 0 ⇒ ∀𝑐 ∈ 𝐻+ için 

𝑐𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎𝑐 ∧ 𝑏 = 0  ve tekrar 𝑓 -halka 

tanımı kullanılırsa 𝑐𝑎 ∧ 𝑐𝑏 = 𝑎𝑐 ∧ 𝑎𝑏 = 0 , 

yani 𝐻 bir 𝑑-halkasıdır. 

Uyarı: Genel olarak, hemen hemen 𝑓-halkası 

ve 𝑑 -halkası arasında bir bağıntı yoktur 

(Bernau ve Huijsmans, 1990; Yılmaz, 2001). 

Teorem 3.5. 𝐻  bir 𝑓 -halkasıve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 

olsun. 
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i) ∀𝑐 ∈ 𝐻+ için  𝑐(𝑎 ∧  𝑏) =  𝑐𝑎 ∧  𝑐𝑏, c(𝑎 ∨

𝑏) = 𝑐𝑎 ∨ 𝑐𝑏 ve 

(𝑎 ∧ 𝑏)𝑐𝑧 = 𝑎𝑐 ∧ 𝑏𝑐, (𝑎 ∨ 𝑏)𝑐 = 𝑎𝑐 ∨ 𝑏𝑐. 

ii) |𝑎𝑏| = |𝑎||𝑏| , (𝑎𝑏)+ = 𝑎+𝑏+ + 𝑎−𝑏−  ve 

(𝑎𝑏)− = 𝑎+𝑏− + 𝑎−𝑏+. Özel olarak, ∀𝑎 ∈ 𝐻 

için 𝑎2 ∈ 𝐻+. 

iii) |𝑎| ∧ |𝑏| = 0  ise 𝑎𝑏 = 0.  Özel olarak, 

𝑎+𝑏− = 𝑎−𝑏+ =  0. 

iv) ∀𝑛 ∈ ℕ ve ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻+için 𝑛𝑎𝑏 − (𝑛𝑎𝑏 ∧

𝑛2𝑏) ≤ 𝑎2𝑏 . Özel olarak, 𝑒 ∈ 𝐻  birim 

elemanlı ise ∀𝑛 ∈ ℕ  ve ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻+ için 

𝑛𝑎 − (𝑛𝑎 ∧ 𝑛2𝑒) ≤ 𝑎2. 

İspat: 

iv) 0 = (𝑛𝑏 ∧ 𝑎𝑏) − (𝑛𝑏 ∧ 𝑎𝑏) = (𝑛𝑏 ∧

𝑎𝑏) − (𝑎𝑏 ∧ 𝑛𝑏) 

    = (𝑛𝑏 − 𝑎𝑏 ∧ 𝑛𝑏) ∧ (𝑎𝑏 − 𝑎𝑏 ∧ 𝑛𝑏). 

𝑖)
⇒ ∀𝑛 ∈ ℕ  ve ∀𝑎 ∈ 𝐻+ için (𝑛𝑎𝑏 − 𝑎2𝑏 ∧

𝑛𝑎𝑏) ∧ (𝑛𝑎𝑏 − 𝑛𝑎𝑏 ∧ 𝑛2𝑏) = 0. 

⇒ 𝑛𝑎𝑏 − ((𝑎2𝑏 ∧ 𝑛𝑎𝑏) ∨ (𝑛𝑎𝑏 ∧ 𝑛2𝑏)) = 0 

⇒ 𝑛𝑎𝑏 = (𝑎2𝑏 ∧ 𝑛𝑎𝑏) ∨ (𝑛𝑎𝑏 ∧ 𝑛2𝑏) ≤

𝑎2𝑏 ∨ (𝑛𝑎𝑏 ∧ 𝑛2𝑏) ≤ 𝑎2𝑏 + (𝑛𝑎𝑏 ∧ 𝑛2𝑏). 

⇒ 𝑛𝑎𝑏 − (𝑛𝑎𝑏 ∧ 𝑛2𝑏) ≤ 𝑎2𝑏. 

Burada, özel olarak, 𝑏 = 𝑒  olarak alınırsa 

𝑛𝑎 − (𝑛𝑎 ∧ 𝑛2𝑒) ≤ 𝑎2 elde edilir.  

Benzer şekilde yukarıdaki özellikler 

gösterilebilir (Bernau ve Huijsmans, 1990; 

Steinberg, 2010). 

Ayrıca, 1956 yılında Birkhoff ve Pierce 

tarafından, aşağıdaki eşitsizlikler yardımıyla, 

her Arşimet 𝑓-halkası hem değişmeli ve hem 

de  b irleşmeli olduğu ispatlanmıştır. 𝐻  bir 

Arşimet 𝑓 -halkası olmak üzere ∀𝑛 ∈ ℕ  ve 

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐻+ için 

𝑛|(𝑎𝑏 −  𝑏𝑎)| ≤  𝑎 2 + 𝑏2, 

𝑛|(𝑎𝑏)𝑐 − 𝑎(𝑏𝑐)| ≤|𝑎𝑏(𝑎 + 𝑏 + 𝑎𝑏) +

𝑎(𝑎 + 𝑎 2 + 𝑏𝑎) + 𝑐𝑏(𝑐 + 𝑏 + 𝑐𝑏)  

+𝑐(𝑐 + 𝑐2 + 𝑏𝑐) 

(Birkhoff ve Pierce, 1956). Daha genel 

olarak; 

Teorem 3.6. Her Arşimet hemen hemen 𝑓 -

halkası değişmelidir Özellikle, her Arşimet 𝑓-

halkası değişmelidir (Bernau ve Huijsmans, 

1990; Steinberg, 2010). 

Yukarıda ifade edildiği üzere her Arşimet 𝑓-

halkası birleşmeli olmasına rağmen Arşimet 

h emen hemen 𝑓 -halkaları için bu durum 

genel olarak doğru değildir. Başka bir 

ifadeyle, her Arşimet hemen hemen 𝑓-halkası 

değişmeli fakat birleşmeli değildir (Bernau ve 

Huijsmans, 1990; Yılmaz, 2001). 

Tanım 3.7. 𝐻  bir 𝑙 -halkası ve 𝑎 ∈ 𝐻  olsun. 

𝑎𝑛 = 0 olacak şekilde bir 𝑛 ∈  ℕ varsa ise 𝑎 

ya nilpotent eleman ve ∃𝑛 ∈ ℕ: 𝑎𝑛 = 0 ⇒

𝑎 = 0 ise 𝐻 ye yarı-asal denir.  

Teorem 3.8. Arşimet yarı-asal (birleşmeli) 𝑙-

halkalarında “𝑓-halkası”, “hemen hemen 𝑓-

halkası” ve “ 𝑑 -halkası” sınıfları denktir. 

Özellikle, her birim elemana sahip halka yarı-

asal olduğundan, bu sonuç birim elemana 

sahip (birleşmeli) 𝑙-halkaları için de sağlanır 

(Bernau ve Huijsmans, 1990; Yılmaz, 2001). 

4. Latis ve Halka Homomorfizması 

Arasındaki İlişki 

Bu bölümde yarı-asal 𝑓-cebirleri için verilen 

bir sonucun genel durumu olarak birim 

elemanlı bir 𝑓 -halkasından bir Arşimet 𝑓 -

halkasına tanımlı bir 𝑙 -homomorfizmasının 

bir ℎ - h omomorfizması olma kriteri 

incelenmiştir.  

Tanım 4.1. 𝐹, 𝐺  ve 𝐻  ℤ -modül 𝑙 -grupları 

olsun.  
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i) ∀𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐹,  ve ∀𝑏 ∈ 𝐺  için  𝑇(𝑎1 +

𝑎2, 𝑏) = 𝑇(𝑎1, 𝑏) + 𝑇(𝑎2, 𝑏) 

ii) ∀𝑎 ∈ 𝐹 ve ∀𝑏1, 𝑏1 ∈ 𝐺  için 𝑇(𝑎, 𝑏1 +

𝑏2) = 𝑇(𝑎, 𝑏1) + 𝑇(𝑎, 𝑏2) 

iii) ∀𝑛 ∈ ℤ  ve ∀(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐹 × 𝐺  için 

𝑇(𝑛𝑎, 𝑏) = 𝑛𝑇(𝑎, 𝑏) = 𝑇(𝑎, 𝑛𝑏) 

özelliklerini sağlayan bir 𝑇: 𝐹 × 𝐺 → 𝐻 

dönüşümüne bir bilineer dönüşüm denir. 

iv) 𝑇: 𝐹 × 𝐺 → 𝐻 bir bilineer dönüşüm olmak 

üzere ∀(𝑎, 𝑏) ∈ (𝐹 × 𝐺)+ için  𝑇(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐻+ 

ise 𝑇 ye bir 𝑝ozitif dönüşüm denir. 

v) 𝐹 = 𝐺  olmak üzere ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹  için 

𝑇(𝑎, 𝑏) = 𝑇(𝑏, 𝑎)  ise 𝑇: 𝐺 × 𝐺 → 𝐻 bilineer 

dönüşümüne bir simetrik dönüşüm denir. 

vi) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺  olmak üzere 𝑎 ∧ 𝑏 = 0 ⇒ 

𝑇(𝑎, 𝑏) = 0  özelliğini sağlayan bir 𝑇: 𝐺 ×

𝐺 → 𝐻 pozitif bilineer dönüşüme bir 

orthosimetrik dönüşüm denir. 

Teorem 4.2. 𝐺 bir değişmeli ℤ-modül 𝑙-grup 

ve 𝐻  bir Arşimet ℤ -modül 𝑙 -grup ise her 

𝑇: 𝐺 × 𝐺 → 𝐻 orthosimetrik dönüşümü 

simetriktir (Bernau ve Huijsmans, 1990; 

Steinberg, 2010).   

Özel olarak, her Arşimet hemen hemen 𝑓 -

halkası değişmelidir. Gerçekten; 𝐺  bir 

Arşimet hemen hemen 𝑓- halkası olmak üzere 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺  için 𝑇(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏  olarak 

tanımlanan 𝑇: 𝐺 × 𝐺 → 𝐻  dönüşümü 

simetrik olduğu kolaylıkla görülür. 

Dolayısıyla ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺  için 𝑎𝑏 = 𝑇(𝑎, 𝑏) =

𝑇(𝑏, 𝑎) = 𝑏𝑎 sağlanır. 

Tanım 4.3. 𝐺  ve 𝐻  iki halka olmak üzere 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 için 

𝑇(𝑎 + 𝑏) = 𝑇(𝑎) + 𝑇(𝑏) 

𝑇(𝑎𝑏) = 𝑇(a)𝑇(𝑏)  

özellikleri sağlanıyorsa 𝑇: 𝐺 → 𝐻 

dönüşümüne bir halka homomorfizması denir 

ve kısaca, ℎ-homomorfizması olarak yazılır. 

Bu çalışmanın amacı, aşağıdaki teoremde 

birim elemana sahip bir 𝑓 -halkasından bir 

Arşimet 𝑓 -halkasına tanımlı bir latis 

homomorfizmasının bir halka 

homomorfizma olma kriteri verilmiştir (Ben 

Amor ve Boulabler, 2013). 

Uyarı 4.4. Genel olarak, bir 𝑙 -

homomorfizmasının bir halka 

homomorfizması olması gerekmez. Örneğin; 

∀𝑎 ∈ ℝ için 𝑇(𝑎) = 2 · 𝑎  olarak tanımlanan 

T ∶ ℝ → ℝ  dönüşümü açıkça bir  𝑙 -

homomorfizması fakat bir ℎ -

homomorfizması değildir. Çünkü     

𝑇(1 · 1) = 𝑇(1) = 2 · 1 = 2 ≠ 4 = 2 · 2 =

𝑇(1) · 𝑇(1). 

Bu çalışmada, bir 𝑓-halkasında tanımlı bir 𝑙-

homomorfizmasının aynı zamanda bir ℎ -

homomorfizması olması için gerekli koşullar 

araştırılmış ve aşağıdaki sonuça ulaşılmıştır. 

Teorem 4.5. 𝐺, 𝑒 birim elemana sahip bir ℤ-

modül 𝑓-halkası, 𝐻  bir Arşimet ℤ-modül 𝑓-

halkası ve T : 𝐺 → 𝐻 bir 𝑙 -homomorfizması 

olsun. 𝑇 bir ℎ -homomorfizmasıdır ⇔ 

(𝑇(𝑒))2 = 𝑇(𝑒)  (yani, T (𝑒)  𝐻  nin bir 

idempotent elemanıdır). 

İspat: 

 ⇒;  𝑇  bir ℎ -homomorfizması ve  𝑒  𝐺  nin 

birim eleman ise (𝑇(𝑒))2 =

𝑇(𝑒)𝑇(𝑒)= 𝑇(𝑒𝑒) = 𝑇(𝑒). 

⇐;  Öncelikle 𝑎 ∈ 𝐺+  olmak üzere ∀𝑏, 𝑐 ∈

𝐺 için 𝐵(𝑏, 𝑐) = 𝑇(𝑐)𝑇(𝑎𝑏)  şeklinde 

tanımlanan 𝐵: 𝐺 × 𝐺 → 𝐻  dönüşümü 

bilineerdir. Gerçekten; ∀𝑏1, 𝑏2, 𝑐, 𝑏, 𝑐1, 𝑐2 ∈

𝑅 için ve ∀𝑛 ∈ ℤ  için,  𝑇 nin lineerliği 

kullanılarak, 
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𝐵(𝑏1 + 𝑏2, 𝑐) = 𝑇(𝑐)𝑇(𝑎(𝑏1 + 𝑏2))

=  𝑇(𝑐)𝑇(𝑎𝑏1 + 𝑎𝑏2)

= 𝑇(𝑐)(𝑇(𝑎𝑏1) + 𝑇(𝑎𝑏2))

=  𝑇(𝑐)𝑇(𝑎𝑏1)

+ 𝑇(𝑐)𝑇(𝑎𝑏2)

= 𝑇(𝑏1, 𝑐) + 𝑇(𝑏2, 𝑐) 

𝐵(𝑏 , 𝑐1 + 𝑐2) = 𝑇(𝑐1 + 𝑐2)𝑇(𝑎𝑏)

= ( 𝑇(𝑐1) + 𝑇(𝑐2))𝑇(𝑎𝑏)

=  𝑇(𝑐1)𝑇(𝑎𝑏)

+ 𝑇(𝑐2)𝑇(𝑎𝑏)

= 𝑇(𝑏, 𝑐1) + 𝑇(𝑏, 𝑐2) 

𝐵(𝑛𝑏, 𝑐) = 𝑇(𝑐)𝑇(𝑎(𝑛𝑏))

= 𝑇(𝑐)𝑇((𝑛(𝑎𝑏))

= 𝑇(𝑐)(𝑛𝑇(𝑎𝑏))

= 𝑛(𝑇(𝑐)𝑇(𝑎𝑏)) 

= 𝑛𝐵(𝑏, 𝑐) 

= 𝑛( 𝑇(𝑐)𝑇(𝑎𝑏))= (𝑛𝑇(𝑐))𝑇(𝑎𝑏) 

= 𝑇(𝑛𝑐)𝑇(𝑎𝑏) = 𝑇(𝑏, 𝑛𝑐). 

Diğer taraftan, 𝑇 pozitif olduğundan, ∀𝑏, 𝑐 ∈

𝐺 için 𝐵(𝑏, 𝑐) = 𝑇(𝑐)𝑇(𝑎𝑏) ∈ 𝑆+ 

olup 𝐵  pozitiftir. Üstelik 𝐺 de 𝑐 ∧ 𝑏 = 0  ise 

∀𝑎 ∈ 𝐺+ için 𝑐 ∧ (𝑎𝑏) = 0  ve 𝑇  bir 𝑙 -

homomorfizması olduğundan  𝑇(𝑐) ∧

𝑇(𝑎𝑏) = 0. Bu nedenle  

𝐵(𝑏, 𝑐) = 𝑇(𝑐)𝑇 (𝑎𝑏) = 0, 

yani 𝐵  bir orthosimetrik d önüşüm ve 

dolayısıyla simetriktir (Teorem 4.2.). O 

halde ∀𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 için 

𝑇 (𝑐)𝑇(𝑎𝑏) = 𝐵(𝑏, 𝑐) = 𝐵(𝑐, 𝑏) =

𝑇(𝑏)𝑇 (𝑎𝑐).  

Bu eşitlikler  ∀𝑎 ∈ 𝐺  için sağlandığından 

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 için 

 𝑇(𝑐)𝑇(𝑎𝑏) = 𝑇(𝑏)𝑇(𝑎𝑐) = 𝑇(𝑎𝑐)𝑇(𝑏). 

Özel olarak 𝑐 = 𝑒 alınırsa, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 için 

𝑇(𝑒)𝑇(𝑎𝑏) = 𝑇(𝑎)𝑇(𝑏)           (1) 

Şimdi ∀𝑎 ∈ 𝐻  için 𝜋(𝑎) = 𝑇(𝑒)𝑎 olarak 

tanımlanan 𝜋 ∶ 𝐻 → 𝐻 dönüşümü, açıkça, bir 

o rthomorfizmadır. 𝑇(𝑒)𝑑𝑑  𝐻  nin bir bandı 

olduğundan 𝜋  𝐻  deki bandları korur. 

Dolayısıyla 𝜋 , 𝑇(𝑒)𝑑𝑑  nin orthomorfizması 

olarak göz önüne alınabilir ve hipotezden 

 𝜋(𝑇(𝑒)) = 𝑇(𝑒)𝑇(𝑒) = (𝑇(𝑒))2 = 𝑇(𝑒) , 

yani 𝜋(𝑇(𝑒)) = 𝑇(𝑒) 

olduğundan 𝜋 , 𝑇(𝑒)𝑑𝑑 nin birim elemanıdır. 

O halde ∀𝑎 ∈ 𝑇(𝑒)𝑑𝑑 için  

𝑇(𝑒)𝑎 = 𝑎.             (2) 

Şimdi 𝑎 ∈ 𝐺+  ve 𝑏 ∈ (𝑇(𝑒)𝑑)+  olsun. 

Buradan 𝑏 ∧ 𝑇(𝑒) = 0  olduğundan ∀𝑛 ∈ ℕ 

için 𝑏 ∧ 𝑛𝑇(𝑒) = 0  ve dolayısıyla 𝑏 ∧

𝑛𝑇(𝑒) ∧ 𝑇(𝑎) = 0 . 𝑙 -halka özelliklerinden 

(3.2. Teorem ii.)  

0 ≤ 𝑛(𝑏 ∧ 𝑇(𝑎)) = 𝑛(𝑏 ∧ 𝑇(𝑎) − 𝑏 ∧

(𝑛𝑇(𝑒) ∧ 𝑇(𝑎))  

 ≤ 𝑛(𝑇(𝑎) − (𝑛𝑇(𝑒) ∧ 𝑇(𝑎)). 

Hipotezden, 𝑇  bir 𝑙 -homomorfizması ve 

dolayısıyla pozitif olduğundan,  

𝑇(𝑛𝑎 − 𝑛2𝑒 ∧ 𝑛𝑎) ≤ 𝑇(𝑎2) 

çünkü 𝑛𝑎 − (𝑛𝑎 ∧ 𝑛2𝑒) ≤ 𝑎2  (Teorem 3.5. 

iv)). Bu yüzden 

0 ≤ 𝑛(𝑏 ∧ 𝑇(𝑎)) ≤ 𝑛𝑇(𝑎) − 𝑛(𝑛𝑇(𝑒) ∧

𝑇(𝑎)) = 𝑇(𝑛𝑎 − 𝑛2𝑒 ∧ 𝑛𝑎) ≤ 𝑇(𝑎2), 

yani 0 ≤ 𝑛(𝑏 ∧ 𝑇 (𝑎)) ≤ 𝑇(𝑎2) . Fakat 𝐻 

Arşimet özelliğine sahip olduğundan 𝑏 ∧

𝑇(𝑎) = 0  olur ki bu 𝑇(𝑎) ∈ 𝑇(𝑒)𝑑𝑑 olması 

demektir. (2)’den ∀𝑎 ∈ 𝑅 için 𝑇(𝑒)𝑇(𝑎) =

𝑇(𝑎) ve (1)’den ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 için 

𝑇(𝑎𝑏) = 𝑇(𝑎)𝑇(𝑏)             (3) 
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elde edilir. Diğer taraftan, hipotezden, 𝑇 bir 𝑙-

homomorfizması olduğundan 𝑇  aynı 

zamanda bir grup homomorfizmasıdır, yani  

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 için 𝑇(𝑎 + 𝑏) = 𝑇(𝑎) + 𝑇(𝑏).  (4) 

Sonuç olarak, (3) ve (4)’den  𝑇  bir ℎ -

homomorfizmasıdır. 

5. Sonuç ve Öneriler 

Bu çalışmada 𝑙 -halkalarının ve bunlar 

üzerinde tanımlı bazı dönüşümlerin temel 

özellikleri verilmiş ve bir 𝑓-halkası üzerinde 

tanımlı latis ve halka homomorfizmaları 

arasındaki bağıntı incelenerek “ 𝐺  e  birim 

elemanlı bir hemen hemen 𝑓 -halkası, 𝐻  bir 

Arşimet 𝑓 -halkası ve 𝑇: 𝐺 → 𝐻 bir 𝑙 -

homomorfizması olmak üzere 𝑇 bir ℎ -

homomorfizmasıdır ⇔  (𝑇(𝑒))2 = T (𝑒) ” 

sonucuna varılmıştır. 

Bu çalışmada değişmeli birim elemanlı 𝑙 -

halkaları göz önüne alındığından değişmeli 

veya birim elemana sahip olmayan 𝑙-halkaları 

üzerinde tanımlı homomorfizmaların 

durumları araştırılabilir. Bu durumda, 

özellikle, yukarıda (3.3. Tanım) tanımlanan 𝑙-

halka sınıfları denk olmayacağından, örneğin 

hemen hemen 𝑓 -halkaları veya 𝑑 -halkaları 

üzerinde tanımlı homomorfizmalar arasındaki 

ilişki açık bir problem teşkil eder. ℤ-modül 𝑓-

halkaları üzerinde yapılan bu incelemeler ve 

elde edilen sonuçlar herhangi bir 𝑙-cebiri için 

de araştırılabilir. ∀𝑎 ∈ 𝐻+  ve ∀𝑟 ∈ ℝ+  için 

𝑟𝑎 ∈ 𝐻+  özelliğini sağlayan bir 𝐻  𝑙 -halkası 

aynı zamanda bir cebiri ise 𝐻  ye bir latis 

sıralı cebiri (𝑙 -cebiri) denir. Diğer taraftan 

∀𝑛 ∈ ℕ  için 𝐺1,⋅⋅⋅, 𝐺𝑛  birer 𝑙 -halkası olmak 

üzere 𝐺1 ×⋅⋅⋅× 𝐺𝑛 𝑙-halkası üzerinde tanımlı 

latis ve halka homomorfizmaları 

araştırılabilir. 
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