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Oz

Bu calismada, latis halkalarinin temel yapisal 6zellikleri ve bu yapilarda tanimli doniistimler kapsamli bir sekilde
incelenmistir. Calisma, 6zellikle bir f-halkasi tizerinde tanimli latis ve halka homomorfizmalari arasindaki
iligkileri derinlemesine aragtirmay1 hedeflemistir. Bu baglamda, yari-asal f-cebirleri igin literatiirde mevcut olan
bir sonug¢ daha genel bir yapiya uygulanabilir hale getirilmistir. Calismanin ana amaci, birim elemana sahip bir f-
halkasindan bir Arsimet f -halkasina tanimli bir latis homomorfizmasinin, aym1 zamanda bir halka
homomorfizmasi olabilmesi igin gerekli olan kriteri ortaya koymaktir. Onerilen bu kriter hem latis hem de halka
teorisinde yer alan problemlere yeni bir bakis acisi sunmaktadir. Elde edilen sonuglar, bu iki yap1 arasindaki
baglantilarin daha iyi anlagilmasini saglamanin yani sira, bu yapilarin homomorfizmalarla ilgili 6zelliklerinin daha
genis bir ¢ergevede ele alinmasina olanak tanimaktadir. Calisma ayrica, ilgili alanlarda yapilacak teorik ve
uygulamali aragtirmalar i¢in bir temel olusturacak sekilde tasarlanmistir.

Anahtar Kelimeler: f-halkasi, latis homomorfizmasi, halka homomorfizmasi, orthosimetrik déniisiim

Relation Between Lattice and Ring Homomorphizms On f-Rings

Abstract

In this study, the basic structural properties of lattice rings and the maps defined in these structures are investigated
in detail. In particular, the study aims to investigate in depth the relationships between lattice and ring
homomorphisms defined on an f-ring. In this context, a result available in the literature for semi-prime f-algebras
is made applicable to a more general structure. The main purpose of the study is to reveal the criterion required
for a lattice homomorphism defined from an f-ring with identity to an Archimedean f-ring to be a ring
homomorphism at the same time. This proposed criterion provides a new perspective on the problems in both
lattice and ring theory. The obtained results provide a better understanding of the connections between these two
structures, as well as allowing the properties of these structures related to homomorphisms to be addressed in a
broader framework. The study is also designed to form a basis for theoretical and applied research in related areas.
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1. Giris

1984 yilinda Huijsmans ve De Pagter (1984)
tarafindan birim elemana sahip bir Arsimet f-
halkasindan bir Arsimet yari-asal f-cebirine
tanimli bir latis homomorfizmasinin bir cebir
h omomorfizmast olmast igin bir kriter
verilmistir. Ben Amor ve Boulabler’in 2013
yilinda basilan “Almost f-maps and almost
f -rings” (Ben Amor ve Boulabler, 2013)
calismasinda bu sonucun f -halkasi iizerine
genellendigini goriiyoruz. Bu c¢alismanin
amaci latis halkalarinin ve bunlar iizerinde
tanimli1 bazi doniistimlerin temel 6zellikleri
incelenerek bir f -halkasi tizerinde tanimli
latis ve halka homomorfizmalar1 arasindaki
bagitiyr aragtirmaktir. Bunun i¢in dncelikle
latis sirali halkalarin yapisini teskil eden latis
sirali gruplarin tanimi ve temel kavramlar
verilmistir. Daha sonra latis siral1 halkalar1 ve
bunlarin bazi 6nemli smiflarinin tanimi ve
temel Ozellikleri ile bunlar iizerinde tanimli
cesitli doniisiimler agiklanmistir. Son olarak
birim elemana sahip bir f -halkasindan bir

Arsimet f -halkasina tanimli bir latis
homomorfizmasinin bir halka
h omomorfizmasi olmasi ig¢in bir Kkriter

verilmistir.

Bu calismada (Anderson ve Feil, 1988;
Steinberg, 2010) kitaplar1 temel kaynak
olarak alinmaktadir.

2. Temel Kavramlar ve Semboller

Ya,b € G i¢in aAb,aVbe€G Ozelligini
saglayan bir kismi sirali G grubuna bir latis
swralt grup (L-grup) denir. G bir [-grubu ve
a € G olmak iizere a nin pozitif ve negatif
kisimlar ile modiiliisii, sirasiyla, at:=aV
0, a:=(a)v0o ve |a|:= aV(—a)
olarak tanimlanir. Agik¢a bu elemanlar [ -
grubu G nin pozitif elemanlaridir. Bir [-grubu
G nin pozitif elemanlarinin kiimesi G* (G nin
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pozitif konu) seklinde ifade edilir. G bir [-
grubu ve a,b € G* olmak iizere Yn € N i¢in
na<b=a=0 saglaniyorsa G Yye bir
Arsimet  (Archimedean veya  Arsimet
ozelligine sahip) l-grubu denir. Her Arsimet

[ -grubu degismelidir (Anderson ve Feil,
1988).

G bir [-grubu ve F,G nin alt grubu olsun.
Eger F, G nin bir alt latisi ise F ye G nin bir
latis alt grubu (l-alt grubu) denir. F bir G [-
grubunun bir alt grubu olsun. F, G nin bir [-
alt grubudur & Va€F i¢in at €F
(Steinberg, 2010). F, G nin bir [-alt grubu
a€G vebeF olmak lizere 0<a<b=
a € F saglaniyorsa F ye G nin bir sira-ideali
denir. F, G nin bir sira-ideali olmak tizere
VD € F ve supD=a€G=>a€
F saglaniyorsa F ye G nin bir bant: denir.

G bir 1-grubu ve @ = F c G olsun. F%: =
fa € G:Vb € Figin |a|A|b| =0}
kiimesine F kiimesinin dik tiimleyeni ve
F%nin dik tiimleyeni (F®)? = F% olarak
yazilir. Ozel olarak F = {a} ise {a}? = a*
seklinde ifade edilr. Burada F¢, G [-grubunun
bir band1 ve dzellikle F4%, F yi ihtiva eden bir
banddir (Steinberg, 2010).

G ve H iki l-grubu olmak flizere Va,b € G
icin T(avb) =T(a)vT(b) ve T(aAb) =
T(a) AT (D) ozelliklerini saglayan T: G — H
grup homomorfizmasi (yani, Va,b € G i¢in
T(a+b)=T(a)+T() ) bir latis
homomorfizmast (l-homomorfizmast) olarak
T :G -H Dbir grup
h omomorfizmasi bir [ -homomorfizmasidir
©Va,beG igcin aAb=0=>T(a)A
T(b) = 0 (Steinberg, 2010).

adlandirlir.

F,G iki l-grubu ve T: F - G bir doniisiim
olsun. Eger T doniisimii F deki her sira-
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sinirlt kiimeyi G deki bir sira sinirlhi kiimeye
doniistiiriiyorsa T ye bir sira-suirlt doniistim
ve VB C G bandi i¢cin T(B) c Bise T: G —
G doniisiimiine bir band koruyan doéniigiim
denir. T:G - G bir sira-smirlt  doniisim
olmak tizere |a| A |b] =0 = |T(a)| A |b]| =
0 saglanmyorsa ise T ye bir orthomorfizma
denir. Bagka bir ifadeyle, orthomorfizmalar
band koruyan sira-sinirli doniigtimlerdir.

3. Latis Sirah Halkalar (I-Halkalar)

Tanim 3.1. “<” bir H halkas: iizerinde bir
kismi sirama bagintis1 olmak tizere

i) (H,<) bir latis; Va,b € H igin aAb,aV
beH

Ii) a,b€H igin a<b=>Vc€EH igin a +
c<b+c

iii)a,b € H* iginab € H*

ozelliklerini saglayan H ye bir latis sirali

halka (veya kisaca l-halkast) denir.

Herhangi bir [ -halkas1 ayni zamanda bir
toplamsal [-grubu oldugundan [-halkasina ait
herhangi bir elemaninin mutlak d egeri,
pozitif ve negatif kisimlari tanimlanir.

Teorem 3.2. H bir [-halkasinda ve a,b,c € H
olsun.

) a=at—a , lal=at+a” ve at A
a” =0.

i) lavc—bVvc|<|la—b|velaAc-bA
c| < |a — b| (Birkhoff Esitsizlikleri).

iii) Va,b,c e H* igin aA(b+c¢) < (aA
b) + (anc)ve

(anb)+ c <(a Ab)+ (aNc).

iVya<b=VceH"iginca<ch veac <
bc. Ozel olarak, Vc € H i¢in c? € H.
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V) Vc € HT i¢in (aV b)c = acV bc, c(aV
b) = caV cb ve

clanb)<cancb , (aAb)c<acAbc
(Bernau ve Huijsmans, 1990; Steinberg,
2010).

Tamm 3.3. Herhangi bir H [-halkasinda a A
b = 0 olsun. Vc € H* i¢in

i) caAb=0=aAcb ise H ye bir
halkas: denir.

f-

i) caAcb =0=acAbc ise H ye bir d -
halkas: denir.

iii) ab =0 ise H ye bir hemen hemen f -
halkast denir.

Teorem 3.4. i) Her f -halkasi bir hemen
hemen f-halkasidir.

ii) Her f-halkasi bir d-halkasidir.

Ispat:

H bir f -halkasi, a,b €R ve a Ab =0
olsun.

)aAb =0 = ab€ H"'ve bAa
a A b = 0olur. H bir f-halkas1 oldugundan
b Aab = 0 ve, bir kez daha f-halka tanimi
uygulanirsa, ab Aab = 0. Buradan ab =0
olup H bir hemen hemen f-halkasidir.

ii) Tanimdan aA b =0=Vc€H' igin
ca Ab=acAb=0 ve tekrar f -halka
tanim1 kullanilirsa ca Acb =acAab =0,
yani H bir d-halkasidir.

Uyari: Genel olarak, hemen hemen f-halkasi
ve d -halkasi arasinda bir baginti yoktur
(Bernau ve Huijsmans, 1990; Yilmaz, 2001).

Teorem 3.5. H bir f -halkasive a,b € H
olsun.
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i) Vc € H" i¢in c(aA b) = ca A cb,c(aV
b) =caV ch ve

(aAb)cz=acAbc, (aVb)c =acV bc.

i) |ab| = |al|b|, (ab)* = a*b* +a" b~ ve
(ab)” = a*b™ + a b*.Ozel olarak, Va € H
icina? € H*.

iii) |a| A|b| =0 ise ab = 0. Ozel olarak,
a*th-=a"b* = 0.

iv) Vn € N ve Va, b € H*igin nab — (nab A
n?b) < a’b . Ozel olarak, e € H birim
elemanli ise Vn € N ve Va,b € H" i¢in
na — (na An?e) < a®.

Ispat:

iv) 0=(MmbAab)—(nbAab) =(nbA
ab) — (ab Anb)

= (nb — ab Anb) A (ab — ab Anb).

SvneN ve vaeH* igin (nab — a?b A
nab) A (nab — nab An?b) = 0.

= nab — ((a?b Anab) vV (nab An?b)) = 0

= nab = (a’b Anab) V (nab An?b) <
a’b v (nab An?b) < a?b + (nab An?b).

= nab — (nab An?b) < a?b.

Burada, 6zel olarak, b = e olarak alinirsa
na — (na An?e) < a? elde edilir.

Benzer sekilde yukaridaki  ozellikler

gosterilebilir (Bernau ve Huijsmans, 1990;
Steinberg, 2010).

Ayrica, 1956 yilinda Birkhoff ve Pierce
tarafindan, asagidaki esitsizlikler yardimiyla,
her Arsimet f-halkas1 hem degismeli ve hem
de birlesmeli oldugu ispatlanmistir. H bir
Arsimet f -halkasi olmak iizere Vn € N ve
VYa,b,c € H* icin

n|(ab — ba)| < a? + b?,

n|(ab)c — a(bc)| <|ab(a + b + ab) +
a(a+a?+ba) +cb(c+ b+ ch)

+c(c + c? + bc)

(Birkhoff ve Pierce, 1956). Daha genel
olarak;

Teorem 3.6. Her Arsimet hemen hemen f -
halkasi degismelidir Ozellikle, her Arsimet f-
halkast degigmelidir (Bernau ve Huijsmans,
1990; Steinberg, 2010).

Yukarida ifade edildigi lizere her Arsimet f-
halkas1 birlesmeli olmasina ragmen Arsimet
h emen hemen f -halkalar1 i¢in bu durum
Bagka bir
ifadeyle, her Arsimet hemen hemen f-halkas1

genel olarak dogru degildir.

degismeli fakat birlesmeli degildir (Bernau ve
Huijsmans, 1990; Yilmaz, 2001).

Tanmum 3.7. H bir [-halkas1 ve a € H olsun.
a™ = 0 olacak sekilde birn € N varsa ise a
ya nilpotent eleman ve In€ N:a" =0 =
a = 0 ise H ye yari-asal denir.

Teorem 3.8. Arsimet yari-asal (birlesmeli) [-
halkalarinda “f-halkas1”, “hemen hemen f-
halkas1” ve “d -halkasi” siiflar1 denktir.
Ozellikle, her birim elemana sahip halka yari-
asal oldugundan, bu sonu¢ birim elemana
sahip (birlesmeli) [-halkalar1 i¢in de saglanir
(Bernau ve Huijsmans, 1990; Yilmaz, 2001).

4. Latis ve Halka Homomorfizmasi
Arasindaki Tliski

Bu boliimde yari-asal f-cebirleri igin verilen
bir sonucun genel durumu olarak birim
elemanli bir f -halkasindan bir Arsimet f -
halkasina tanimli bir [ -homomorfizmasinin
bir h - h omomorfizmasi olma kriteri

incelenmistir.

Tamim 4.1. F,G ve H Z -modil [ -gruplar
olsun.
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i) Va;,a, €F, ve VYbeG igin T(a; +
az, b) = T(al, b) + T(az, b)

i) Va€F ve Vb;,,b; €G i¢in T(a, b, +
bZ) = T(a, bl) + T(a, bZ)

i) vneZ ve V(a,b)EFXG
T(na,b) = nT(a,b) = T(a,nb)

i¢in

ozelliklerini saglayan bir T:F XG> H

doniisiimiine bir bilineer doniigiim denir.

IV) T: F X G = H bir bilineer doniisiim olmak
lizere V(a,b) € (F X G)* i¢in T(a,b) € H*
ise T ye bir pozitif doniigiim denir.

V) F =G olmak {izere Va,b €F igin
T(a,b) =T(b,a) ise T:G X G — H bilineer
dontisiimiine bir simetrik doniisiim denir.

vi) a,b €G olmak flizere aAb=0=
T(a,b) = 0 Ozelligini saglayan bir T:G X
bir

G - H pozitif bilineer doniisiime

orthosimetrik dontistim denir.

Teorem 4.2. G bir degismeli Z-modiil [-grup
ve H bir Arsimet Z-modil [-grup ise her
T:GXG— H orthosimetrik  doniisimii
simetriktir (Bernau ve Huijsmans, 1990;
Steinberg, 2010).

Ozel olarak, her Arsimet hemen hemen f -
halkas1 G bir
Arsimet hemen hemen f- halkas1 olmak tizere

degismelidir. Gergekten,;

Va,b€ G i¢in T(a,b) =ab olarak
tanimlanan T:GxG—-H doniistimii
simetrik  oldugu  kolaylikla  goriiliir.

Dolayisiyla Va,b € G i¢in ab =T(a,b) =
T(b,a) = ba saglanir.

Tanmim 4.3. G ve H iki halka olmak izere
Va,b € G i¢in

T(a+b) = T(a) + T(b)

T(ab) = T(a)T(h)
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ozellikleri saglaniyorsa T:-G - H
doniistimiine bir halka homomorfizmast denir

ve kisaca, h-homomorfizmasi olarak yazilir.

Bu c¢alismanin amaci, asagidaki teoremde
birim elemana sahip bir f -halkasindan bir
Arsimet f -halkasina tanimli bir latis
homomorfizmasinin bir halka
homomorfizma olma Kriteri verilmistir (Ben
Amor ve Boulabler, 2013).

Uyvari 4.4. Genel olarak, bir [ -
homomorfizmasinin bir halka

homomorfizmasi olmas1 gerekmez. Ornegin;
Va € R i¢in T(a) = 2 - a olarak tanimlanan
l -

T : R—> R doniisiimii agik¢ca bir
fakat bir
homomorfizmasi degildir. Ciinkii

h

homomorfizmasi

T(1-1)=T(1)=2-1=2#4=2-2=
T(1) - T(1).

Bu calismada, bir f-halkasinda tanimli bir [-
homomorfizmasinin ayni zamanda bir h -
homomorfizmasi olmasi i¢in gerekli kosullar
arastirilmis ve asagidaki sonuca ulasilmistir.

Teorem 4.5. G, e birim elemana sahip bir Z-
modiil f-halkasi, H bir Arsimet Z-modiil f -
halkast ve T:G — H bir [-homomorfizmasi
olsun. T bir h -homomorfizmasidir &
(T(e))>=T(e) (yani, T (e) H nin bir
idempotent elemanidir).

fsgat:

=: T bir h-homomorfizmasi ve e G nin
birim eleman ise (T(e))? =
T(e)T(e)=T(ee) = T(e).

&; Oncelikle a € G* olmak iizere Vb, c €
G B(b,c) =T(c)T(ab)
tanimlanan B:GXxG—-H

bilineerdir. Gergekten; Vby, by, c,b,cq,c5 €
R i¢cin ve Vn€Z icin, T nin lineerligi

icin seklinde

dontisiimii

kullanilarak,
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B(by + by, ¢) = T(c)T(a(b, + by))
T(c)T(ab, + ab,)
T(c)(T(aby) + T(aby))
= T(c)T(ab,)

+ T(c)T (ab,)

=T(by,c) + T(by,c)

B(b,cy + ¢c;) =T(cy + c;)T(ab)
(T(cy) + T(cz))T(ab)
T(cy)T(ab)

+ T (c,)T (ab)

=T(b,c;) + T(b,cy)

B(nb,c) = T(c)T(a(nb))
= T(c)T((n(ab))
= T(c)(nT(ab))
= n(T(c)T(ab))

=nB(b,c)
= n( T(c)T(ab)): (nT(c))T(ab)
= T(nc)T(ab) = T(b,nc).

Diger taraftan, T pozitif oldugundan, Vb, c €
G icin B(b,c) =T(c)T(ab) € S

olup B pozitiftir. Ustelik G de ¢ Ab = 0 ise
Va € G* igin cA(ab)=0 ve T bir [ -
homomorfizmasi1  oldugundan T(c)A
T(ab) = 0. Bu nedenle

B(b,c) =T(c)T (ab) = 0,

yani B bir orthosimetrik d oOniisim ve
dolayisiyla simetriktir (Teorem 4.2.). O
halde Vb, c € G igin

T (¢)T(ab) = B(b,c) = B(c,b) =
T(b)T (ac).

Bu esitlikler Va € G i¢in saglandigindan
Va,b,c € G igin

T(c)T(ab) = T(b)T(ac) = T(ac)T(b).

Ozel olarak ¢ = e alinirsa, Va, b € G icin
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T(e)T(ab) = T(a)T(b) 1)

Simdi Va € H i¢in m(a) = T(e)a olarak
tanimlanan 7 : H = H doniisiimii, agikc¢a, bir
o rthomorfizmadir. T(e)*® H nin bir bandi
H deki
Dolayisiyla 7, T(€)?® nin orthomorfizmasi

oldugundan = bandlar1 korur.

olarak g6z Oniine alinabilir ve hipotezden

n(T(e)) =T(e)T(e) = (T(e))* =T(e)
yani rt(T(e)) =T(e)

oldugundan 7, T(e)®*nin birim elemanidur.

O halde Va € T(e)® i¢in

T(e)a = a. 2

Simdi a€G* ve be(T()H)t olsun.
Buradan b AT(e) = 0 oldugundan Vn € N
icin bAnT(e) =0 ve dolayisiyla b A
nT(e) AT(a) = 0. [ -halka Ozelliklerinden
(3.2. Teorem ii.)

0<n(bAT(a)=n(bAT(a)—bA
(nT(e) A T(a))

< n(T(a) — (nT(e) AT(a)).

Hipotezden, T bir [ -homomorfizmasi ve
dolayistyla pozitif oldugundan,

T(na —ne Ana) < T(a?)

ciinkii na — (na An?e) < a? (Teorem 3.5.
iv)). Bu ylizden

0<n(bAT(a)) <nT(a) —n(nT(e) A
T(a)) = T(na — n%e Ana) < T(a?),

yani 0 <n(bAT (a)) <T(a?) . Fakat H
Arsimet Ozelligine sahip oldugundan b A
T(a) = 0 olur ki bu T(a) € T(e)% olmasi
demektir. (2)’den Va € R i¢in T(e)T(a) =
T(a) ve (1)’den Va,b € R igin

T(ab) = T(a)T(b) (3)
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elde edilir. Diger taraftan, hipotezden, T bir [-
oldugundan T aymi
zamanda bir grup homomorfizmasidir, yani

homomorfizmasi

Va,b € GiginT(a+ b) =T(a) + T(b). (4)

Sonu¢ olarak, (3) ve (4)’den
homomorfizmasidir.

T bir h -

5. Sonuc ve Oneriler

Bu calismada [ -halkalarinin ve bunlar
lizerinde tanimli bazi doniisiimlerin temel
ozellikleri verilmis ve bir f-halkas1 lizerinde
tanimli latis ve halka homomorfizmalari
arasindaki bagint1 incelenerek “G e birim
elemanli bir hemen hemen f -halkasi, H bir
Arsimet f -halkast ve T:G - H bir [ -
homomorfizmasi olmak ftizere T bir h -
homomorfizmasidir & (T(e))>=T (e)”

sonucuna varilmistir.

Bu calismada degismeli birim elemanlt /-
halkalar1 g6z Oniline alindigindan degismeli
veya birim elemana sahip olmayan [-halkalari
taniml
arastirilabilir.

homomorfizmalarin
Bu durumda,
ozellikle, yukarida (3.3. Tanim) tanimlanan [-

tizerinde
durumlari

halka smiflar1 denk olmayacagindan, 6rnegin
hemen hemen f -halkalar1 veya d -halkalari
tizerinde tanimli homomorfizmalar arasindaki
iligki agik bir problem teskil eder. Z-modiil f-
halkalar1 lizerinde yapilan bu incelemeler ve
elde edilen sonuglar herhangi bir [-cebiri igin
de arastirilabilir. Va € H* ve Vr € R* i¢in
ra € H* 6zelligini saglayan bir H [-halkasi
aynit zamanda bir cebiri ise H ye bir latis
swrali cebiri (l-cebiri) denir. Diger taraftan
vn € N igin G4,-+, G, birer [-halkas1 olmak
lizere Gy X+--X G, l-halkasi lizerinde tanimli
latis ve halka
arastirilabilir.

homomorfizmalari
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