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IRTIBATLI LIE GRUPLARININ
ESAS GRUPLARININ DEMETI UZERINE

M. CITIL

Ozet

Calismamizda ilk olarak, irtibathi bir Lie grubu iizerinde esas gruplarin demeti
bilinen tekniklerle olusturulmustur. Daha sonra elde edilen demet, kesitleri ve saplari
bakimindan incelenerek bu demetin her bir global kesitinin bir Lie grubu oldugu
gosterilmistir.

1. Giris

[k olarak irtibath bir Lie grubunun esas gruplarmin demetini olusturmak igin
gerekli olan bazi temel kavram ve teoremleri verecegiz.

M, irtibatl Lie grubu olsun. M irtibatli ve lokal egrisel irtibatli oldugundan egrisel
irtibatlidir. Simdi M nin esas gruplarini olusturalim [5, 1, 2].

XoeM keyfi sabit bir nokta olsun. M de X, da baslayip X, da biten biitiin kapali
egrilerin climlesini gbz Oniine alalim. X, noktasina egriler i¢in taban nokta, bu
egrilere ise Xy da egriler denir. a, X, da herhangi bir kapali egri olsun. X, da o ya
homotop biitiin kapali egrilerin climlesini [a] homotopi smifi ile, bu homotopi
smiflarinin climlesini de

(M, X0 )={[ a]| a:I->M, X, da kapal1 egri}
ile gosterelim.

Bu ciimle iizerinde [a], [B] gibi iki homotopi smifinin ¢arpimi [a].[B]=[of]
seklinde tarif edilir. Bu ¢arpim 1iyi tariflidir. Gergekten a~y ve f~5 ise aff~yd olup
[o].[BI=[aB]=[y8] dur [1].

Anahtar Kelimeler: irtibatli Lie grubu, esas grup, demet
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Kolaylikla gosterilebilir ki, yukarida tarif edilen islemle birlikte m;(M, X,) bir
gruptur. Bu gruba M Lie grubunun X, noktasindaki esas grubu denir.

Simdi irtibatli Lie gruplarinin esas gruplarinin demetini insa edelim.
2. irtibath Lie Gruplarimn Esas Gruplarimin Demeti

Teorem 2.1. M irtibatlt bir Lie grubu ve her bir XeM ye tekabiil eden esas grup
71(M,X) olmak {izere

H=V (M, x),

xeM
climlesini gozoniine alalim. ¢: H—M, xeM i¢in ¢(c)=¢([a]y)=X tabii tasvir olsun.
Bu takdirde H tizerinde tabii bir topoloji vardir dyle ki, bu topolojiye gore ¢ lokal
topolojik tasvirdir.(H,p) ye veya sadece H ya M iizerinde “Esas Gruplarin Demeti”
denir [3, 2].

Tarif 2.1. H, M iizerinde esas gruplarin demeti olsun. Her XxeM i¢in m (M, X)=¢
'(X) esas grubuna demetin X iizerindeki sapi denir ve H, ile gosterilir [1].

M lokal egrisel irtibatl oldugundan herhangi bir XeM noktasi i¢in, X noktasini
ihtiva eden W=W(X) egrisel irtibatli agik civari vardir. W iizerinde @os=1y sartini
saglayan ve s(y)=[B], olarak tarif edilen s:W—H siirekli tasviri vardir. Bu s
tasvirine H nin W tizerindeki kesiti denir ve H nin W tizerindeki biitiin kesitlerinin
climlesi I'(W,H) ile gosterilir.

Teorem 2.2. M irtibatli bir Lie grubu, (H,) M iizerinde esas gruplarin demeti ve
I'(W,H) da W {izerindeki kesitlerin ciimlesi olsun. Bu takdirde I'(W,H) ciimlesi her
yeW ve her s;, s,€I'(W,H) i¢in

(s1:82)(Y)=s1(y)-s2(Y)

islemine gore bir gruptur.

Ispat. Herhangi s;,s,eT’(W, H) ve yeW icin a, ,a, xeW de kapal egriler ve 7, X
ile y yi birlestiren egri olmak iizere

si)=LG o] s s2(Y=1 o)y
dir. O halde,

$1()- S:0)=1(r )yl Ly o)y I=[(y ouc)y] €m(MLY)
dir. Dolayistyla, s;.s,€I'(W, H) dir.

1) Birlesme 6zeligi : Her sy, s, s3€I'(W,H) i¢in, 7t;(M,y) bir grup oldugundan,

(s1(Y)-52(Y))-83(Y)= s1(Y)-(82(Y)-53())-
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Dolayistyla, ((s;.52)-83)(Y)=(s1.(s2-53))(Y). Bu ise, (s;.57).53=51.(52.83) demektir. Yani
carpma islemi birlesme 6zeligine sahiptir.

2) Ozdes Eleman : Her s e['(W,H) ve ye W i¢in, 8, xeW de sifir egri olmak iizere
1(y)=[(y "'8)y] seklinde tarifli Ie[(W,H) kesitini gézoniine alalim. Bu takdirde, 1, y
de sifir egri ve I(y)=[(y"'8)y]([1]) olmak iizere,

(Ls)Y)=1(y)-s=L 1L )y I=[1.( oy ]=[(r opyl=s(y).
(s:DY)=sWIW=L0r " apyINI=I o) 1= oy l=s(y).
Dolayisiyla, IeI"(W,H) 6zdes elemandir.

3) Invers Eleman: seI'(W,H) herhangi bir kesit ve her ye W igin o, xe W de kapali
bir egri olmak iizere s(y)= [(y"'a)y] olsun. Bu takdirde, 5=a' olmak iizere s :W—H
tasvirini goz 6niine alalim. s e [(W,H) ve ye W igin

(5.5 Y=y W=1(v "oyl [y '3)]
=[(y "oy-(y "8y
=[(y "ad)yI=ly yI=[1I=1(y).
(s".$)(Y)=s" (V) s(y)=L(y "Sy1(y o]
=[(y ")y eyl
=[(y "Bo0yI=Ty "yI=[11=1(y).
O halde, s.s'=s""s . Dolayisiyla s e[(W,H), s nin inversidir.
Dolayisiyla, (I'(W,H), .) bir gruptur.

Teorem 2.3. seI'(M,H) keyfi bir eleman olsun. Bu takdirde s(M)={s(x)| xe M}
climlesi bir Lie grubudur.

Ispat. ilk olarak s(M) nin analitik manifold oldugunu gosterelim. H iizerinde
Teorem 2.1 de s6z edilen topolojiye gore s(M)cH agik bir altciimledir. H analitik
manifold oldugundan s(M) analitik manifolddur.

Herhangi X, yeM ig¢in s(M) lizerindeki islemi
s(X)=s(y)=s(x.y)

seklinde tarif edelim. seI"( M,H) i¢in Xe M noktasinda o kapali egrisi vardir dyle ki
Y, X’ i Yy ye birlestiren egri olmak tizere (y o)y y noktasinda bir egridir.

s()=[(y "eu)ylyeT(M,H) dir.
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1) Birlesme 6zeligi : Her X, Y, zeM igin,

(s(¥)=s(Y)s(2)=(s)(x.y)s(2)=s((x.y).2) €5(M)

dir. M Dbir grup oldugundan,
(X.y).z=x.(y.2) dir.

Dolayisiyla, s((X.y).z)=s(X.(y.z)). Bu ise, (s(X)s(y))=s(z)=s(X)«(s(y)«s(z)) demektir.
Yani s(M) birlesme 6zeligine sahiptir.

2) Ozdes Eleman : M in 6zdes elmani e olsun. XeM noktasma karsilik gelen
s(X)es(M) noktast icin s(X)«s(e)=s(X.e)=s(X) oldugundan s(e) s(M) nin &zdes

elemamdir.

3) invers Eleman: Her s(X)es(M) igin s(x')es(M) invers elemandir. Gergekten
s(X)=s(x") =s(x.x")=s(e) olup s(x")=s(x)"" elde edilir.

Dolayisiyla (s(M), «) bir gruptur.
Simdi de x, yeM olmak iizere, her se['(M,H) i¢in

p': s(M)xs(M)—s(M)
(5(0),5(y)=>s(x)s(y) '=s(xy )

tasvirinin analitik oldugunu gosterelim. (H, (t;)ica) ve (M,(¢;)icp) analitik manifold
oldugundan

s(M)xs(M) —£—> s(M)

F S

MxM —4£— M

diyagram komutatiftir. Yani F=(¢; T, ! No} ‘l:j_1 ) olmak tizere s=1;¢ ;1 olup sopoF

analitiktir. Dolayisiyla p’ analitiktir. Bdylece s(M) nin bir Lie grubu oldugu elde
edilmis olur.

Ornek 2.1. S'={(x,x,)eR?| X} + X3 =1} kompakt, irtibath bir Lie grubudur [4, 6].

S'={yeR |ly|=1} birim ¢emberinin esas grubu tamsayilarin toplamsal grubuna
izomorftur. S' Lie grubunun esas grubunun demeti Teorem 2.1 de M=S' alinarak
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yapilabilir. Sonug olarak; S' irtibathi bir Lie grubu, her bir peS' ye tekabiil eden
esas grup m,(S,p) ve H=\/]n1(Sl, p) olmak iizere ¢: H—S' tabii tasviri
peS

¢(c)=¢([a],)=p seklinde tarif edilsin. Bu taktirde H {izerinde tabii bir topoloji
vardir Gyle ki, bu topolojiye gore ¢ lokal topolojik tasvirdir.Boylece (H,o) ikilisi S'
iizerinde bir demettir.

S' iizerindeki (H,p) demetini gozoniine alalim. Her seI'(S',H) igin s(S') bir
gruptur.

Sonug olarak her seI'( S',H) i¢in s(S') bir Lie grubudur. ispat1 Teorem 2.3 den M=
S' alinirak yapilir.

Sonu¢ 2.1. H =V m(M, X) ciimlesi esas gruplarin ayrik birlesimi seklinde

xeM

yazildiginda (diisey olarak) cebirsel bir yapiya sahiptir.

Sonu¢ 22. H= V )S(M) yazildiginda (yatay olarak) hem cebirsel hem de
sel'(M,H

topolojik bir yapiya sahiptir.
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ON THE SHEAF OF FUNDAMENTAL GROUPS OF CONNECTED LIE
GROUPS

M. CITIL

Abstract. In this study, firstly we obtain the sheaf of fundamental groups on a connected Lie
group . After we examined the sections and stalks of this sheaf, we showed that each global
sections is a Lie group.
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