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Ozet

Parcalanrnis Burger denkleminin sayisal cozurnleri klasik sonlu fark metodu
kullarularak elde edildi. Burger denkleminin sayisal cozurnleri. Burger
denklemine dogrudan uygulanan sonlu fark metodunun sonuclanyla
karsrlasnnldr.

1. Giri~

Bu calismada. sonlu farklar metodu kullamlarak Burger denkleminin ve parcalanmis
Burger denkleminin sayrsal cozumleri elde edilmistir. [I] ve [4] de, Burger denklemi
lineer hale getirilip, keyfi baslangic ve srrur kosullari kullarularak denklemin tam
yozUmU bulunmustur. [6] da, kubik spline kullamlarak bir ve iki boyutlu Burger
denkleminin sonlu farklar metodu ile sayisal yozUmU uzerinde cahsilrrusnr. [7] de,
bir ve iki boyutlu Burger denklemleri ikiye parcalandrktan sonra kubik spline
kullarularak sonlu farklar metoduyla sayrsal cozumu elde edilrnistir. [3] de, bir ve iki
boyutlu Burger denkleminin bes ve yedi noktah sonlu farklar rnetoduyla, lineer,
kuadratik ve kubik sekil fonksiyonlan kullarularak sonlu elemanlar metoduyla
sayisal cozumu uzerinde cahsilmis ve bulunan sonuclar birbirleriyle kiyaslamrsttr.
[2] de, sonlu farklar metodunun bir uygularnasi olan explicit grub metodu
kullarularak, Burger denklemi sayisal olarak cozulrnus ve metodun kararhhgi
incelenmistir, [5] de, Burger denklemi ikiye parcalanarak sonlu farklar metoduyla
sayrsal cozumu uzerinde cahsilnusnr. [8] de, Burger denklemi uce parcalandiktan
sonra sonlu farklar metodu kullanilarak sayisal cozurnu uzerinde cahsilrms ve yerel
kesme hatasi bulunarak kullandrklan metodun kararhhgmi incelemislerdir. [9] da,
sonlu farklar metodunun bir uygulamasi olan explicit ve exact-explicit metotlan
kullarularak Burger denkleminin sayisal cozurnu verilrnistir.

Oy degisik metotla Burger denkleminin sayrsal cozurnlerini bulmaya cahsnk.
Oncelikle, klasik sonlu farklar metodunu (SF I) kullanarak bir algoritma yazdik.
lkinci olarak, Burger denklemine zamana gore parcalanrna uyguladrk ve parcalanrms
Burger denklemini yine sonlu fark metodunu (SF2) kullanarak cozduk. Son olarak,
Burger denklemine konuma gore parcalarna uygulayarak, denklemin bu forrnu
icinde sonlu fark metodunu (SF3) kullanarak sayisal cozurnlerini elde ertik.

Anahtar Kelimeler: Sonlu Fark Metotlan, Burger Denklemi
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2. BURGER DENKLEMi VE <;:6ZUM ALGORiTMALARI

A pozitifbir parametre olmak uzere, [a,b] arahgmda tarumh;

formundaki lineer olmayan Burger denkleminin,

(2) U(a,t)= al ' U(b,t)= a2

Ux(a,t)=UxCb,t)=O, tE (O,T]

simr sartlan ve

(3) U(x,O)=f(x), a S; x S; b

baslangic sarti altmdaki sayisal cozumlerini bulmaya cahsacagiz. Buradaki t ve x
indisleri tUrevleri gostermektedir. f(x) ise, daha sonra secilecektir,

x., ' ler bolunrne noktalannm koordinatlan olmak uzere, [a,b] cozum bolgesinin
duzenli bir boluntusu

ve zaman parametresi t olmak uzere, zaman adrrrn tot olsun.

2.1. Metot I

U fonksiyonu, Ux birinci turevi ve Uxx ikinci turevi, Xm bolunrne noktalannda
sirastyla

. ..
U(xm)=Um, Ux(xm)= U m ' Uxx(xm)= U m

ile tarumlansm.

Birinci turev icin

(4)
U -U

(U)::::: m+1 m·l
x m 2h

ile veri len fark yaklasirm ve ikinci turev icin

(5)
U m- l - 2U m + U mol(U xx)m:::::-=.:'---..:.::....--"'~

ile veri len fark yaklasirm yardrrruyla denklem (I),
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(6) U
o + Urn+1 - Urn_I 1 Urn+1 -2Urn + Urn_I
rn ZITI - A

2h h2

m=l, ... ,N-l

seklinde yazilabilir. Burada zamana gore tUrevi gostermektedir ve zm=Um ,

denklem (6) da ki lineer olmayan terimi ayrrt etmek icin kullamlrrusnr.

Urn ve Urn in zamana gore turevi n ve n+ I adimlanndaki lineer interpolasyonla
sirasryla

(7)
Un+1 + UnU:::: m rn

m 2 fl.t

Un+1 _ Un
, Um:::: m rn

olarak ifade edildiginde, (6) dan,

8 Un+1 U'1+1 Un+1 u: u: u:() al ru-t +a2 m +a3 rn- l =-al m-l +a4 J1l -a3 n1+1
m=l, ... ,N-I

denklem sistemi elde edilir. Burada

dir.

Yukandaki sistem, N-l denklem ve N+ I bilinmeyen cozum parametresinden olusur.

U(a,t)=U(b,t)=O sirur sartlan kullarularak U3, U~ in eliminasyonu sonucunda
cozulebilir (N-I) x (N-l) matris sistemine ulasihr. Bu matris sistemi kosegenseldir
ve Thomas algoritmasi ile kolayhkla cozulebilir.

Bolunme noktalarmdaki U ~, cozumlerini (8) iterasyon denkleminden elde

edilebilmek icin U~ baslangic cozurnleri

U(xm,O)=f(xm), rn=U, ... ,N.

baslangic sartmdan elde edilir.

2.2. Metot II

Burger denkleminin zamana gore parcalanrrus fonnundaki denkleme sonlu fark
metodu uygulayacagiz. Boylece parcalanmis sonlu fark denklemi
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(10) U,+2UU,=0

olarak yeniden yazilabilir.

(4,5) denklemlerindeki U, ve Uxx ttirevleri (9, I 0) denklemlerinde yerlerine yazihrsa,

(11) ~m -2 'A ( U m+1-2U m + U m-I )=0,
h2

(12)
o U U
U m +2z01( m+1- m-I )=0

2h

birinci mertebeden adi diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Burada zamana
gore turevi gosterrnektedir ve z01=Uo1 , denklem (12) de ki lineer olmayan terimi
ayirt etmek icin kullamlrrusnr.

Uo1 ve Uo1 in zamana gore tUrevinin n ve n+ 112 adunlarmdaki

(13)
Un + UJ1+1/2

U
m

::::: m III

4 6t

ifadeleri (II) denkleminde yerlerine yazihrsa.

(14) _ 1 At un+1/2 + Un+1I2 _ 1 At un+1/2= 1 At Un Un 1 A uJ1,,-u m-I al rn ,,-u m-s l "-u m-I +a2 m + "-ut rn+ l

denklem sistemi elde edilir. Burada

a2=- 2A6t + 2h 2

dir.

Benzer sekilde, UIll ve UIll in zarr'ana gore tUrevinin n+112 ve n+l adrmlanndaki

(15)
U,,+l/c + Un

U
m

:::::: III m
4

Um ::::;_=-_ __cc.:___

6t

ifadeleri (12) dcnklcminde yerlerine yazihrsa,

(16) A U,,+I 4hun-1 A un+1 A un+1I2 4hUn+1/2 A U'HII2-Zmut 111-1+ m +Zmut m+I=Zmut rn-l + m -Zmut rn- l

denklem sistemi bulunur.
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(14) ve (16) sistemleri, Burger denkleminin sayisal cozum algoritmasim olusturur,
Bu sistemler, N-I denklem ve N+ I bilinmeyenden olusur. Bolgenin her iki ucundaki
smir sartlan kullamlarak sistemlerden, U~, U~ parametreleri elimine edilerek (N-
1)x (N-I) kosegensel denklem sistemleri elde edilir. Bu sistemlerde Thomas
algoritmasi kullarularak cozulur.

(14) ve (16) sistemlerini kullanarak U~, iterasyon cozumlerine baslayabilrnek icin

U~, baslangic sayisal cozumleri,

U(xm,O)=f(xlll), m=O, ... ,N

baslangic sart: kullanilarak bulunur.

2.3. Metot III

Burada (I) denklemini farklt bir sekilde parcalayarak sayisal cozum elde edilrnistir.
Bunun icin (1) denklemine V(x,t)=Uxx(x,t) donusumu uygulandi. Bu islern
sonucunda Burger denklemi, sirur ve baslangic sartlan
(17) Ut+UUx-AV=O,

(18) U(a,t)=cxl, U(b,I)=CX2, V(a,t)=V(b,t)=O. 1>0

U(x,O)=f(x), V(x,O)= r (x), a ~ x ~ b

olarak yeniden yazilabilir. Denklem (17) de, (4,5) kullarnlarak ZIll=UIllolmak uzere;

( 19) Uo U01+1 - U01_1 'V 001+zm -I\. m=,
2h

V _ U01+1 -2Um + U01_1 0
III ..,

h-
m= l , ... ,N-1

elde edilir. Burada zarnana gore turevi gosterrnektedir.

(19) sisteminin duzenlenrnesiyle de 2N-2 denklemden ve 2N+2 bilinmeyenden
olusan,

(20) -zm~t U~~:+4hU~+1_2Ah~t V~~+I+zm~t U~~I=

zm~t U:~_1+4hU~,+2Ah~t V~-zm~t U~HI
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m=l, ... ,N-l
denklem sistemine ulasihr.

Uo=O, Yo=O, UN=O ve YN=O smir sartlan (20) sistemine adapte edildikten sonra
bulunan (2N-2) x (2N-2) kosegensel denklem sistemi Thomas algoritrnasi ile
cozulur.

baslangic sarti yardirmyla t=O zarnarundaki cozurnlerin kullarulmasiyla da Un ve y"
cozurnleri (20) iterasyon denklem sistemi yardimryla elde edilir.

3. TEST PROBLEMi

Lineer olmayan Burger denkleminin sayisal cozumleri asagida veri len baslangic ve
srrnr sartlan kullarularak arastmlrmsnr.

[a,b] tan im araligmda;

(21) U(x,O)=sin(nx) a s x s b
baslangic sarn ve

(22) U(a,t)=U(b,t)=O e-o
, ,

U (a, t) = U (b, t) = 0 c-O
smir sartlan altmdaki sayrsal cozurn elde edilmistir,

(23)

Yukanda vermis oldugumuz baslangic ve smir sartlan
Burger denklemi icin analitik cozum, sonsuz seriler
fonksiyonlan olmak Uzere;

4nA ~ ji j (_1_) sin(jnx) exp( - j 2n2 At)
i=! 2nAU(x, t) = --_.:....:._-----------

1 co I (. .7 7,10 (-) + 2 L I j (-) cos jnx) exp( - J-n-At)
2nA j;1 2nA

altmdaki lineer olmayan
cinsinden Ij ler Bessel

olarak verilrnistir [I].

Bu test probleminde, sayisal cozumlerin dogrulugunu kontrol edebilmek icin (I)
denklemiyle beraber [0, I] tatum arahgmda; (21) baslangic sarn ve (22) sirur sartlari
kullanildi. Sayisal cozumde A = 1 parametresi ve zaman arnrm olarak ~t = 0.0 I
almdi. Konum artrrnlan sirasiyla h=0.25, h=0.125 ve h=0.0625 almarak hesaplanan
sayisal cozurnler farkh metotlar icin Tablo 1,2,3 de verildi. TUm sonuclar
incelendiginde konum arahklan kuculdukce sayisal metotlarm daha iyi sonuclar
verdigi gozlendi ve h=0.0625 icin yapilan hesaplamalarda en iyi sonuclar bulundu.
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Tablo 1: A = 1 iken sayisal ve analitik sonuclann ktyaslanrnasi (SFI).

x t h=0.25 h=0.125 h=0.0625 Analitik Sonuc
0.00 0.7073 0.7073 0.7073 0.7071
0.05 0.4213 0.4141 0.4123 0.4131

0.25 0.10 0.2642 0.2557 0.2535 0.2536
0.15 0.1672 0.1589 0.1568 0.1566
0.20 0.1058 0.0985 0.0967 0.0964
0.25 0.0667 0.0609 0.0595 0.0592
0.00 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.05 0.6243 0.6124 0.6094 0.6091

0.50 0.10 0.3904 0.3758 0.3722 0.3716
0.15 0.2443 0.2308 0.2275 0.2268
0.20 0.1529 0.1418 0.1390 0.1385
0.25 0.0957 0.0871 0.0850 0.0845
0.00 0.7064 0.7064 0.7064 0.7071
0.05 0.4638 0.4541 0.4516 0.4502

0.75 0.10 0.2893 0.2768 0.2737 0.2726
0.15 0.1788 0.1678 0.1651 0.1644
0.20 0.1106 0.1020 0.1000 0.0964
0.25 0.0687 0.0622 0.0607 0.0603

Tablo 2: A = 1 iken sayisal ve analitik sonuclarm kryaslanmasi (SF2).

x t h=0.25 h=0.125 h=0.0625 Analitik Sonuc
0.00 0.7073 0.7073 0.7073 0.7071
0.05 0.4212 0.4137 0.4118 0.4131

0.25 0.10 0.2641 0.2554 0.2533 0.2536
0.15 0.1672 0.1588 0.1567 0.1566
0.20 0.1057 0.0985 0.0967 0.0964
0.25 0.0667 0.0609 0.0595 0.0592
0.00 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.05 0.6243 0.6124 0.6094 0.6091

0.50 0.10 0.3904 0.3759 0.3723 0.3716
0.15 0.2443 0.2308 0.2275 0.2268
0.20 0.1529 0.1418 0.1391 0.1385
0.25 0.0957 0.0871 0.0850 0.0845
0.00 0.7064 0.7064 0.7064 0.7071
0.05 0.4639 0.4547 0.4523 0.4502

0.75 0.10 0.2894 0.2771 0.2741 0.2726
0.15 0.1788 0.1679 0.1653 0.1644
0.20 0.1106 0.1021 0.1000 0.0964
0.25 0.0687 0.0623 0.0607 0.0603
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Tablo 3: A. = 1 iken sayisal ve analitik sonuclann kryaslanmasi (SF3).

x t h=0.25 h=0.125 h=0.0625 Analitik Sonuc
0.00 0.7073 0.7073 0.7073 0.7071
0.05 0.4213 0.4141 0.4123 0.4131

0.25 0.10 0.2642 0.2557 0.2535 0.2536
0.15 0.1672 0.1589 0.1568 0.1566
0.20 0.1058 0.0985 0.0967 0.0964
0.25 0.0667 0.0609 0.0595 0.0592
0.00 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.05 0.6243 0.6124 0.6094 0.6091

0.50 0.10 0.3904 0.3758 0.3722 0.3716
0.15 0.2443 0.2308 0.2275 0.2268
0.20 0.1529 0.1418 0.1390 0.1385
0.25 0.0957 0.0871 0.0850 0.0845
0.00 0.7064 0.7064 0.7064 0.7071
0.05 0.4638 0.4541 0.4516 0.4502

0.75 0.10 0.2897 0.2768 0.2737 0.2726
0.15 0.1788 0.1678 0.1651 0.1644
0.20 0.1106 0.1020 0.1000 0.0964
0.25 0.0687 0.0622 0.0607 0.0603

A., h ve L'1t icin secilen farkh durumlarda sayisal sonuclar ile analitik sonuclar
Tablo 4,5,6 da verildi. A. icin buyuk degerler almdigmda sayisal yontemin daha iyi
sonuclar verdigi goruldu,

Tablo 4: t=0.5 arunda sayisal sonuclarla analitik sonuclarin kiyaslanmasi (SF I).

A. = 0.01 A. = 0.01 A. = 0.001 A. = 0.001
h=1I36 Analitik h=1/216 Analitik

x L'1t= 0.01 Sonuc L'1t= 0.125 Sonuc
0.500 0.586 0.589 0.557 0.595
0.556 0.646 0.649 0.619 0.656
0.611 0.705 0.707 0.679 0.715
0.667 0.760 0.762 0.740 0.772
0.722 0.812 0.814 0.800 0.826
0.778 0.860 0.861 0.861 0.876
0.833 0.902 0.902 0.924 0.921
0.889 0.935 0.934 0.994 0.959
0.944 0.941 0.937. 1.063 0.959
1.000 0.000 0.000 0.000 0.000
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Tablo 5: 1=0.5 anmda savisal sonuclarla analitik sonuclann ktyaslanmasi SF2).
A = 0.01 A = 0.01 A = 0.001 A = 0.001
h=1/36 Analitik h=1/216 Analitik

x M =0.01 Sonuc L'1t=0.125 Sonuc
0.500 0.586 0.589 0.557 0.595
0.556 0.646 0.649 0.619 0.656
0.611 0.704 0.707 0.679 0.715
0.667 0.760 0.762 0.740 0.772
0.722 0.812 0.814 0.800 0.826
0.778 0.860 0.861 0.861 0.876
0.833 0.902 0.902 0.924 0.921
0.889 0.935 0.934 0.993 0.959
0.944 0.941 0.937 1.060 0.959
1.000 0.000 0.000 0.000 0.000

Tablo 6: t=0.5 anmda savisal sonuclarla analitik sonuclann kryaslanmasi SF3).
A = 0.01 A = 0.01 A = 0.001 A = 0.001
h=1I36 Analitik h=1I216 Analitik

x L'1t= 0.01 Sonne L'1t=0.125 Sonu~
0.500 0.586 0.589 0.557 0.595
0.556 0.646 0.649 0.619 0.656
0.611 0.705 0.707 0.679 0.715
0.667 0.760 0.762 0.740 0.772
0.722 0.812 0.814 0.800 0.826
0.778 0.860 0.861 0.861 0.876
0.833 0.902 0.902 0.924 0.921
0.889 0.935 0.934 0.994 0.959
0.944 0.941 0.937 1.063 0.959
1.000 0.000 0.000 0.000 0.000

4. SONU<;
Burger denklemine parcalama islemi uyguladiktan sonra, Burger denklemi icin
sonlu fark metotlanm gelistirdik. Gorduk ki, Burger denkleminin sayrsal
cozumlerini bulmak icin gelistirdigirniz SF I, SF2 ve SF3 algoritmalan arasmda
sonuclar bakimmdan fazla bir fark gozukmemektedir. Dolayisiyla bu denklem icin
sonlu fark yaklasimlanru uygularken, parcalarna islerninin bize getirdigi fazla bir
avantaj bulunmamaktadir.
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FINITE DIFFERENCE METHODS FOR
NUMERICAL SOLUTIONS OF THE BURGER

EQUATION
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Abstract. The numerical solutions of the splitted Burger equation are obtained
by using the classical finite difference method. Results of numerical solutions
of the Burger equation are compared with that of the direct application of the
finite difference method to the Burger equation.
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