Oklid Diizleminde Birinci Ve
Ikinci lvme Polleri
H. Es

DPU Fen Bilimleri Enstitiisti Dergisi
5. Sayi (Aralik 2003)

OKLID DUZLEMINDE BiRINCi VE iKiINCi iVME POLLERI

H. ES"

Ozet

1-Parametreli hareketlerde Miiller tarafindan genis bir sekilde incelenmistir. Biz burada
matris metotlarini kullanarak Miiller’in elde ettigi sonuglara ulastik. Ayrica buna ilave

olarak yeni teoremler verdik.

* Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Bolimii

1. Giris

Bu ¢alismanin amaci kinematiktir. Bu cins hareketlerde hizlar kanunu ve ivmeler

kanunu, sirasi ile ,
V.= Vi+ V,

b, =b¢+ b, + b,

den ibarettir, burada V, ile b,, mutlak hiz ile mutlak ivmeyi; V; ile by, siiriiklenme
hizi ile stiriiklenme ivmesini, V. ile b, de rélatif hiz ile r6latif ivmeyi ve b, de

Coriolis ivmesini gostermektedir.

Anahtar Kelimeler: Bir Parametreli Hareket, Pol Noktasi
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2. OKLIiD DUZLEMINDE HAREKETLER
Tanim 2.1 : ( Mutlak Hiz, Siiriikklenme Hizi, Rolatif Hiz )

E? de genel hareketin denklemi A = A(z) € O(2) ve C = C(HeIR?,

olmak iizere Y=AX+C (1)
dir (Hacisalihoglu, 1983). Bu denklemin t ye gore tiirevi alinirsa
Y=AX +AX +C (1)

olur. Burada Y ye hareketin mutlak hizi, AX ye hareketin rélatif hizi,
AX + C ye de hareketin siiriiklenme hiz1 denir.

Biri E’ sabit diizlem ve digeride E i ye gore hareket eden E hareketli diizlem
olmak iizere E* diizlemindeki hareketleri E/E’ bigiminde gosteririz. A ve C

matrisleri bir  t€ IR parametresinin fonksiyonlari iseler bu harekete bir

parametreli hareket denir ve B, = %/ ile gosterilir.

2.1 Dénme Polii ve Pol Yoriingeleri

Oklid anlaminda bir parametreli B, = %/ hareketinde E de sabit bir X noktasinin

her t aninda Vf stirtiklenme hizinin sifir oldugu noktalar hareketli ve sabit diizlemde

sabit noktalardir. Bu noktalara hareketin pol noktalari denir.

Teorem 2.1.1: Agisal hizi sifir olmayan bir B, = %/ hareketinde, her t aninda

her iki diizlemde sabit kalan bir tek nokta vardir.

ispat: X€ E noktasi E de sabit olacagindan V., =0 ve ayni nokta E’ diizleminde

r

de sabit olacagi igin V; = O olacaktir. O halde bu cins noktalar i¢in V, =0
ise
V,=0= AX+C=0 = x=—A4"'C (1)

olur. Gergekten,

cosp sing@ i —¢sing  @cos@
—sing cosgp |~ |-gcosp —¢@sing

oldugundan
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: —sin cos a ' a
A=¢ ¢ ) ¢ C= 0C=]|.
—cos@ —sing b b

det A= (p , @ #sabit alinirsa det A #0ve dolayisiyla A regiiler yani A—l

mevcut olur ve

9
dir. Dolayisiyla Vf= 0 denkleminin bir tek X ¢oziimii vardir. Bu X noktasina

A“-l —sing —cosQ
N cosQ —sin@

hareketli diizlemdeki pol noktasi denir. Bu nedenle ( III) * den
1| asing+bcos
X =p=—| 5@ TOC05P
—acos@Q +bsing

®

veya vektor olarak

X = P=—l.—(dsin(p +bcosQ,—dacosp +l§sin(p)
@

ve sabit diizlemdeki pol noktasi (I ) den
P’ =apP+cC
dir. Bu degerler yerlerine yazilir ve hesaplanirsa

veya vektor olarak

® ¢
bulunur. Burada V t igin (O(t ) # (0 kabul ediyoruz. Yani, agisal hiz sifir olmasin.

Bu durumda her t aninda hareketli ve sabit diizlemlerin her birinde bir tek pol
noktasinin oldugunu sdyleyebiliriz.

¥= P’=(l‘b+a,—l,d+b)

Tamm 2.1.1: P = (p,,p,) noktasina B, =%z bir parametreli Oklid

hareketinin t anindaki polii veya ani donme merkezi denir.

Teorem 2.1.2: P poliinden X noktasina giden pol 151n1,V t aninda Vf stiriiklenme

hiz vektériine Oklid anlaminda diktir.

ispat: Y=AX+C=X=A" (Y -C)
Y=AX+C=V,
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AX +C =0 denP=—A"'C hareketli diizlemdeki pol noktasi
Y =AX+C
Y=P'=A(—A"'C)+C sabit diizlemdeki pol noktas
P'-C=-AA"'C, C=-A"A(P'-C)
bu degerleri V, = AX +C de yerlerine yazilirsa
V,=AA(Y-P)=AA"' PY
AA™' P'Y degeri hesaplanirsa vektor olarak
Ve = AA™ PY= Oy, = p2)— (i —p)))
bulunur.

P,Y=((y1 =P (¥, = P3))

dir. Buna gore,
’
(v,.PY) =0
bulunur.

Teorem 2.1.3 : Vf stiriiklenme hiz vektoriiniin boyu

v, | =lollpx

’ dir.

ispat: V, =@ ((y, = p,)— (3= p)))
"Vf“: I(p,‘/(yz _p2)2 +(y1 _P1)2
= [el|PY]
dir.

Teorem 2.1.4: B, :E/E' hareketinde E diizleminin X noktalari, E”sabit

diizleminde normalleri P donme poliinden gegen yoriingeler gizerler (Sekil 2.1.1).

£

( P’) sabit pol egrisi

Vi

(P) hareketli pol egrisi

Sekil 2.1.1. Normalleri P poliinden gecen yoriingeler
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Tanim 2.1.2 : B, :E/E' Oklid hareketinde P pol noktalarimin E hareketli

diizlemindeki geometrik yerine B, = %/ hareketinin hareketli pol egrisi denir ve

(P) ile gosterilir. P noktasinin E’ sabit diizlemindeki geometrik yerine ise sabit pol
egrisi ve (P') ile gosterilir ( Sekil 2.1.2).

(P)

Sekil 2.1.2. Hareketli ve sabit pol egrileri

P pol noktasi E hareketli diizlemi tizerinde hareketli bir noktadir. Dolayisiyla P
noktas: (P) ve (P' ) pol egrilerini gizerken bu egrilerin herbiri izerinde birer hiza
sahiptir.

Teorem 2.1.5 : Sabit ve hareketli diizlemlerdeki pol egrilerini gizen P donme
poliiniin, (P ) ve (P") egrileri tizerinde, her t anindaki hizlari birbirinin aynidir.
Baska bir deyisle iki egri daima birbirine tegettir.

ispat: X € E noktasinin ( P ) egrisini gizme hizi V, ve ayrica bu noktanin (P”)
egrisini ¢izme hizida V, dir. V=0 oldugundan V, =V, dir.

Tanim 2.1.3: Her tannda & ve o gibi iki egri birbirine teget ve bu iki egriyi
gizen noktanin bu egriler iizerinde df kadar zamanda aldiklari ds ve ds’
yollarmin uzunluklart ayniise o ve o egrilerine birbiri tizerinde kaymaksizin
yuvarlaniyorlar denir.
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Teorem2.1.6: Bir parametreli diizlemsel bir B] =E/E' Oklid hareketinde, E

diizleminin (P) hareketli pol egrisi E’ diizleminin (P’ ) sabit pol egrisi iizerinde
kaymaksizin yuvarlanir.

v

r

ispat : Bir egrinin yay elementinin tamimina gore (P) nin yay elementi ds =
ve (P’ ) niin ki de ds’ =“Va ” dir. (P) ve (P’ )igin V_ =V, oldugundan

ds = ds’ dir.
Bu teoreme gore, zamandan bahsetmeden bir Oklid hareketini tanimlayabiliriz. Bir

B, = %/ OKlid hareketi, E nin (P) hareketli pol egrisi, £ niin (P’ ) sabit pol

egrisi lizerinde kaymaksizin yuvarlanmasi ile elde edilebilir.

2.2. ivmeler ve ivmelerin Birlesimi

E Oklid diizleminin E” diizlemine gore B, = %/ Oklid hareketi mevcut olsun.

Bu hareket esnasinda E diizlemine gore, dolayisiylada E’ diizlemine gore hareket
eden bir X noktasi g6z oniine alinsin . X in hareketine ait hiz formiilleri elde
edilmisti, simdi ise X noktasinin ivmesine ait ivme formiilleri elde edilecektir.

Tamim 2.2.1: X noktasinin E hareketli diizlemine gore V, rolatif hiz vektoriiniin
tiirevi alinarak elde edilen

V. =AX

b, =V =AX
vektoriine X in E deki rolatif ivme vektorii diyecek ve onu b, ile gosterecegiz.

Bu tiirev alinirken X noktasi E de hareket eden bir nokta olarak diistiniildiigiinden A
matrisi sabit olarak alinmigtir,

Teorem 2.2.1: E hareketli Oklid diizleminde bir t parametresine gore hareket eden
bir nokta X olsun

b,=b, +b, +b,
dir(Burada b, = 2AX olup buna Oklid anlaminda Corilois ivmesi adin1 verecegiz)
(Hacisalihoglu, 1983) .

Sonug 2.2.1: Bir X € E noktasi E de sabit ise, X noktasinin siiriiklenme ivmesi
bu noktanin mutlak ivmesine esittir.
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Ispat :
V. =AX +AX +C

den her iki tarafin tiirevi alinirsa

V. = AX + AX + AX + AX +C

X noktasi sabit oldugundan tiirevleri sifirdir.

V,=AX +C=b, dr.

Teorem 2.2.2 : b, Coriolis ivme vektorii, V, rélatif hiz vektoriine Oklid

f
anlaminda diktir.

ispat: b, =2AX
. [—sin(p cos(p:HX,}
=2¢ . y
—cos¢p -—sin@ || X,

20 —Xl sin(0+X2cds(p
B —X,cosp—X,sing

=2¢ (— X, sing + X, cosp,—X, COS(p—XZSin(D)

ve

V. = AX

cosQ sin@ X,
- —sing cosQ Xz

=(X,cos@+ X,sing,—X,sing + X, cos)

bu degerler Oklid anlaminda iy, garpimi yapilirsa
(V.,b.)=0
oldugu goriiliir.

Sonug 2.2: E hareketli Oklid diizleminde, X hareketli noktasinin Coriolis ivmesi
sifir ise, B, hareketi bir kayma ( 6teleme ) hareketidir ve bu ifadenin tersi de

dogrudur.

Ispat: X noktasmin b, Coriolis ivme vektorii

b =2AX

c
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_ [—sin(p cosQ }{X,:I
=2¢ ) .
—cos@ —sing || X,

20 — X, sing + X, cosg
- ~X, cos(p-—Xzsin,(p

=2¢ (- X, sing+ X, cos@,~X, cosp - X, sin@)=0
dir. =% =10
=> (0 sabittir, yani B, = E/E' hareketi sadece kaymadan

ibarettir. Tersine B, = %/ hareketi sadece bir kaymadan ibaret ise (0 = sabit

olur. ¢ =0 sabittir. ¢ =0 olmasi b, =0 olmasi demektir.

2.3. Birinci ve ikinci ivme Polleri

Vf =0 denkleminin ¢oziimii bize birinci mertebeden ivme poliinii verir.

V,=AX+C=0=X=-A"'C
A:(p[—sin(p CO.S(/)}
—cosp —sing
A:{—(DZCOS(p—(ﬁsin(p —@*sing +@cos@
@ sing—@cosp —@’cosp—@sing
1 {—(pzcos(o—(p'sin(p qbzsin(p~(ﬁCOS(pJ

|l e

A =

@t ¢ | —¢ sing+@cosp —@>cos—@sing
bu degerler X = —~A™'C de yerlerine yazilirsa
1
X=Pf = ———.
o+

(c'i((pZ cosQ +@sin@) —b(@*sin@ —@Fcos@),d(@’ sin@ —@cos@)+b(g* cos@ + @sin (p))

seklinde olur. Burada P, e hareketli diizlemdeki birinci mertebeden pol egrisi
denir.
Sabit diizlemdeki pol egrisi B, ile gosterilirse

P'= AP, + C den
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—( (a(p +bqo)+a : ———{— a(p+b(p )+b)
(P (0 +(P

olarak bulunur.
V, =0 denkleminin ¢oziimii ise bize ikinci mertebeden ivme poliinii verir.
'V, =AX 46202 X =—AE
dir. Bu degerler hesaplanir yerlerine konulursa X hareketli diizlemdeki ikinci
mertebeden ivme poliinii verir ve P, ile gosterilir.
Py = sy [#(-30¢cosg + @ ~)sing) + b Ge@sing - (-9 +d)cos),)
(o +o) +(on)

(@(-3¢¢sing - (=9 +§)cosg) +5 (-3g@ cosp + (¢° ~ §)sin )

sabit diizlemdeki pol egrisi le ile gosterilirse,bu degerler

P/ = AP, +C
de yerlerine yazilirsa
Poo(—ag———5 [Bd¢g-b(¢" -P)]+a
Go@) + (@ -¢")’
1 ce

Gop)* + (@ -¢*)*

elde edilir.
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