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oxtrn nUZLEMiNDE BiRiNCi VE iKiNCi iVME POLLERi

H. ES*

Ozet

I-Parametreli hareketlerde MUller tarafindan genis bir sekilde incelenrnistir. Biz burada
matris metotlanru kullanarak Muller 'in elde ettigi sonuclara ulastrk. Aynca buna ilave
olarak yeni teoremler verdik.

* Ankara Universitesi Fen Fakultesi Matematik Bolurnu

1. Giri~

Bu cahsrnamn arnact kinematiktir. Bu cins hareketlerde hizlar kanunu ve ivmeler
kanunu, strasi ile ,

Va= Vr+ Vr

den ibarettir, burada Va ile b", mutlak hiz ile mutlak ivmeyi; Vr ile b-. suruklenrne
hizi ile silrtiklenme ivmesini, Vr ile b, de rolatif hiz ile rolatif ivmeyi ve be de
Coriolis ivmesini gosterrnektedir.

Anahtar Kelimeler: Bir Parametreli Hareket, Pol Noktasi
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2. OKLiD DUZLEMiNDE HAREKETLER

Tamm 2.1 : ( Mutlak HIZ, Suruklenrne HIZI, Rolatif HIZ )

E2 de gene 1hareketin denklemi A = A(t) E 0(2) ve C = C(t)E IR21

olmak uzere Y=A X + C (I)
dir (Hacisalihoglu, 1983). Bu denklemin t ye gore tilrevi ahmrsa

Y=Ax+AX+C (II). .
olur. Burada Y ye hareketin mutlak lnzi, AX ye hareketin rdlatif luzr,

Ax + C ye de hareketin silriiklenme htzt denir.

Biri E' sabit diizlem ve digeri de E' ye gore hareket eden E hareketli diizlem

olmak uzere E2 duzlemindeki hareketleri %' biciminde gosteririz. Ave C

matrisleri bir tE IR parametresinin fonksiyonlan iseler bu harekete bir

parametreli hareket denir ve B, = %' ile gosterilir.

2.1 Donme Polii ve Pol Yorungeleri

Ok lid anlammda bir parametreli B, = %' hareketinde E de sabit bir X noktasmm

her t arunda Vj silrUklenme hrzimn sifir oldugu noktalar hareketli ve sabit duzlemde

sabit noktalardir, Bu noktalara hareketin pol noktalan denir.

Teorem 2.1.1: Acisal hizi sifir olmayan bir B, = %' hareketinde, her t arunda

her iki duzlernde sabit kalan bir tek nokta vardir,

ispat: XE E noktasi E de sabit olacagmdan V, = 0 ve aym nokta E'dtizleminde

de sabit olacagi icin Vj = Uolacaknr. 0 halde bu cins noktalar icin Vj = 0
ise . .

Vj = 0 => AX + C = 0
olur. Gercekten,

• 1 •
=>x=-A-C ( III )

[
COS qJ

A=
- sin qJ

sinqJ] , A=[-~sinqJ
cos qJ - qJcos qJ

¢COSqJ ]
- ¢ sin qJ

oldugundan
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. .[-sincpA=cp
- coetp

coup ]
- sin cp

. . -I
det A = ¢, ({J '* sabit almirsa det A '* 0 ve dolayisryla A regtiler yani A
mevcut olur ve

- c~s cp]
- SIn cp

dir, Dolayisryla VI = 0 denkleminin bir tek X cozurnu vardrr. Bu X noktasma

hareketli duzlemdeki pol noktasi denir. Bu nedenle ( III) , den

X = P =.!.[ a sin cp+ b~oscp ]
¢ -acoscp+bsincp

veya vektor olarak

X = p = ~(asincp +bcoscp,-acoscp +bsincp)
cp

ve sabit dtizlemdeki pol noktasi ( I ) den
p' =AP + C

dir. Bu degerler yerlerine yazihr ve hesaplarnrsa

Y = P' = ~ [~J[:]
veya vektor olarak

Y = r = ( ~ 6 +a,- ~ a + bJ
bulunur. Burada V t icin ¢(t) * 0 kabul ediyoruz. Yani, acisal hiz sifir olrnasm.

Bu durumda her t anmda hareketli ve sabit dtizlemlerin her birinde bir tek pol
noktasmm oldugunu soyleyebiliriz.

Tamm 2.1.1: P = (PI' P2) noktasina BI = %, bir parametreli Oklid

hareketinin t anmdaki poli.i veya ani donrne merkezi denir.

Teorem 2.1.2: P polUnden X noktasma giden pol ismr, V t amnda VI stirtiklenme

hrz vektorune Oklid anlammda diktir.

ispat: Y =AX + C => X = A -I (Y - C)
. . .

Y=AX +C=VI
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AX + C = 0 den P= - A -I C hareketli dtizlemdeki pol noktasi
Y=AX+C

Y= P' = A ( - A -IC )+C sabit dtizlemdeki pol noktasi

P' -C =- M,-IC, C = -A-IA(P' -C)

bu degerleri Vf = AX + C de yerlerine yazrlrrsa

Vf = AA-I (y - P') = AA-I p'y
AA -I r'r degeri hesaplarnrsa vektor olarak

Vf = AA -I p'y = ¢ «(Yz - P2)' - (YI - PI) )
bulunur.

drr. Buna gore,

(Vj ,p'y) =0

bulunur.

Teorem 2.1.3 : Vf stirUklenme hiz vektorunun boyu

ispat: Vf =¢«(Y2-P2)'-(YI-PI»)

IIVf//= 1¢1~(Y2 - P2)2 +(YI - PI)2

= 1¢lllp'yll
dlr.

Teorem 2.1.4: B, = %' hareketinde E dUzleminin X noktalan, E'sabit

dtizleminde normalleri P don me polUnden gecen yorungeler cizerler (Sekil 2.1.1).

( P' ) sabit pol egrisi

Sekil 2.1.1. Normalleri P poltinden gecen yorungeler
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Tamrn 2.1.2 : B, = %, Oklid hareketinde P pol noktalanrun E hareketli

dlizlemindeki geometrik yerine B, = %, hareketinin hareketli pol egrisi denir ve

(P) ile gosterilir. P noktasmm E' sabit dlizlemindeki geometrik yerine ise sabit pol
egrisi ve (P') ile gosterilir ( Sekil 2.1.2 ).

L'

Sekil 2.1.2. Hareketli ve sabit pol egrileri

P pol noktasi E hareketli duzlemi lizerinde hareketli bir noktadtr. Dolayrsiyla P
noktast (P) ve (P' ) pol egrilerini cizerken bu egrilerin herbiri lizerinde birer hiza
sahiptir.

Teorem 2.1.5 : Sabit ve hareketli dlizlemlerdeki pol egrilerini cizen P donme
polunun, ( P) ve (P') egrileri uzerinde, her t anmdaki hizlan birbirinin ayrudir.
Baska bir deyisle iki egri daima birbirine tegettir.

ispat: X E E noktasmm ( P ) egrisini cizrne hrzi v, ve ayrica bu noktanm (P')

egrisini cizme luzi da Va dir. VI = 0 oldugundan Va == v, dir.

Tatum 2.1.3: Her t anmda a ve a' gibi iki egri birbirine teget ve bu iki egriyi
cizen noktanm bu egriler tizerinde dt kadar zamanda aldiklan ds ve ds'
yollanrun uzunluklan ayru ise a ve a' egrilerine birbiri uzerinde kayrnaksizin
yuvarlamyorlar denir.
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Teorem2.1.6: Bir parametreli dUzlemsel bir BI = %1 Oklid hareketinde, E

dUzleminin (P) hareketli pol egrisi EI dUzleminin (pI ) sabit pol egrisi lizerinde
kaymaksizm yuvarlamr.

ispat : Bir egrinin yay elementinin tarnrmna gore (P) nin yay elementi ds = IIV, II
ve or , nun ki de ds' = IIVa II dir. (P) ve (pI ) icin Va = V, oldugundan

ds = ds' dUr.
Bu teoreme gore, zamandan bahsetmeden bir Ok lid hareketini tammlayabiliriz. Bir

B, = %1 Oklid hareketi, E nin (P) hareketli pol egrisi, EI nun (pI ) sabit pol

egrisi lizerinde kaymaksizm yuvarlanmasi ile elde edilebilir.

2.2. ivrneler ve ivrnelerin Birlesimi

E Oklid dUzleminin EI duzlernine gore B, = %1 Oklid hareketi mevcut olsun.

Bu hareket esnasmda E duzlemine gore, dolayrsiyla da EI dUzlemine gore hareket
eden bir X noktasi goz online almsin . X in hareketine ait hiz forrnulleri elde
edilmisti, simdi ise X noktasmm ivmesine ait ivme formGlleri elde edilecektir.

Tamrn 2.2.1: X noktasmm E hareketli duzlernine gore V, rolatif hiz vektorunun
tilrevi alinarak elde edilen

b =V = AXr r

vektorune X in E deki rOiatifivme vektorii diyecek ve onu b, ile gosterecegiz,
Bu tlirev ahmrken X noktasi E de hareket eden bir nokta olarak dusunuldugunden A
matrisi sabit olarak ahnrrusnr.

Teorem 2.2.1: E hareketli Oklid duzlerninde bir t parametresine gore hareket eden
bir nokta X olsun

ba=bf+bc+b,

dir(Burada be = 2AX olup buna Oklid anlarmnda Corilois ivmesi adiru verecegiz)
(Hacisalihoglu, 1983) .

Sonne 2.2.1: Bir X E E noktasi E de sabit ise, X noktasimn suruklenme ivmesi
bu noktanm mutlak ivmesine esittir.
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ispat : . .,
Va = AX +AX +C

den her iki tarafm turevi almirsa

v, = Ax +AX +AX +AX +C
X noktasi sabit oldugundan ttirevleri sifirdir.

Teorem 2.2.2: be Coriolis ivme vektoru, Vr rolatif hiz vektorune Oklid

anlammda diktir.

ispat: b =2AXe

. [-SinqJ
=2qJ

-COSqJ
CO.SqJ] [~I]

-SInqJ X 2

_ . [-XISinqJ+XzcoSqJ]- 2qJ. .
- X:I COSqJ - X 2 sin qJ

ve

Vr =AX

= [~::: ;~::] U:]
=( XI cosqJ + X 2 sin qJ,-XI sin qJ + X 2 COSqJ)

bu degerler Oklid anlammda i" carpirm yapihrsa

(Vr,be)=O
oldugu gorulur,

Sonuc 2.2: E hareketli Oklid duzleminde, X hareketli noktasmm Coriolis ivmesi
srfir ise, BI hareketi bir kayma ( otelerne ) hareketidir ve bu ifadenin tersi de
dogrudur,

ispat: X noktasmm be Coriolis ivme vektoru

b =2AXc
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. [-SinqJ=2Cp
-COSqJ

_ . [- XI sin qJ + X 2 COSqJ]
- 2qJ. .

- X I cos qJ - X 2 si n qJ

= 2 ¢ (-X I sin qJ+ X 2 cos qJ,- X I cos qJ - X 2 si n qJ) = 0
~¢=O
~ qJ sabittir, yani BI = %, hareketi sadece kaymadan

ibarettir. Tersine BI = %, hareketi sadece bir kaymadan ibaret ise qJ = sabit

olur. ¢ = 0 sabittir. ¢= 0 olmasi b, = 0 olmasi demektir.

2.3. Birinci ve ikinci ivrne Polleri

Vj = 0 denkleminin ~ozUmU bize birinci mertebeden ivme polunu verir.

V = Ax + t: = 0 ~ X = -A-Iej

. . [- sin qJ cosqJ ]
A=qJ

- cos qJ - si n qJ

A=[-¢2COsqJ-q;SinqJ -¢2SinqJ+q;COSqJ], IAI=¢4+q;2
¢2 sin qJ - q; cos qJ - ¢2 cos qJ - q; sin qJ

A -I = 1 [_¢2 ccsip -q;sin qJ ¢2 sin qJ -q;cosqJ ]
¢4 +q;2 -¢2sinqJ+q;cosqJ -¢2cosqJ-q;sinqJ

..-I ..
bu degerler X = - A C de yerlerine yazihrsa

1
X=~ = .. ? • 4 .qJ- + qJ
(a(¢2 cosrp + ip sin rp) - b(¢2 sin rp - ip cosrp),a(¢2 sin rp - ip cosrp) + b(¢2 cosrp + ip sin rp»)

seklinde olur. Burada ~ e hareketli duzlerndeki birinci mertebeden pol egrisi

denir.

Sabit duzlerndeki pol egrisi ~' ile gosterilirse

~'= A~ + eden
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I 1 ... ? •••• 1 .... ··.0
~ =( ..0 .4 (a({r +b(fJ)+a, .. 0 '4 (-a(fJ+b(fJ")+b)

(fJ"+(fJ (fJ-+(fJ
olarak bulunur.

VJ = 0 denkleminin cozumu ise bize ikinci mertebeden ivme polunu verir.

! V = A'X +C =o=> X = -A-IeJ
dir. Bu degerler hesaplanir yerlerine konulursa X hareketli duzlerndeki ikinci
mertebeden ivme polunu verir ve P2 ile gosterilir.

P2 = ( )/ , (qj( - 3¢¢ cOSqJ + (¢3 - iji)sin qJ) + ij'(3¢¢ sin qJ - (_¢3 + ij)) cosqJ),)
- </>3+ iii + (3</>¢)-

~ Ci( -3¢¢ sin (fJ - (_¢3 + cp') cos (fJ) + ;;'(- 3¢¢ cos (fJ+ (¢3 - cp') sin (fJ))

sabit duzlerndeki pol egrisi P; ile gosterilirse.bu degerler

P; = AP2 + C
de yerlerine yazihrsa

p' _ 1 [(3ci(jJ¢-;;'((jJ3 -cp')]+a,
2 -( (3¢¢) 2 + (cp' _ ¢ 3)2

1 [(3;;· (hili _ Ci(ri-! _ (r. 3 ))] + b)
(3¢¢)2 + (cp' _¢3)2 '1-"1-' 't' -r

elde edilir.
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