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Bu calismada cat' gruplart ve caprazlanmis modulleri
hesaplayabilmek icin, grup teorisi programlama dili olan GAP [II} program I

ile yazdtgtmtz bir program paketini [2} sunduk. Bu programda caprazlanmts
modiiller ve cat' - gruplarin morjizmlerinin yam sira bu morfizimlerin
bileskesini iceren fonksiyonlar yer almaktadir. Aynca paket icerisinde
caprazlanmts modullerin derivation 'u ve bir cat' - grup 'un section'imda
yerlestirmis bulunmaktaytz. Caprazlanmis modullerin kategorisi XMod ile
cat' - gruplartn kategorisi Catl arasindaki esdegerlik bagtnttstnt
gerceklestirecek olan funktorlar da yer almaktadir. Ek olarak bu caltsma,
dereceleri 36 olan gruplarin cat I - gruplarinin izomorfirmlerin tablo halinde
stralanmasint icermektedir. Kucuk dereceden gruplartn cat I - gruplartntn
izomorjizmleri [l) de verilmistir. 41-47. dereceden gruplarin ca/-
grup 'lartntn izomorjizmleri de [3} de verilmistir.
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1. cmts

Bu cahsmadaki esas arnac, grup teorisi program lama dili olan GApl program I

vasitasi ile yazrlrms olan cat' - gruplan ile caprazlanmis moduller arasmdaki
esdegerlik bagmtisrm iceren paket XMOn2,u tarumlamanm yam sua, bu program
paketinin cahstmlmasi sonucu elde etmis oldugumuz sonuclan vermektir. yazilan
paket program 1997 yihnda GAP3 dilinde yazrlrms olup, daha sonra GAP4
versiyonu da duzenlenmistir, Elde edilen sonuclar GAP4 versiyonu cahstmlarak
elde edilmistir, Caprazlanrrus modul kavrami ilk olarak 1. H. C. Whitehead
tarafmdan [12]' da tammlandi. Bu konu uzerinde cesitli calismalar yapildr. Bu
cahsmalann hemen hemen hepsinde sol etki (action) kullamldi. Fakat biz, bilgisayar
programlanmn coguna uygun olmasi nedeniyle sag etkiyi kullanacagiz. Ikinci
bolurnde, caprazlanmis rnoduller ve onlarm derivation'lannm yam sira cat' -
gruplan ve onlann sectionlannm temel ozelliklerini ammsatacagiz. Bolum 3, bu
ahmlan konulann GAP programma aktanlrnasim icermektedir, Aynca bu bilgisayar
uygulamalannm aynntih bir ornegi de bu bolumde sunulrnustur. Bolurn 4' de,
dereceleri 36 olan gruplann cat' - gruplanrun siralanmasiru iceren bir tablo yer
almaktadir.

2. <;APRAZLANMI~ MOnULLER VE CATl
- GRUPLAR

Bu bolumde birbirine esit olan iki kategoriyi hatirlamaya cahsacagrz ki bunlar,
caprazlanrms moduller kategorisi XMod ve onlann morfizmleri; cat I - gruplar
kategorisi Catl ve onlann morfizmleri . Aynca, bu kategoriler arasmdaki esdegerlik
bagmnsiru sergileyen functorlan da tammladik.

Asagidaki ozellikleri saglayan ve S Iizerinde R' nin bir etkisi ile birlikte bir

grup homomorfizmi a x = (a: S ~ R) , e caprazlanrrus modul denir. Burada

a genellikle boundary donusum olarak tammlamr.

Cm!:

Cm2:

a(s')=r-I(as)r

taS =S-ltS.

herbir S,tE S ve rE R,

Verilen iki caprazlanmis modul X = (a: S~R) ve x' = (a: s' ~R')

arasmdaki morfizm bir homomorfizm (a, p) ciftidir ki, a: S~ S' ve

p : R ~ R' homomorfizmleri

I www.gap.dcs.st-andrews.ac.ukl-gap/
2 www-history.mcs.st-and.ac.ukl-gap/Sharelxmod4.html
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s

d d'

R ---------:31> R'
p

i)'a = pi) ve a(Sr) = (asr: ozelliklerini saglar. X = X' iken a, p
otomorfizm olup (a, p) cifti X in bir otomorfizmidir. Otomorfizmlerin grubu

Aut(X) seklinde gosterilir. Caprazlanmis modii! X in Whitehead monoid'i olan

Der(X), ilk olarak [13] de tanrmlandi, Burada Der(X) , asagidaki ozellikleri

saglayan R den S 'e olan turn monoid donusumlerdir,

Der 1:

Der2:

x(qr) = (Xq)'(Xr)

(XI 0 x2)(r) = (X/)(X/)(Xldx2r).

Tersi olan monoidler regular olarak isimlendirilir. Der(X) 'in grubuna

Whitehead grup denir ve W(X) seklinde gosterilir. Kucuk dereceden gruplann
whitehead gruplan [4] de tanunlanrmstir. Bir caprazlanrms modulun actor'u

(~: W(X)~ Aut(X)) Norrie tarafmdan [10] de tanrmlandi. Norrie
Caprazlanrms modulu olan cat' - gruplar Alp tarafmdan [5] de verildi. Daha soma J.
L. Loday [9] caprazlanrrus modul notasyonunu, bir grup G ile birlikte iki

homomorfizm t, h : G ~ G ve sahip olduklan ayru image Rile l-cat grup

olarak yeniden formule etti. Bu cahsmada, grup G ile birlikte bir subgrup R ve iki

orten fonksiyonu t, h :G ~ R ayru zamanda bir embedding e: R ~ G
den olusan ve asagrdaki ozellikleri saglayan C = (t,h : G~ R) i cat' - grup
olarak ifade edecegiz,

Catl: te=he=idR,

Cat2: [kerh,kert] = {1c}.

Genellikle t, h, C ' nin source ve target': olarak isimlendirilir, fakat yazilan GAP
programmda onlan tail ve head olarak nitelernekteyiz, cunku source bir fonksiyonun
tamm cumlesi icin kullarulrms GAP ifadesidir.
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Iki cat' - grup arasmdaki morfizm ( C ~ c' bir homomorfizm (y, p)

ciftidir ki bunlar (y : G ~ G' ve p :R ~ R')

y
G -----~G'

t h t' h'

R -----~R'
p

asagrdaki ozelligi saglarlar.
h'y = ph, t'y = pt, e' p = yeo

Caprazlanmis modulun bir derivation': cat' - gruplarda bir section'a karsrlik

gelir. C nin bir section 'u g :R ~ G bir grup homomorfizmi olup asagidaki
ozellikleri saglar.

Sect 1: tg = id ,,

Sect 2: hg E End(R),

Sect 3: (gl og2)(r) = (g2r)(ehg2rrl(glhg2r).

Asagidaki sekil, cesitli gruplar ve homomorfizmler arasmdaki iliskiyi gosterir,

ro E o
Aut(S) ---------------------.,. S G

a; hx a

~------- R R

U
p
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3. GAP UYGULAMASI

Grup teorisi programl olan GAP kendisine ozgil olan kayit alan Ian ve
output'u ile [ll)'de duzenlendi, Biz caprazlanrms modulleri, cat' - gruplan ,
derivation'lan ve onlann morfizmlerinin yam sira iliskili olduklan konulan
hesaplayabilmek icin GAP prograrru dilinde yazilmrs 350 tane fonksiyon iceren
bir program paketi [2] gelistirdik.

Caprazlanrms modul X: (J :S--7 R) 'i asagrdaki kayit alanlan ile GAP
programma uygun olarak duzenledik.

X.source,
X.boundary,
X.range,
X.aut,

X.action,
X.isXMod,
X.isDomain,
X.operations,
X.name,

J ' run source grubu S ,
homomorfizm a ,
a' run range.grubu R,
S ' nin otomorfizmlerin grubu,

bir homomorfizm R --7 X.aut ,
kontrol fonksiyonu, normal olarak dogru,
daima dogru,
XModOps islemlerinin bir ozel seti,
S ve R 'nin isimlerinin birbirine baglanmasi.

XModOps islerni ozel bir output formu ile birlikte derece; elernanlann listesi;
cekirdek gibi fonksiyonlan icerir.

mor=(a,p):X --7YCaprazlanrrus modullerin bir morfizmi

asagidaki kayit alanlanndan olusur:

mor.source,
mor.range,

mor.sourceHom,
Y.source,

mor.rangeHom,
Y.range,

mor.isXModMorphism,
mor.operations,

seti,
mor.name,

baglanmasi.

caprazlanrms module X'in source grubu,
caprazlanrms module X'in range grubu,

homomorfizm a : X.source --7

homomorfizm p: X.range --7

kontrol fonksiyonu, normal olarak dogru,
XModMorphismOps islernlerinin ozel bir

X ve Y'nin isimlerinin birbirine

XModMorphismOps islemi cekirdek; image; bileske; ters morfizm; ve
IsEpimorphism gibi bazi test fonksiyonlanm icerir. S 'nin elemanlanrun bir
listesi S.elements olsun. Derivation X, X 'nin imagelerinin S.elements deki
yerlerinin bir listesi olarak algrlamr, Ornegin, identity listedeki ilk eleman

oldugu icin X: R --7 S, r H id listede [1, 1, ... , 1] seklinde
kaydedilir. GAP dilinde yazrlrrus olan AllDerivations fonksiyonu caprazlanrms
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module X'e .derivation alarum ekler ki bu alan asagidaki kayit alanlanndan
olusur,

D.table,
D.regular,
D.position,
D.regpos,
D.elsrc,
D.elrng,
D.xod,

imagelerin listelerinin listesi,
regular derivationlann sayisi,
belirli pozisyonlann listesi,
regular derivationlann pozisyonu,
X.source'un elemanlan,
X.range'in elemanlan,
caprazlanrms modul X'e donus,

Derivasyonlann bilgisayar uygulamasi sonucunda elde edilen bazi onernli
sonuclar da [8] de verilmistir. Program paketinde cat' - group C, asagidaki
kayit alanlan ile tammlandr:

C.source,
C.range,
C.tail,
C.head,
C.embedRagne,
C.kernel,

grup,

C.embedKernel,
C.boundary,
C.isDomain,
C.operations,
C.name,

baglanmasi.
C.isCatGroup

source grup G,
range grup R,
tail homomorfizm t,
head homomorphism h,
R'nin G deki embedding e,
h'in cekirdegine izomorfik olan permutasyon

izomorfizm E : C ------7 G ,
h' in cekirdege kisitlanmasr a,
set dogru,

CatlGroupOps islernlerinin ozel bir seti,
source ve range isimlerinin birbirine

kontrol fonksiyonu, normal olarak dogru.

Catl - gruplann bir morfizmi mor, caprazlanrms modul morfizminin sahip
oldugu kayit alan lara sahiptir. Catl - gruplann GAP programma uygulanrnasi
sonucu elde edilen bazi ozel sonuclar da ALP tarafindan [7] de verilmistir.

~ :R ------7 G ye tanimlanan bir section asagidaki kayrt alanlanru icerirki
bunlar:

xi.source,
xi. range,
xi.generators,
xi.genimages,
xi.car',
xi.operations,
xi.isSection,

C nin range grubu R ,
C nin source grubu G,
R nin uretec kumesi,
Ureteclerden secilen goruntuler,
Cae-grup C,
Ozel islern seti,
Kontrol fonksiyonu normalde dogru,

bicirnindedir. Yine sectionlann bilgisayara uygulanma algoritmalan [6] da
verilmistir,
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Ornek 3.1

Asagida, derecesi 24 olan grup d8c3 lin kendisinden kendisine tammlanan
caprazlanmis modul ve baglantih oldugu islemler yer almaktadir.

gap> X:=XModSelect(24,4,"conj");
Crossed module [d8c3->d8c3]
gap> XModPrint(X);

Crossed module [d8c3->d8c3]
Source group d8c3 has generators:
[ (1,2,3,4) (5,6,7), (2,4) ]
Range group = d8c3 has generators:
[ (1,2,3,4) (5,6,7), (2,4) ]
Boundary homomorphism maps source generators to:
[ (1,2,3,4) (5,6,7), (2,4) ]
Action homomorphism maps range generators to

automorphisms:
(1,2,3,4) (5,6,7) --> { source gens --> [ (1,2,3,4)

(5,6,7), (1,3)]}
(2,4) --> { source gens --> [ (1,4,3,2) (5,6,7),

(2,4) ] }
These 2 automorphisms generate the group of

automorphisms.

gap> C:=Cat1XMod(X);
cat I-group [Perm(d8c3 IX d8c3) ==> d8c3]
gap> Cat1Print(C);

cat1-group [Perm(d8c3 IX d8c3) ==> d8c3]
: source group has generators:

[(4,13) (5,14) (6,15) (7,22) (8,23)
(9,24) (25,26,27,28) (29,30,31), (7,22) (8,23)
(9,24) (10,19) (11,20) (12,21) (26,28),
(1,11,18,19,2,12,16,20,3,10,17,21)
(4,8,15,22,5,9,13,23,6,7,14,24), (1,4) (2,5) (3,6) (7,19)
(8,20) (9,21) (10,22) (11,23) (12,24) (13,16) (14,17) (15,18
) ]

range group has generators:
[ (1,2,3,4) (5,6,7), (2,4) ]
tail homomorphism maps source generators to:
[ (1,2,3,4) (5,6,7), (2,4), (), ()]
head homomorphism maps source generators to:
[ (1,2,3,4) (5,6,7), (2,4), (1,2,3,4)

(5,6,7), (2,4) ]
: range embedding maps range generators to:

[ (4,13) (5,14) (6,15) (7,22) (8,23) (9,24)
(25,26,27,28) (29,30,31), (7,22) (8,23)
(9,24) (10,19) (11,20) (12,21) (26,28) ]
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kernel has generators:
[ (1,2,3,4) (5,6,7), (2,4)
boundary homomorphism maps generators of kernel to:
[ (1,2,3,4) (5,6,7), (2,4) ]
kernel embedding maps generators of kernel to:
[ (1,11,18,19,2,12,16,20,3,10,17,21)

(4,8,15,22,5,9,13,23,6,7,14,24), (1,4) (2,5)
(3,6) (7,19) (8,20) (9,21) (10,22) (11,23) (12,24) (13,16)
(14,17) (15,18) ]
: associated crossed module is Crossed module [d8c3-
>d8c3]

gap> AD:=AllDerivations(X)i
AllDerivations record for crossed module [d8c3-
>d8c3],
: 108 derivations found but unsorted.
gap> RecFields(AD)i
[ "areDerivations", "isReg", "isAll", "genimageList"
"operations", "xmod",

"generators" ]
gap> WG:=WhiteheadPermGroup(X)i
WG([d8c3->d8c3] )
gap> RecFields(WG)i
( "isDomain", "isGroup", "identity", "generators",
"operations" ,

"isPermGroup", "isFinite", "1", "2", "3",
"elements", "name" ]

gap> S:=AllSections(C)i
AllSections record for cat1-group [Perm(d8c3 IX d8c3)
==> d8c3],

92 irregular ones found.: 16 regular sections,
gap> RecFields(S)i
[ "areSections", "regular", "isReg", "isAll",
"genimageList", "generators",

"cat1", "operations" ]
gap> A:=Actor(X)i
Crossed module Actor[d8c3->d8c3]
gap> XModPrint(A)i

Crossed module Actor[d8c3->d8c3]
: Source group WG([d8c3->d8c3]) has generators:
[ (1,2,3,4) (5,6,7,8) (9,12,11,10) (13,16,15,14),
(1,5) (2,6) (3,7) (4,8) (9,13) (10,14) (11,15) (12,16),
(1,9) (2,10) (3,11) (4,12) (5,13) (6,14) (7,15) (8,16) ]
: Range group has parent (
PermAut (d8c3) xPermAut (d8c3) ) and has generators:
[ (3,4) (6,7) (11,12) (14,15), (2,8) (3,6) (4,7)
(10,16)(11,14)(12,15),( 1,2)( 3,6)( 4,7)( 5,8)
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(9,10) (11,14) (12,15) (13,16) J
Boundary homomorphism maps source generators to:
[(1,8,5,2) (9,16,13,10), (3,4) (6,7) (11,12) (14,15),
(2,8) (3,6) (4,7) (10,16) (11,14) (12,15) J
Action homomorphism maps range generators to

automorphisms:
(3,4) (6,7) (11,12) (14,15) --> { source gens -->
[ (1,2,3,4) (5,6,7,8) (9,12,11,10) (13,16,15,14),
(1,5) (2,6) (3,7) (4,8) (9,13) (10,14) (11,15) (12,16),
(1,9) (2,10) (3,11) (4,12) (5,13) (6,14) (7,15) (8,16)J
gap> N:=Norrie(X);
Crossed module Norrie[d8c3->d8c3J
gap> XModPrint(N);

Crossed module Norrie[d8c3->d8c3J
Source group d8c3 has generators:
[ (1,2,3,4) (5,6,7), (2,4)J
Range group has parent (

PermAut(d8c3)xPermAut(d8c3) ) and has generators:
[

(3,4) (6,7) (11,12) (14,15), (2,8) (3,6) (4,7) (10,16) (11,14
)
(12,15), (1,2) (3,6) (4,7) (5,8) (
9,10) (11,14) (12,15) (13,16) J
: Boundary homomorphism maps source generators to:

[ (1,5) (2,8) (9,13) (10,16), (2,8) (3,6) (4,7)
(10,16) (11,14) (12,15) J
: Action homomorphism maps range generators to
automorphisms:

(3,4) (6,7) (11,12) (14,15) --> { source gens -->
[ (1,2,3,4)(5,7,6),(2,4) J }

(2,8) (3,6) (4,7) (10,16) (11,14) (12,15) --> { source
gens -->
[ (1,4,3,2) (5,6,7), (2,4) J }

(1,2) (3,6) (4,7) (5,8) (9,10) (11,14) (12,15)
(13,16) --> { source gens --> [
(1,4,3,2) (5,6,7), (1,2)
(3,4) J }

These 3 automorphisms generate the group of
automorphisms.

4. SONU<;LAR

Asagrdaki tabla, dereceleri 36 alan 14 tane grubun GAP prograrm
siralamasi ile birlikte, her grup rem tammlanan homomorfizmlerin

(Horns: G~G) sayismi , bu homomorfizmlerdeki idempotentlerin
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(Horns: J2 -----7 f) sayisim icermektedir. Bu idempotentler program

icerisindeki cat' - gruplan olusturmak icin gerekli olan t(tail) ve h(head)
homorfizmlerine denk gelmektedirler.
Boylece olusan cat' - gruplann (CGS) sayisirn, bunlar icerisinde de birbirlerine
izomorfik olmayan cat' - gruplarm (NICGS) sayrstrn ve bu cat' - gruplann
source grubunun (SG!) ismi ile birlikte range grubunun (RG!) isminin
listelenmis sekli de tabloda yer almaktadir.

GAP
No.

RGIIsim Homs
c---+c

CGS NI
CGS

SGI

36/1

36/2

36/3

36/4
36/5

36/6

3617
36/8
36/9

36/10

36/11
36/12
36/13
36114

c6c6

c18c2

c12c3

c36
c6s3

c3c6.c2

c4c3
(c22c3).c2
c2c32:c2

(c32c2).c2

d36
q36
s32

c32:c4

1296

144

324

36
216

72

513
99
2992

1460

400
164
484
172

112

16

28

4
48

12

48
6
159

47

51
11
67
11

532

28

76

4
24

8

20
5
354

118

30
10
28
10

16 c6c6,tr,c6,c6
c6,c6,c2,c2
c3,c3,c2c6,c2c6
c3c6,c3c6
c2c2,c3c3
c18c2,tr,c2,c2
c18,c18,k4,c9
c12c3,tr,c3,c3
c3c3,c4,c12,c12
c36,tr,c9,c4
c6s3,c6,c2,c2c6
k4,s3,d12,s3c3
c3c6.c2,c4
c12,c6.c2
a4c3,c3,c3c3,a4
(c22c3).c3,c9
c2c32:c2,c2,k4
s3,d12
d12,c32:c2
(c32c2).c2,c4
c6.c2,c6.c2
d36,c2,k4,d18
q36,c4
s32,s3,k4,d12
c32:c4,c4

tr,c6c6,c6,c6
c6,c6,c3c6,c3c6
c2c6,c2c6,c3,c2c6
c2,c2
c3c3,c2c2
tr,c18c2,c18,c18
c2,c2,c9,k4
tr,c12c3,c12,c12
c4,c3c3,c3,c3
tr,c36,c4,c9
tr,c6,c3c6,c3
c3c3,c6,c3,c2
tr,c3c3
c3,c3
tr,c2c6,k4,c3
tr,k4
tr,c3c6,c3c3,c6
c6,c3
c3,c2
tr,c3c3
c3,c3
tr,c18,c9,c2
tr,c9
tr,s3,c3c3,c3
tr,c3c3

Sonuc 4.1

8

8

4
8

4

4
2
8

4

4
2
4
2

Bu zamana kadar yapilan cahsmalar kullamlarak, cebirsel toplojide yer alan
caprazlanrms kare ve cat" - grup konulan, rahathkla grup teorisi program I olan
GAP'a aktanlabilir. Boylelikle, cat" - gruplarm da belli dereceden gruplar icin
srralanmasi islernleri gerceklestirilebilir.
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