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ÖZET
Bu çalışmada X  ve Y Banach uzayları ve F : X  —> Y lineer olmayan bir operatör olmak üzere Fix) = 0 şeklindeki 
denklemlerin tahmini çözümlerinin bulunması için uygulanan bir Newton iterasyon yönteminin yakınsaklığı ve 
başlangıç yaklaşımların iyi seçilebilmesi problemleri İncelenmektedir

SUMMARY
In this study the problem of carefully selecting initial condition and convergence of the Newton 
Method was examined for the possible solution of F(x) = 0 with the X and Y Banach spaces and 
F : X —> Y nonlinear operator.
Anahtar Kelimeler: Yakınsaklık, Freshe Türevi,Yuvar, Freholm integrali.
Key WordsrApproximation,Freshe Differantion,Disc,Fredholm Integral

GİRİŞi
X ve Y Banach uzayları, L(X,Y), (L(X) = L(X,X ) ) X ‘den Y ‘ ye sınırlı lineer operatörler uzayı ve A e  
L(X,Y) için

||zf| = Sm/?{||/1x|| : ||jc|| < 1 }
olsun. X’de açık bir E d  X kümesinde tanımlı lineer olmayan bir F : X —> Y operatörü verilsin. Eğer 

\F(x0 + h ) - F ( x 0) - A h \ \ =o  
h

olacak şekilde bir A e  L(X,Y) operatörü mevcut ise F operatörü X0 e E noktasında Freshe

türevlenebilirdir (türevlenebilirdir) denir. Bu durumda A operatörüne F operatörünün X0 noktasında

Freshe türevi ( 3  — türevi ) denir ve A = F (x 0) şeklinde gösterilir. F : X —>Y operatörünün E d X

kümesinin her noktasında 3  — türevlenebilir olması halinde F operatörü E üzerinde 3  — türevlenebilirdir 
denir.
X ve Y Banach uzayları, F : X —> Y lineer olmayan bir operatör olmak üzere

F(x) = 0 (1)
şeklinde bir denklemin , eğer varsa, X* e X gerçek çözümünün bulunması istenir.

F operatörü r >0 yarıçaplı S r (X0 ) = { X e X  : x —X0 < r }  yuvarında 3  — türevlenebilir bir

operatör olsun. x0 e X elemanı (1) denkleminin istenen x e S (X0) gerçek çözümü için başlangıç 
yaklaşım olmak üzere ardışık yaklaşımları

■*„ = - [ F (x„-,)T' F(x„) n=  1,2,3.... (2)
şeklindeki bir bağıntı yardımıyla tanımlayalım. Belirtelim ki (2) bağıntısı her n= 1,2... için, eğer 
varsa, [ f  (x„_, )] 1 : Y —> X ters operatörünün bulunması dummunda gerçeklenebilir.

Uygulamalarda bu ters operatörlerin bulunmasındaki zorluklar nedeniyle bir tek x 0 noktasında 

f/7 (x0)] 1 : Y —> X ters operatörünün varlığı durumunda (2) dizisi yerine

x n = x„-ı- [ ^ 'U o ) ] " 1 F (x «-\) «=1,2,3.... (3)

bağıntısı yardımıyla tanımlanan ( Xn ) dizisi tercih edilir.
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Kaynaklarda (2) iterasyon yöntemine esas , (3) yöntemine ise değiştirilmiş Newton Metodu (Newton 
İterasyon Yöntemi ) adı verilir. Lineer olmayan fonksiyonel (cebirsel, diferansiyel , intégral v.b.) 
denklemlerin çözümlerinin bulunmasında sık sık kullanılan (2) ve (3) Newton iterasyon yöntemlerinin 
incelenmesi adı altında oldukça fazla sayıda çalışma vardır. Özellikle Kantoroviç L.V. [ 1] .Kantoroviç 
L.V. ve Akilov G.P.f 2] , Mysovskih Î.P. [ 3] , Vertgeim B.A. [ 4] , Anselone P.(ed.) [ 5] , Moore R.H. [ 
6] , Krasnoselski M.A.ve b.[ 7] ,Rall L. [ 8] , Ortega J. ve Rheinboldt W.[ 9] bunlardan birkaçı olarak 
verilebilir.
Şimdi (2) ve (3) Newton iterasyon yöntemlerinin yakınsaklığı ile ilgili pratikte en uygun varyantlardan 
olan şu belli sonuçları ifade edelim.

Teorem 1. X ve Y Banach uzayları olmak üzere F : X —> Y operatörü aşağıdaki koşulları sağlasın :
1. r > 0 ve x 0 e X olmak üzere F operatörü S r ( X0 ) C  X yuvarında 3  — türevlenebilirdir.

2. F ( x ) türevi S r ( x 0) yuvarında l katsayısı ile Lipshitz koşulunu sağlar , yani her

X , y s  S r ( X0 ) için

||f '(x) - f ,(t ) | |< / | |x - y || (4)

dir.
3. F ( x ) : S r (X0) —>Y operatörünün sürekli \_F (x)] 1 tersi var ve her x e S (.(X0) 

için
||[ F '( x ) r 1|| < m

olacak şekilde bir m > 0  sayısı mevcuttur.
4- \\F(Xo)\\ ^  V ■

Bu durumda eğer

Newton iterasyon prosesinin yaklaştığı bir 
çözümü vardır ve terimleri (2) bağıntısı ile tanımlanan ( Xn )

q = — m lr> < 1 ve2
r  = m r f y  q 2 < r

1=0

denklemininise (1) denkleminin (2 )
x ‘ e  S  (x0) =  {x e  X  : ||x -  x0|| < r

dizisinin x  'a yaklaşma hızı

k  - X  <■
1 - q

yr »> n

eşitsizliği yardımıyla verilir.
Teorem 2. X Banach uzayı F : X - 4 X operatörü S ,( .t0 ) c X  yuvarında 3  — türevlenebilir ve 

F (x )eL (X ) operatörü her x , y e  S r ( x 0) için (4) eşitsizliğini sağlasın. Eğer ilave olarak 

F (X0 )eL(X ) operatörünün \_F (x0)] 1 tersi mevcut ve

||[F '(x0) r ,| |< m  , | |[ f '( x 0)]-1F (x 0) | |< / ;

olacak şekilde m > 0  , T] > 0  sayıları varsa 1 m lT] < 1 ve r0
(1 -  4 \ - 2 m l q ) /

/ m l  ~ r

dummunda (1) denkleminin bir tek X e 5 . (x0) çözümü vardır ve terimleri (3) bağıntısı yardımıyla 

tanımlanan Newton iterasyon prosesi x  çözümüne



(1 — J l  —linin)"
----- 1 — m n

y İ - İ m h j
hızla yaklaşır.
Bu teoremlerin ispatlan için [ 2], [ 7],[ 10] ve [11] kitapları referans olarak verilebilir.
Belirtelim ki Teorem 1 ve Teorem 2 ' nin koşullarından görüldüğü gibi (2) ve (3) iterasyon proseslerinin 
yakınsaklığı x0 e X başlangıç yaklaşımının (1) denkleminin x  çözümüne yeteri kadar yakın olduğu
durumda gerçeklenebilir. Bu nedenle söz konusu özelliğe sahip başlangıç yaklaşımların iyi seçilmesi 
önem taşımaktadır.
İleride F (x )  operatörünün F (x ) = F 1( x )  + F 2 (.x) şeklinde gösterilebildiği varsayılır. E ğ e rF |(x )

operatörünün F , ( x ) 3  — türevinin \FX (x)] 1 tersi varsa ve kolayca bulunabiliyorsa ,F 2 ( x )
operatörü de norma göre yeteri kadar küçük bir operatör ise

F , ( x )  + F , ( x )  = 0 (5)
denkleminin tahmini çözümünün bulunması için terimleri

Xn = - [ ^ ( - V ı ) ] “ 1 ( ^ 0 „ - ı )  +  ^ ( - V ı ) )  «=1,2,3.... (6 )
veya

x n = - V ı - [ ^ ¡ O o ) ] “ 1 ( ^ 0 „ - ı  ) + ^><X-ı)) «=1,2,3.... (7)

şeklinde tanımlanan iterasyon proseslerinden birisinin kullanılması faydalı olur.
(6 ) ve (7) iterasyon proseslerinin yakınsaklığı benzer şekilde incelenebilir. Örneğin (7) iterasyon 
prosesinin yakınsaklığı ile ilgili şu teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 3. X bir Banach uzayı F t : X —> X operatörü S r ( X0) c: X yuvarında 3  — türevlenebilir ve her 

x , y e  S r(x0) için

||/r 'ı ( x ) - F  ı(_y)| < /1|x-_)'|| (8)

olacak şekilde lt > 0 sayısı, F | ( t 0)eL(X) operatörünün [/^ (x0)] 1 
tersi mevcut ve

||[^ o o r ' U ^ ı . |[ ^ ( x 0) r if;(x0) |< 7 1 (9)

olacak şekilde tnl > 0 , T)x > 0 sayıları varolsun. F , : X —> X operatörü için her x s S r ( x0) için 

||[^ (x 0) r 1F2( x ) |< ^  (10)

ve her x, y  e  S r ( x 0 ) için

||f 2( x ) - f 2(>i) | |< / 2||x - j || ( i d

olacak şekilde rj2 l2 > 0  sayılan varolsun.

- 2 « 1/,(//ı +V2)
--------------------s  r

tek bir x* e  Sâ (x0) çözümü vardır ve terimleri (7) bağıntısı ile tanımlanan ( xn 

q{ = 1 — ̂ /l —2 +f]2) + mxl2 olmak üzere

Eğer m, l2 < 1 -  2mlll (77, + 77, )  ve ¿ 0  = ise (5) denkleminin 

) dizisi X çözümüne

hızla yaklaşır.

k - * 1  ^ (7ı + n2) , « = 1,2 ,3 ....
1 -9 ı

( 12)
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İspat: (f>](x)  = X ~ \ F l {x0)Y 'F i(x)

<p2{x) = - [ f ;{x0) \ ' f 2{x)

ve 0 (x ) =  <j)x (x) + <f)2 (x) , x  e  S r ( X0 ) olmak üzere (5) denklemi

x  = <f>{x) (13)
şeklinde yazılabilir. </>(x) : X —> X operatörünün Banach Sabit Nokta Prensibinin koşullarını 
sağladığım görelim.
Her X e  Ss (x0) için

(¡){x) -  x0 = [Fx (x0) ] " 11 [Fx (x0 )(x -  x0) -  Fl (x) + Ft (x0)] -  [F; (x0 )]~' Fx (x0) -  [Fx (x0)]“' F2 (x)

eşitliği doğru olduğundan (8) , (9) ve (10) koşullan kullanılarak
\\</>(x)-x0\ \ < ^ m iI1S02 + ^ + > i2

elde edilir. ö0 > 0  sayısı

— m ^ S 2 -  S  + tjx + 7 2 = 0

denkleminin küçük kökü olduğundan son eşitsizliğin sağ yanı ö0 'a eşit olur. Böylece her

3-' e  S Sa (x0) için \()>(x) -  X0|| < Sa ve dolayısıyla </>(SSg (x0)) t r  SSg (x0) olur.

Şimdi ^ (x ) operatörünün Sgg(x0) yuvarında bir daralma operatörü olduğunu gösterelim. Her

X ,y  e  Ss0 ( xo)  ‘ Çin

<t>(x) -  (¡>{y) = x -  y  -  [F{ (x0)] 1 [F{ (x) -  F] (j0 ] -  [Fx (x0)] 1 \F2 (x) -  F2 (>’)]

olduğundan (8) ,  (9) ve (11) koşullarından
\<p(x) -  <f>(y)|  < (ot, /A  + m,/2)||x -  v||

eşitsizliği elde edilir. Dolayısıyla , m,”/," < 1 — + 7^) durumunda mlllS0 + m]l2 < 1

olduğundan ($(x) operatörü 5^ (x0) yuvarında g, katsayısıyla Lipshitz koşulunu sağlar, l-g, = 

^/l — 2/71,/j (/7j +tj2) — mJ2 ve ||^(x0) — x0| < (1 -  qx )ö0 olduğundan Banach Sabit Nokta 

Prensibi dolayısıyla (13) denkleminin ve dolayısıyla (5) denkleminin bir tek X e  S g (x0) çözümü 

vardır ve (7) bağıntısı yardımıyla tanımlanan ( Xn ) dizisi X çözümüne (12) hızla yaklaşır.

NOT : F j ( x ) = 0 denkleminin eğer varsa bir x 0 çözümü veya bu çözüme norma göre yakın olan 

herhangi bir eleman (7) iterasyon prosesindeki x 0 başlangıç yaklaşımı olarak kabul edilebilir.
İleride Teorem 3 'ün bazı uygulamalarını vereceğiz.

b
x( t)  = j f ( t , s , x (s))ds  , a < t < b  (14)

a
lineer olmayan Fredholm integral denklemi verilmiş olsun. Burada f  (t,s,x) , r >0 olmak üzere 

G ={(t,s,x) e  ü ’ : a < t , s  <b, - r  < x < r  }
üzerinde sürekli bilinen ve x(t)  ise bilinmeyen bir fonksiyondur. H(t,s,x) . G üzerinde sürekli ve x 
değişkenine göre 1. mertebeden sürekli kısmi türeve sahip olan bir fonksiyon ve 

Q(t,s,x) = f (t,s,x) - H(t,s,x) ,
b

F , ( x )(t ) = x{ t) - , s, x(s))ds  ,
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b
F 2 ( X ) ( 0 = -  J g ( i ,  S, x(s))üfr

a
olmak üzere (14) denklemi (5) lineer olmayan operatörlü denklem şeklinde yazılabilir. Bu durumda (7) 
iterasyon bağıntısı şu şekilde yapılır. [a,b] üzerinde sürekli x0 (t) fonksiyonu herhangi başlangıç

yaklaşım olmak üzere gelecek x n (t) , n=l,2,3--- yaklaşımlar 

h( t ) = xn (t) — xn_x (t) bilinmeyen bir fonksiyon olmak üzere

Fx (x0)h = - F t(xn_t) -F ,(x „ _ ı)  (15)
denkleminden bulunur.
C[a,b] , [a,b] üzerinde sürekli , reel değerli fonksiyonlardan oluşan bir vektör uzayı |j.|| :

C[a,b]—4 [0,oo) , |xjj^ = m ax{|x(g | İ t E \a,b\\  tanımıyla bir Banach uzayı olmak üzere X =( 

C[a,b]: IH ) olsun. H(t,s,x) fonksiyonu üzerine olan hipotez gereğince Ft : X  —> X  operatörünün 

x0 (f) E C[a,b] noktasındaki 3  —türevi
i

Ft (x0)h = h ( 0 -  j H x(t ,s,x0(s))h(s)ds
a

olduğundan (15) denklemi çekirdeği = H  x(t,S ,X0(s))  olan
b

h ( i ) -  = g„_,(t)

lineer integral denklem şeklinde yazılabilir. Burada 
W ) = x n 

ve
b b

g „ _ l(0  =  - ^ - i ( 0 +  J / / ( 7 ,5 ,X „ _ ,(5 ) )^ +  j’g (M ,X „ _ 1(s))ûfr
a a

dir. Teorem 3 kullanılarak şu teorem ispatlanabilir.
Teorem 4: X0(t) E C[a,b] başlangıç yaklaşımı ve H(t,s,x), Q(t,s,x) fonksiyonları için aşağıdaki koşullar 
sağlansın.
1. H(t,s,x) ve H x (t,s,x) fonksiyonları G üzerinde sürekli ve her (t,s) e  [a, b]2 ve her x t , X-, E [—r, r ] 
için

\Hx(t ,s,X|) -  H x(t ,s ,x2)| < /„|x, - x 2\ ;

2. 9?(i, i )  fonksiyonu K(t,s) = H r (t,s,x 0 (s)) çekirdeğinin rezolvantası (çözücü çekirdeği) olmak üzere
b

max { j]iR (i,j)|i/s : t e [a ,b ]}  < ın0 ;
a

3- ||/rı(Jco)|L -  0̂ ;
b

4. max { ^\Q(t,s ,x)\ds  : |x -  x 0 (i)| < r  , t  e  [a,b]} < tj0 ;
a

5. Herhangi (t,s) &[a,b]2 ve X,,X2 e [ - r , r ]  için

| Q(t, s ,xx) -  Q(t, s, x 2 )| < L0 |x, - x 2\ ;

6- q0 = 1 -  2(1 + m0)2(b -  a)I0(P0 +rj0)> (m0L0)2
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o la c a k  ş e k i ld e  m 0 , l0 ,P 0,r/g v e  L 0 s a y ı la r ı  m e v c u t  o ls u n .

Bu durumda
(1 + m0)(b -  a)l0S 0 = l - y j l -  q0 < r(l + m 0 )(b -  a)l0

ise (14) denkleminin bir tek x E  S ^ ( x 0) = {x E  C\a,b] : ||x — jc0 ||_ < r} çözümü vardır ve bu 

çözüm terimleri
b b

x„ (t) = JH (t , s, x„_, (s))ds + Jö (f ,5, xn_, (s))ds +
a a
b b b

(i) + \H{S,  x„_, (4))dÇ+\Q(s, 4, x„_, (4))dÇ]ds
a a a

( 16)
n = 1,2,3... biçiminde tanımlanan ( x n (t ) )  fonksiyon dizisinin limiti gibi bulunabilir ve

d 2 = 1 -  V1 — +(1 + m 0) ( b - a ) L 0
olmak üzere

n
| k  ~ X' H  7 ^  (1 + rn0)(P0 + T)0)

eşitsizliği doğrudur.
Gerçekten Teorem 3’ ün koşulları gereğince her X ,  y  E  S  (x0 ) için 

Ik (x) -  F1 0 ) 1  <(b a)l0 \\x -  ve

|[F1'(x0)]-, |L <l + m0 , ||[F1'(x0)]-1F1(x0) |[  = (l + »ı0)P0

olur. Üstelik her X G S r (x0 ) için

I b ,  (x0 ) ]-1F 2 (x)|| < (l  + m0)rj0
II II oo

ve her X , y  E  S r  (x 0 ) için

I \f 2 O) -  F 2 0)L ~ (b ~ fl)A> \\x -  y\L
ifadeleri doğru olduğundan Teorem 3’deki t)2 ve/, sayıları olarak sırasıyla (b — a)l0 ,

(1 + m0) , (1 + m0) P0 , (l + m0)j]0 ve (b — ö)Z0sayıları alındığında Teorem 3’ ün koşullarının 
sağlandığı ve dolayısıyla Teorem 4 ‘ün doğruluğu görülür.
Eğer Teorem 4 ‘de adı geçen H(t,s,x) fonksiyonu f(t,s,x) fonksiyonuna norma göre yeteri kadar yakın bir 
fonksiyon ise

b

x(t) = jH(t,s,x(s))ds
a

denkleminin çözümü (14) denklemi için bir başlangıç yaklaşım olarak kabul edilebilir. [2] Örneğin 
H(t,s,x) fonksiyonu olarak f(t,s,x) fonksiyonunun herhangi bir tam ortonormal (<pk ( v ) ) 0  fonksiyonlar 
sistemine göre

00
f(t,s,x)= J ^ f k ( t ,x )  <pk(s)

k =1
Fourier serisinin m. kısmi toplamı .yani
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H(t,s,x) = ̂  f k ( t , x )  (pv {s )

k = l

fonksiyonu seçilebilir. O zaman (15) denklemi dejenere çekirdekli lineer integral denklem olduğundan 
bu denklemin , s) rezolvantası kolayca bulunabilir.
Örnek:Lineer olmayan

ı , ,
(p(t) = j e s,e~lf,(sn2 d s  +  yft -•---(e -1) (17)

integral denklemini [6] Teorem 4 esasında inceleyelim.
<p(t) = Vf fonksiyonu (17) denkleminin bir çözümü olduğundan x, ( t ) = 0 fonksiyonu 

ı
x ( t )  = Je"(,"l)[e"2V7 x(s)- ' 2(s) -  \ ] ds , (18)

0
denkleminin bir çözümü olduğu açıktır.

H(s,x) = *-*2 - 1

Q(t,s,x) = (1 - )(e~2̂  *~x2 -  1) ve
1

F,(x)(Î)=x(f)- J//(s,x(s))i& ,
0

1
F 2( x ) ( i )  = J ö (7 ,s ,x ( i) ) i /5

o
olmak üzere (18) denklemi F , ( x )  + F 2 ( x )  = 0 operatörlü denklem şeklinde yazılabilir.
H(s,x) ve Q(t,s,x) fonksiyonları için Teorem 4'ün koşullarının sağlandığını görelim, r e  (0,1) olmak üzere 
x0 e 5 7 ( ö ) = { * G C[0,l] : \ \x \ l< > /2 } ve

G = {(t,s,x)e(î! : 0 < t , s  < 1, x0( s )  -  < x  < x 0( s )  + r/ ,  }

olsun. FI(s,x) ve H x (s,x) = — 2 ( V s + x )  e  2 sx x fonksiyonlarının G üzerinde sürekli oldukları 

açıktır. Her s e  [0,1 ] vehe rx , ,x 2 £ [ x 0(s) — ,x0( i )  + ^/^] için

|//v(.s,xl)- //r(s,x2)| < 2(1 + 2(1 + r)2)|x, - x 2\

eşitsizliğinin doğruluğu kolayca gösterilebilir.
X0( i)  e  S r/ (d)  herhangi başlangıç yaklaşım olmak üzere

/2
K(s) = H r (s,x0( s ) )  = — 2 (Vj + x0(î )) e  x°(s) r°<J) çekirdeğinin )R(5 ) rezolvantasını 

bulalım.
Bu nedenle Fx X  —> X  ( X  = (C[0,1] : ||| )) operatörünün x0 6  C[0 ,1] noktasındaki

i
Ft ( x 0 ) h ( t )  =  h ( t )  + 2 J"(Vs + x 0 ( s ) ) e 2^s x°(s)~x" (i>h ( s ) d s  

o
3 -  türevinin [ / r1 (x0)] 1 tersinin bulumnası veya bir başka deyişle <7( f ) eC [ 0 ,l] herhangi bir 
fonksiyon olmak üzere

ı
h ( t )  +  2 j(J~s + x0(s))e~2̂’ io('’)_jr° {s)h ( s ) d s  =  q ( t) (19)

o
lineer integral denkleminin çözümünün bulunması gerekir. (19) denkleminin çözümü
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c = 2 j(V7 + x0(s))e'2̂  x̂ ) x°2(s)h(s)ds
1

(20)

olmak üzere h{t) = q ( t ) - c  şeklinde olduğu açıktır. / ; ( / ) ’nin bu ifadesini (20) denkleminde yerine 
koyarsak x0 (f) başlangıç yaklaşımı için

T(x0 ) = 1+ 2 J (V 7  + x0(s))e~2̂  Jr°(s) 0
o

koşulu sağlandığında
2 1

c = ■ j"(Vs + x0(.s))e x«h) x« {s)q(s)ds
TOo) o

olduğu elde edilir. Böylece (19) denkleminin çözümü
2İR(.v) = ---------(Vs + x0 (s))e-2VJ *''> x-2,-,)

T(x0)
olmak üzere

1
h(t) = [F, (x0)]‘‘ q(t) = q(f)+ J9î(s)çr(s)ifo

o
olduğu görülür.
Herhangi (t,s) e  [0,1]2 , xn x2 £ \x0(s) -  ̂  ,x0(s) + ^ ]  için

|Q(t, s, x ,) -  Q(t, s, x 2 )| < 2(1 - 1)(1 + r)jx, -  x, 
eşitsizliğinin doğruluğu kolayca gösterilebilir.

2
m „

r(*„)0/| o
J |V s+ ^0(s)| e - ^ ^ ^ d s  ,

P0 = max {
i

xn( t )~  j(e.-2-4İ i„(î)-%2(î) ■1 )ds :re[0 ,l]}

ı
^  = m a x { j |l-e s('-1)|e -2V7"»(s,-if«2(s> -1 ds :t e  [0 ,1]}

(21)

olsun. Bu duranda Teorem 4’ deki m 0,l0,P0,r]u ve L0 sayıları olarak

sırasıyla m0, l0,P0, T]0 ve L0 = 2 (i — 1 ){r + 1) sayıları alındığında x0 e  S  (6 ) başlangıç
n

yaklaşımı için (2 1 ) koşulu ve

— 1 — 2[(1 + w0)/0] (P0 +rj0) > ( m 0 L0)

(1 + m0)l0ö0 =1 - V 1 _ io < r +

eşitsizlikleri sağlandığında (18) denkleminin bir tek X*(f) = 0  çözümü vardır ve bu çözüm terimleri

x H (i) = -  Je'('-l) (1 _ g-2& ̂ ds)-KPU) )ds

1 1
jM(s)[x„_1(s)+  x- ' a)~x’-2U))d^]ds (2 2 )
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n = 1,2,3,.... biçiminde tanımlanan (X„(i))  dizisinin limiti gibi bulunabilir ve (x„( f ) )  dizisinin 

x* (t) = O çözümüne q^ = 1 — *J\ — q0 + (1 + m0 )L0 olmak üzere

IKIL ^7^  (l + ̂ oKPo + %) n = 1,2,3....i q 3
hızla yaklaşır.
NOT : (22) bağıntısında X0 (i) başlangıç yaklaşımı olarak (18) denkleminin X, (?) = 0 çözümü 

alındığında her n = 1,2,3_için Xn (t ) = 0 elde edilir.
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