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OZET

Sirekli ortamlarin sonlu clemanlar yontemiyle analizi interpolasyon fonksiyonlari
vardimiyla olmaktadir. Bu interpolasyon fonksiyonlarindan genel olarak diigiim
noktalarinda ¥1degerini alan parametrik koordinatlarda yazilmis Lanrange tipinde
olanlari, sonlu elemanlar yonteminde daha sik kullamilirlar. Ancak ince plak ve
kabuklarin  analizinde Kirchoff modeli kullanilacaksa kullanmilan interpolasyon
fonksiyonlari, eleman diigiim noktalarinda yer degistirmenin kendisinin oldugu kadar yer
degistirmenin tiirevlerini de (kesit doénmelerinin de) diigiim noktalarinda saglamasi
gerekir. Bu yiizden Hermitien interpolasyon fonksiyonlan bu amag i¢in uygundur.

ABSTRACT

The continuum has been analysed by finite element method using interpolation functions.
In general Lagrangian type interpolation functions written at parametric coordinates
which have the values Flat nodes are used in finite element analysis. However, if
Kirchoff’'s model will be used in thin plate and shell analyses, these interpolation
functions must confirm displacement functions and their derivatives (section rotations) at
the element nodes. Therefore, Hermitien interpolasyon functions are convenient for this

purpose.

Anahtar kelimeler:interpolasyon, Hermitien, Sonlu eleman, Dértgen eleman.
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GIRiS

Plaklar ve kabuklar iizerinde ¢ok sayida ¢aligmalar yapilmistir. Sonlu elemanlar
metodunun ve bilgisayarlarin gelismesiyle bu konudaki problemler daha kapsamli ve
ayrnintili olarak ele alinmus, analitik ¢6ziimiin pek ¢ok halde imkansiz ya da ok zor
olmasi sebebiyle statik ve dinamik haller igin yaklagik g¢oziimler gelistirilmeye
calistlmastir.

Plaklarin egilme sirasindaki davramsini agiklamak igin Mindlin ve Kirchhoff
modelleri kullanilmaktadir.(R. D. Cook, 1994) Bunlardan Mindlin modeli kalin
plaklardaki davranisi, Kirchhoff modeli ise ince plaklardaki davranisi daha iyi agiklar.

Akigkanlar mekaniginde hiz alaminin  elde edilmesi igin potansiyel akim
fonksiyonunun tiirevine ihtiya¢ duyulmas: ya da ince plaklarin analizinde kullanilan
Kirchhoff tipi elemanlarda, deplasman fonksiyonunun tiirevleri ile birlikte
tammlanmasimin lizumu Hermite fonksiyonlarimn  kullamlmasini ihtiyag haline
getirir. (G. F. Pinder, 1982 ve R. D. Cook., at all, 1989)

Hermite fonksiyonlarilari, spline fonksiyonlardir. Bunlar fonksiyonlarin elemanlar
arasindaki degerlerinin oldugu kadar bu fonksiyonlarin arzu edilen mertebeden
tirevlerinin siirekliligini de dikkate alir. Bu 6zellik ¢oziimiin bir asamasindan sonra
tirev alma yoluyla ikinci asamanin elde edilmesi gerektigi durumlarda 6zellikle cazip
olmaktadir. E. O. Frind (1977) alan problemlerinde Hermitien tipteki isoparametrik
sonlu elemanlan incelemistir. Bu ¢alismada iki boyutlu, kuvadritik elemanlar igin
Hermite interpolasyon fonksiyonlarinin parametrik koordinatlarda elde edilme sekli
sunulmustur.

DORTGEN ELEMANLAR

b Sonlu elemanlar metodunda
A kullamlan elemanlar bir, iki, ya da
iic boyutlu olabilirler. Boyut sayisi
sistemin geometrisi ile ilgilidir. Bu
geometri iginde sistemin simrlarim
tamimlayan yiizey ya da gizgilerin
dogrusal olup olmamasina bagh
olarak bu elemanlar aym: zamanda
lineer veya egrisel simirh da
olabilirler. Eleman  simrlanmn
egrisel olmasi ve elemanin egrisel
bir yiizeye sahip olmasi durumunda
bu tiir elemanlar, 9 diigiim noktal,
egrisel kenarl1 ve uzayda bir yiizey
tamimlayan elemanlardir. Bu
elemanin kartezyen ve parametrik
eksenlerdeki durumu Sekil 1 de

Sekil 1 Bir Dortgen Elemanda Kartezyen ve S0rulmektedir.
Parametrik Eksenlerdeki Durumu.




3. HERMIT FONKSiYONLARI

Hermit fonksiyonlar1 birer interpolasyon fonksiyonlaridir. Bu interpolasyon
fonksiyonlari, asil fonksiyonlann diigiim noktalarinda sagladiklarni kadar, bu
fonksiyonlarin istenilen mertebeden tiirevlerini de diigiim noktalarinda saglarlar. Buna
gore herhangi bir fonksiyon eleman iginde,

w= [HOO' ]{w }+ [Hlo,. ]{%} [, ]{%} [, ]{%}--- i=123,.n

ey

ile verilir. Burada w eleman igindeki alan degiskeni, {w,}alan degiskeninin eleman
ow, ow, 2y

diigiim noktalanindaki degerini ihtiva eden vektor,{—-; {—X} ?—‘W—‘ alan
' 0Os ot Osot

degiskenin parametrik degiskenlere gore kismi tirevlerinin eleman diigim
noktalarindaki degerini ihtiva eden wvektér, s ve ¢ parametrik koordinatlarin
degiskenleri, [Hoo,-] [HIO,-] [Hm,] [H, 1,] Hermitien interpolasyon fonksiyonlarini

ihtiva eden matristir.

4. DOKUZ DUGUM NOKTALI DORTGEN ELEMAN iCIN
HERMIT FOKSIYONLARININ ELDE EDILMESI

Eleman tipinin dortgen oldugu durumlarda cleman geometrisi parametrik
koordinatlarda tanmimlanirsa, bu koordinatlarin degiskenleri olan s ve f nin eleman
tizerindeki diigiim noktalarinda aldig degerler,

1 numaral1 diigiim noktasinda s=-1 t=-1

2 numaral1 diigiim noktasinda s=0 t=-1

3 numaral diigiim noktasinda s=1  t=-1

4 numaral diigiim noktasinda s=1 t=0

5 numaral diigiim noktasinda si=1 =1 )
6 numaral diigiim noktasinda s=0 t=

7 numarali diigiim noktasinda s —1 r=1

8 numaral diigiim noktasinda s=-1 t=0

9 numaral diigiim noktasinda s=0 t=0

seklindedir. (1) denkleminde gorilen Hy, /g, Hy,, Hyy, yle fonksiyonlardir ki,
diigiim noktas1 numarasi j olmak tizere (3), (4), (5) ve (6) daki sartlan saglarlar.

Digim .HOklaSl Hoo, % % O’ H, 00
/ as o | e
i=j 1 0 0 0 3)
i#j 0 0 0 0
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Digiim noktast | H,, | 0H,,, OH 0 Hyy,

J Os ot D501
i=j 0 1 0 0 C))
i1 #] 0 0 0 0

Dugam noktast | Hy,, | 0Hoy | OHoy | 02H,,

J os | ot osot
I=7 0 0 1 0 3)
i#]j 0 0 0 0
Diigiim noktast | 1, Oty | OoHyy | 8%Hy,
J Os ot B0t
I=j 0 0 0 1 (6)
1#] 0 0 0 0

Dokuz diigiim noktali bir dortgen elemanda bu sartlan saglayan genel fonksiyon, her bir
digiim noktasinda dort serbestlik derecesi dikkate alinarak 36 adet katsayidan meydana
gelmelidir.

Hyy = (a1s5 4—[3154 +X153 +81s2 +81S+¢1)(0L2[5 +[32t4 +th3 +82t2 +821+(|)2)

@)

H, = ¢ ( 2 # 348,52 2 4Byt 13 +8,1% +e,t 8
IO_E 0ys” +BsT +y,87 +8;s +eis+; oat” + Byt + 07 + eyt + b, (8)

0
Hy, 25[((1155 +[31s4 +)(‘1s3 +61s2 +sls+¢),)(a2t5 +[32t4 +th3 +6212 +821+¢2)]

€))
H. = 8’ ( 5 4 3 3 5 4 3 2
1= \oysT +BysT +yysT 48,57 +e,5+ 9, Oyt +Byt7 +y 7 +8,1° +e,t + 0,
OsOt
(10)

(7) denklemi 36 adet katsayiyi verebilecek bir fonksiyondur. Bu fonksivonda
0, B X101, 01,05, B5.%2.85.85,0, (3), (4), (5) ve (6) sartlarim saglayacak sekilde
hesaplanmasi gereken katsayilardir. Parantezler agildiktan sonra ortaya ¢ikan denklem
tipine ait katsayilarin adedi 36 tane olup bunlarin hesaplanmasi daha kolaydir. Yukanida
kapali olarak verilen denklemlerin agik hali, Tablo 1.a, 1.b, 1.c ve 1.d de goriilmektedir.
Bu tabloda gériilen a; katsayilar sézii edilen hesaplanacak katsayilardir. Simdi her bir
digim i¢in s ve ¢ degerleri yazilarak her bir diigim noktas: icin Hyo, Hy,

Hyy, H,,, ifadeleri elde edilir. 36 bilinmeyenli 36 denklem ¢oziilerek elde edilen bu

ifadeler kapali formda, Tablo 2.a ve 2.b de verilmistir. Elde edilen bu interpolasyon
fonksiyonlarimin 6rnek olarak segilen 1, 2, 4 ve 9 numarali diigiim noktalarindaki 6rnek
grafikleri de Sekil 2a ve Sekil 2b de gosterilmistir.
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Sekil 2.a Hermit Interpolasyon Fonksiyonlarinin Grafikleri
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Sekil 2.b Hermit Interpolasyon Fonksiyonlarinin Grafikler
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5- UYGULAMA

Merkezil denklemi
x*+y? 427 =1

olan kiire yiizeyinin z>0 olmak iizere
x=+05 y=%F05 dizlemleri arasinda

kalan kismu Sekil 3 de goriilmektedir. Bu
. kiire yiizeyi parcasi iizerindeki noktalarin
- her s ve ¢ degerine kargilik gelen x, y ve z

~2 s > S degerleri ayn ayn analitik yoldan,
e . fo& > Lagrange ve Hermit fonksiyonlariyla elde
e P o & edilmis ve bu degerler Tablo 3 de
< verilmistir. Teorik degerlerden olan

sapmalar Tablo 4 de goériilmektedir.

Sekil 3 Kiire Yiuzey Parcasi

SONUC
Ince plak ve kabuk problemlerinde Mindlin tipi elemanlarinin kullanilmas: mesh-locking

denen hadiseye sebep olmaktadir(R. D. Cook.. at all.1989). Yani plak inceldikce, Kirchoff
tipi clemanlann kullanilmasi bu tiir analizler i¢in daha uygundur. Kirchhoff tipi
clemanlarda interpolasyon fonksiyonlarinin iginde asil fonksiyonlarin tiirevlerinin de
gorilmesi gerekir. Bu ise Hermit interpolasyon fonksiyonlarinin kullamilmasini gerektirir.

Tablo 4 den goriildigii gibi Hermit tipi interpolasyon fonksiyonlarinin, Lagrange tipi
interpolasyon fonksiyonlarina gore segilen teorik modele daha az uygun olduklan
anlagilmaktadir. Ancak ince tip plaklar ve kabuklarin sonlu elemanlar metodu ile ¢oziimii
icin, interpolasyon fonksiyonlarimin iginde fonksiyonlarin tiirevlerinin de goriilmesi
thtiyaci sebebiyle Hermit interpolasyon fonksiyonlarinin kullanilmasi gerekmektedir.

Ayrica Sekil 2 de goriilen grafik profillerinden anlasiimaktadir ki H,, nin interpolasyon

uzerine katkist diger fonksiyonlar yaminda ihmal edilebilir seviyededir. Bu sebeple (1)
denklemini

o = o o + 1 J 2+ } 2]

seklinde yazmak yaklagik sonug iizerinde etkili bir degisiklik gostermeyecektir.
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