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Ozet: Bu caligmada, bir semi-Riemann manifoldun g semi-Riemann metrikli tanjant demeti iizerindeki bir
tanjant vektoriin causal karekteri ile bu manifold tizerine izdiisiiriilmiis tanjant vektoriin causal karekterinin
aym oldugu gosterildi. Ayrica diferensiyellenebilir bir manifold iizerindeki v -indekse sahip bir semi-
Riemann metrigin tam yiikseltilmesi ile elde edilen g nin n -indekse sahip bir semi-Rieman metrigi oldugu
ispat edildi.
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Abstract: In this paper, it is shown that the causal character of a tangent vector on the tangent bundle with
¢ semi-Riemann metric of a semi-Riemann manifold and the causal character of projected tangent vector on
the semi-Riemann manifold with g semi-Riemann metric are the same. Moreover, it is proved that gc,
which is obtained in term of the complete lift of a semi-Riemann metric with v -index on a differentiable
manifold, is a semi-Riemannian metric with 7 -index.
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1. Giris

Bir Riemann manifoldunun tanjant demeti
tizerindeki metrikler konusundaki c¢aligmalar
1950 li yillarin sonlarinda bagladi. (Yano ve
Ishihara, 1970), M manifoldu iizerindeki
metrikleri dikey, yatay ve tam yiikseltmeler
yoluyla TM iizerine tagimistir. Bu metriklere
bagh TM  manifoldunun  diferensiyel
geometrisini incelemistir. M {izerindeki bir
Riemann veya semi-Riemann metrigin tam
yiikseltilmesiyle TM manifoldu iizerinde elde
edilen metrigin  semi-Riemann  metrik
oldugunu ispatlamadan tanimlamis ve bu
metrik  yardinmyla TM  manifoldunun
diferensiyel geometrisini incelemistir. (Yano
ve Ishihara, 1970) ve (Oproiu ve Papaghiuc,
1998), TM manifoldu iizerine tam yiikseltilme
ile tasinmis bu metrigin n-tanesi pozitif, n-
tanesi de negatif isarete sahip bir semi-
Riemann  metrik  oldugunu da  yine
ispatlamadan tamimlamislardir.

Bu calismada, (TM, g€) nin bir semi-
Riemann manifoldu oldugu ispatlandi. Sonra
bir semi-Riemann manifoldun g€ semi-

Riemann metrikli tanjant demeti iizerindeki
bir tanjant vektor, sirasiyla spacelike, null ve
timelike bir vektor ise bu manifold iizerine
izdiisiiriilmiis tanjant vektoriin spacelike, null
ve timelike vektor oldugu gosterildi. Ayrica,
M manifoldu iizerindeki bir Riemann metrigin
tam yiikseltilmesiyle TM iizerinde elde edilen
metrigin n-tanesi pozitif, n-tanesi de negatif
isarete sahip bir semi-Riemann metrik oldugu
ispat edildi. Son olarak, M manifoldu
tizerindeki v -indekse sahip bir semi-Riemann
metrigin tam yiikseltilmesiyle TM iizerinde
elde edilen metrigin n-tanesi pozitif, n-tanesi
negatif isarete sahip bir semi-Riemann metrik
oldugu ispat edildi.

Calisma boyunca tiim diferensiyel geometrik

objelerin C® simiftan diferensiyellenebilir
oldugu ve tekrar eden indisler {iizerinden
toplam alindig1 kabul edilmistir.
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2. Diferensiyellenebilir bir manifold ve onun
tanjant demeti

M  n-boyutlu diferensiyellenebilir  bir
manifold, TM onun tanjant demeti olmak
tizere peM nin U agk komsulugu

tizerindeki haritaya bagl olarak M igin bir
lokal koordinat sistemi (x)={x!,...,x"} olsun.
O zaman 7y (Z,)=p esitligini saglayan
Ty :TM — M Kkanonik izdiisiim olmak iizere
TM_I(U)zU/ TM deki TM_I({p}) noktasinin
bir agik komsulugudur. Boylece VZ,eU !
noktast i¢in

5 Z,) = (X (Plonx"(p) 2,122, 14" D (1)
seklinde taniml1 (x,y) doniisiimii U’ iizerinde
lokal bir harita olup (xi,yi;ISiSn) sistemi
TM igin
sistemidir.

indirgenmis  lokal koordinat

TM nin tanjant demeti TTM, TM iizerinde
dikey dagilim olarak adlandirilan
VIM = Cek(t), )+« integrallenebilen altvektor
demetine sahiptir. TM iizerinde bir non-lineer
koneksiyon HTM dagilimi ile tanimli olup
VTM nin tamamlayicisidir. Bu dagilima T™M
tizerinde yatay dagilim denir. Boylece

TTM =VTM ® HTM 2)
dir. Bu direkt toplam ayrisimina uyarlanmis
TM deki lokal c¢ati {6;,9;;1<i<n} dir.
Buradaki

H
(2] 22 i

g &' o oy’ > 3
N/ =ykry,
HTM deki lokal cat1 ve
%
2, =[i.J -9 )
ox' ay'

VTM deki lokal
{é’yi,dxi;l <i<n} lokal 1-formlarinin sistemi,
&' =dy' +N'jdx!, N'j =y (5)
olmak tizere {J;,9;;1<i<n} catistmn lokal
dual ¢atisidir (Oproiu ve Papaghiuc, 1998).

catidir. Ayrica
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3. Semi-Riemann Manifold

Tamm 3.1 V sonlu boyutlu reel vektor uzayi,
V iizerindeki simetrik bilineer form

b:VXV —-R 6)
IR-bilineer fonksiyonu olsun. V iizerinde
taniml1 b simetrik bilineer formu

i) v=0 iken b(v,v)>0[<0] pozitif [negatif]
tanimlidir,
ii) VweV iken b(v,w)=0 sart1 sadece v=0

icin saglaniyorsa nondejeneredir
denir (O’Neill 1983).

Tamm 3.2 Bir V vektor uzayr tizerindeki b
simetrik bilineer formunun v indeksi, b|
(WxXW)

negatif tanimli olacak sekilde verilen en
biiyiik boyutlu W cV alt uzayinin boyutudur
(O’ Neill 1983).

Tamm 3.3 Bir vektor uzayi tizerindeki
nondejenere, simetrik, bilineer forma skalar
carpim denir (O’Neill 1983).

Tamm 34 M diferensiyellenebilir bir
manifold, Vpe M ye T,M tanjant uzayi

izerinde g, skalar carpimn atayan bir
doniisiim ge Sg(M) olsun. Ayrica Vpe M
i¢in g, nin indeksi ayni ise M ye g metrik

tensorii ile techiz edilmis semi-Riemann
manifoldu denir ve (M,g) ikilisi ile gosterilir
(O’ Neill 1983).

Tamm 3.5 (M,g) semi-Riemann manifoldu
tizerindeki bir v tanjant vektoriine

gv,v)>0ya da v=0 @)
ise spacelike vektor,

g, v)=0
ise null vektor,

ve v#0 ®)

g(v,v)<0 ®
ise timelike vektor denir ve verilen bir tanjant

vektoriin  diistiigii kategoriye onun causal
karekteri denir (O’Neill 1983).

Tamm 3.6 Vre[0,1] i¢in ve S iken yine ve §

bir vektor uzayinin alt kiimesi olan S ye sifir
vektorii civarinda yildiz sekillidir denir. icinde
sifir vektorii barindiran 7,M vektdr uzayinin

U alt kiimesi yildiz sekilli ve U
exp, :0e U~CT[,M —->peUcM (10)

doniisiimii yardimiyla U ya diffeomorfik ise
U ya p nin normal komsulugu denir.

p€ M nin bir normal komsulugu U ve T,M
icin <ej,e;>=0e; olacak

i€ sekilde
ortonormal baz vektorleri e,...,e, olsun.

&= (xl,...,x")

VgeU ya ef,..,e, vektor koordinatlarina

normal koordinat sistemi,

bagli exp p_l(q)eUcT pM  vektoriinii atar.
Yani
exp, (@)= x'(qe; qeU (11)
dir. Eger (f'...f"), (ef....e,) in dual
bazlari ise
xloexp, =f! (12)
olur (O’Neill 1983).

Teorem 3.1 (x',..x"), peM de normal
koordinat sistemi ise 1<i, j,k<n

-1 1<j<sv .
ve , €j= . 1¢1n
1 v+1<j<n

i) 8ij(p)=90;¢; (13)
ve
ii) I, (p)=0 (14)

dir (O’Neill 1983).
4. (TM, g©) Semi-Riemann Manifoldu

Teorem 4.1 M, diferensiyellenebilir manifold
ve g , M iizerinde tanimli semi-Riemann
metrik olsun. TM C® manifoldu iizerinde
vektor alanlarinin ciimlesi y(TM) ve reel

degerli C~ fonksiyonlarin halkas1 C*(TM,R)

olmak tizere

g y@M)xxy(TM) — C°(IM,R)
L ~ = (15)
X,Y) - gC(X,Y)
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doniisiimii bir semi-Riemann metriktir.

ispat: VX,Ye y(M) icin g€
gV Yy =g X" ¥")=(g(x.1))
Xy =gcx",¥") =0
seklinde tamimlidir (Yano, Ishihara, 1970).

(TM, ¢€) nin semi-Riemann manifoldu

olmast icin g nin asagdaki sartlari

(16)

saglamasi gerekir.

i) 2-Lineerlik: VX,Y,Ze y(M)  vektor
alanlarimn ™ ye
X.Y,Ze y(TM) olsun.
oX + ,6’)7 vektor alamin (2) deki direkt toplam
ayrisimi cinsinden ifadesi

aX + BY = (aX + V)" +(aX + )

olup (16) dan

¢S (aX + BY.Z)

=g ((ax + Y)Y +(ax + p)*,z" +2")
=g (X,2)+ fg(V.2)

yiikseltilmisleri
a,fe R  igin

g€, 1. yere gore lineerdir. Benzer islemler

yardimiyla 2. yere gore de lineer oldugu
goriilebilir.

ii) Simetriklik : X,Y (2) deki direkt toplam
ayrisimu kullanilarak
g (X.1)=¢“7.X)

oldugundan g€ metrigi simetriktir.

iii) Non-dejenerelik : ¥X e y@TM)veY=Y"
icin
gCX. Y=g xV+x" YY)
=g“(x"r"H=(ex,n)" =0
esitliginden Y'Y =0 elde edilir. Benzer

islemler yardimiyla Y# vektor alam igin de
sifir sonucu elde edilir. Boylece

VX e y(TM)icin g€ (X,Y)=0iken Y =0

oldugundan g€ metrigi non-dejeneredir.
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Buna gore (TM, ¢©) bir semi-Riemann
manifoldudur

Teorem 4.2 (M,g) semi-Riemann manifoldu
izerinde tammli X, , spacelike ya da

timelike vektor ise (TM, ¢€) semi-Riemann
manifoldu {izerinde tammh (XV)Z veya

(X H )z tanjant vektorii null vektordiir.

ispat: (7), (8), (9) ve (16) esitlikleri
yardimiyla dogrudan goriiliir.

Teorem 4.3 (TM, g€ ) semi-Riemann

manifoldu iizerinde tamimli herhangi bir
vektoriin null olmasi igin gerek ve yeter sart
i) TM iizerinde tamimli bu vektorin TM
manifoldunun diisey veya yatay tanjant
uzayina ait bir vektor olmasidir ya da,
ii) TM iizerinde tamimli bu vektoriin M
manifoldu iizerindeki izdiisiim vektoriiniin
null vektor olmasidir.
ispat: i) g€ semi-Riemann metriginin
tanimindan agiktir.
ii) VX,ZeT,M igin TM iizerindeki
vk, =(x"), +(x*), e,1

vektoriiniin, M iizerine (Dombrowski 1962)
nin tammladigt 7. ve K doniisiimleri
altindaki goriintiisii olan vektorler
m.X;)=X, KX,)=X,
olup (16) esitliginden

g°(X,.X,)=2g(X,.X,)=0
elde edilir. Ayrica

X,#0=X,#0

dir. Boylece X, vektorii de null vektordiir.

Teorem 4.4 (TM, ¢ ) semi-Riemann
manifoldu iizerinde tamimli herhangi bir
vektor spacelike bir vektor ise M manifoldu
tizerindeki  izdiisim  vektorii  spacelike
vektordiir.



Tanjant Demet Uzerindeki g© Semi-Riemann Metrigi ve Indeksi

ispat: TM iizerindeki

Vi, =(x"), +(x¥), e, M.

vektorii igin
g°(X,.X,)=2g(X,.X,)>0

VX,ZeT,M

ya da
X;=0=X,=0

olup X , vektorii de spacelike vektordiir.

Teorem 4.5 (TM, g¢ ) semi-Riemann

manifoldu iizerinde tanimli herhangi bir
vektor timelike bir vektor ise M manifoldu

tizerindeki  izdiisim  vektorii  timelike
vektordiir.
ispat: TM iizerindeki
v |4 H
VX, =(xV),+(x?), er, M, VX.Ze T,M

vektorii i¢in
(X, X,)=2g8(X,.X,)<0

olup X, vektorii de timelike vektordiir.
5. g€ metriginin indeksi

M manifoldu iizerinde g; bilesenlerine sahip
g metrik tensoriinin TM {izerinde tam

yiikseltilmisi g€,

uyarlanmis lokal
koordinatlara gore
g€ =2g,dx' &’ (17)
ve indirgenmis lokal koordinatlara gore
g€ = ykakgijdxidxj + gijdxidyj + gjl-dyidxj (18)
bilesenlere sahiptir. Ayrica
k
die. o
gC — y kgl] gl] (19)
8i 0

seklinde matris gosterimine sahiptir.
Teorem 5.1 ( M,g ) bir Riemann manifoldu

ise ( TM,g€ ) indeksi n
Riemann metrigidir.

olan bir semi-

ispat: Eger x',..,x" , pe M noktasi
izerinde bir normal koordinat sistemi ise

1
0

dir. g€ metriginin matris gosterimi

0 1
C _ nxn

nxn

8ii(p)= 51',' :{ i z j}’ FiI;' (p)=0 (20)

c e .
olur. 8~ matrisinin 6zdegerleri

-1
Al

nxn

2‘IID(Il

-1

nxn

nxn

1‘1211><2n - gC| = = (2‘2 - 1)”

esitligi yardimiyla bulunabilir.

Bu esitligin dogrulugu n iizerinden tiimevarim
kullanarak gosterelim.
n=1 igin

|/112x2—gc|=‘f1 ;1‘=</12—1>1

dogru oldugu goriiliir. n=k icin

Al -1
|/Uzkx2k _gc| | Mok ok | _ (A2 -1k
- Ik><k /ukxk
esitligi dogru olsun. n=k+l
|’7~12(k+1>x2(k+1> - gC| =
A .. 0 -1 .. 0]
F1 =Ly
= det 0 0
-1 .. 0 A .. 0
—Ia e Ay
icin L0 0 Daksipaksn
ﬂ’lkxk 0 _Ikxk
0
= +
0 0 A .. 0
Iy )
0
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0 /ukxk - Ik><k
0
+(~1 k+4
D -1 .. 00 .. 0
- Ik><k /ukxk
0
— /12 &) 2(k+1) /ukxk o
B Ik><k /ukxk
F(=DkH (ke A = Lia
- Ik><k /ukxk
— 2 //kak - Ik><k + (_1) 2k+7 //kak - Ik><k
- Ik><k /ukxk B Ik><k /ukxk
=22 -pk - -t
— (12 _1)k+1

esitligin dogru oldugu goriiliir.

Boylece g€ matrisinin n—tane 6zdegeri esit
ve -1, n-—tane Ozdegeri de esit ve +1 dir.
Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler

A=1 i¢in

- 1_ _0_
0 1
Xl = ’ ’Xn =
1 0
_0_ L 1_
A=-1 igin
- 1_ - 0_
X, = 0 X,, = !
n+l — —1 2oy A2 T 0
0 -1

elde edilir. Ozvek_tbrl_erin olusturdugu P ve
P~ matrisleri

P - II’LXI’L I nxn
1 -1

nxn nxn

ve
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P71 — l Inxn Inxn
201 -1

nxn nxn

dir. Boylece g€ =P 'g“P esitliginden

g C — I nxn 0
0 -1 nxn

Elde edilen bu g€, 1™
c

elde edilir.
tizerindeki g metriginin n indeksli bir
semi-Riemann metrigi oldugunun ispatidir.
Teorem 5.2 ( M,g ) indeksi v olan bir semi-

Riemann metrigi ise (7M, g ) indeksi n olan
bir semi-Riemann metrigidir.

ispat: M semi-Riemann  manifoldu
tizerindeki bir p noktas1 igin g
bilesenlerine sahip g metrigi normal
koordinatlar altinda,
—1; 1<j=i<v
gi(p)=9 1; v+lsj=i<n =1
0 j#i

olur. Boylece 1) , nxn birim kare matriste
kosegen iizerindeki ilk v tane degeri -1,
geri kalan n—v tane degeri +1 olan bir
.. k .
matristir. Ayrica I;(p)=0 olur. Bu yiizden

gc= ykakgij 8ij | _ 0 1,‘:
8i 0 L, 0

seklinde matris gosterimine sahiptir. & ¢
matrisinin 6zdegerleri

2‘II'LXI'L _Ill'L,
=

nxn

gC

AL 00— 86| = = (2=

esitligi yardimiyla bulunabilir.

Bu esitligin  dogrulugunu iki durum icin
ispatlayalim.
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1. Durum:

g; matrisinde v sabit ve degeri v=1 ise

n=2 igin,
A 0 1 0
0 4 0 -1
My, —g"|=
| 4x4 8| 1 0 1 o
0 -1 0 A
=& -1’
olup dogrudur. n=k igin,
Al -1
Al _ o€ = | kxk k 2(/12_1)k
2kx2k 8| _I}c My
olsun.

n=k+1 igin,

c
/112(k+1)><2(k+1) -8 |=

A .. o1 .. 0
Al o =Ty
0 0
= det
1 .. 0o 1 .. 0
1L v Ay
10 0 Jo(k+1x2(k+1)
P (_1)2(k+1) M — i
_Ikxk /kak
k+3 k+2 ﬂ’lkxk - Ikxk
+(=D" (=D
- Ikxk /ukxk
— 2 ﬂ’lkxk - Ikxk + (_1)2k+5 ﬂ’lkxk - Ikxk
_Ikxk /kak _Ikxk /kak
— 2’2(22 _l)k _(22 _l)k
= (1

esitligin dogru oldugu goriiliir.
2. Durum:

g; matrisinde v degisken ise,

n=3 ve v=1 icin,

|’7~16x6—g |:
A 0 0O 1 0 O
0O A4 0 0 -1 0
o 0 4 0 0 -1
= =2-1°
1 0 04 0 O
0 -1 00 A 0
0O 0 -1 0 0 A
n=3 ve v=2 icin
|’7~16x6—gc|:
A 0 0 1 0 O
04 0 0 1 0
00 A 0 0 —1
= =2-1°
10 04 0 0
01 0 0 A 0
00 -1 0 0 A

oldugu goriiliir. n=k ve v=n igcin,

Al - I,'Z n
|/112k><2k - gC| = kx:; =2~
- In ﬂ’lkxk
olsun.
n=k ve v=n+1 icin,
Ay — gC| =
A .. 0 1 .. 0
/U(k—l)x(k—l) _11?:11
_ 0 0
- .0 A o 0
_11?:11 /U(k—l)x(k—l)
0 0
_ /12(_1)2k /U(l;]:ll)x(k—l) —11?:11
-1 /U(k—l)x(k—l)

+(- 1)k+2 (1) k+1 /U(k—l)x(k—l) - 11?—_11

-1 AL (e _1)(i—1)
— 12 (12 _l)k—l _(12 _l)k—l
= (-
olur. Boylece,
Al -1
Al _ o€l = nxn n|_ /12 1"
anx2n — &8 | _ Ill: /,U”X” ( )
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determinantimin  degeri 1% indeksinden

bagimsiz olup g€ matrisinin n  tane

ozdegeri +1, n tane Ozdegeri -1
oldugundan, A=1 0&zdegerine karsilik gelen
ozvektorler,

[ 1] [0] [ 0] [ 0]

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

Xo=| b Xo =] (b X =) b Xa =]

0 1 0 0

0 0 -1 0

1 0] 1 0] | 0] —1]

ve A=-1 Ozdegerine karsilik gelen
ozvektorler de,

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0
Xn+1 = - 7“"Xn+v = 0 7Xn+v+1 = 0 7“‘7}(2’1 E] 0
0 -1 0 0
0 0 1 0
L 0] | 0] 0] 1]

olur. Bu 6z vektorlerin olusturdugu P matrisi

IVXV OVXV IVXV OVXV
Op-vitn-v)  Lavixav)  Oovnrv) v a-v)
Iv><v vav - IVXV vav

Op-vi(u-v)  Lnvixtn—rv)  Ou—vixtn—v)  Ln-vn-v)

Gelis Tarthi: 10/12/2007
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ve P! matrisi

IVXV OVXV IVXV OVXV
1| Orpnr)  Tavior)  Opritas)  Tnv o)
2 Iv><v vav - Iv><v vav

Op-vitn-v)  ~Lavirv)  Ouvilnv) (v )xa-v)
elde edilir.

Boylece g€ =P 'gCP esitliginden

_vav vav vav vav
€= Opvit—) L) Ouvixtn—v) Oy )
Oy 0y I 0,

0p—vin-v) O itnv)  Opuvixtns)  ~Lln-vi(n—v)

elde edilir. Elde edilen bu 3¢, TM

C

tizerindeki g metriginin n indeksli bir

semi-Riemann metrigi oldugunun ispatidir.
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