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1. Giriş 

Bu makalede birinci basamaktan lineer 
impulsive gecikmeli diferensiyel 
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denklem sistemi ele alınmıştır, burada +∈ Zi   
için ,0 τθ iti +=  ,00 ≥t  ,0>τ  

),()()( −+ −=∆ iii xxx θθθ ),(lim)( txx
it

i +
→

+ =
θ

θ  
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i −
→
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θ

θ  dir. 

Ayrıca aşağıdaki koşullar kabul edilmektedir: 

 nnRtAH ×→∞),[: 0)1(   sürekli bir matris 

fonksiyondur, 
nRtfH →∞),[: 0)2(   sürekli bir vektör 

fonksiyondur, 

;,0)det(,)3( +× ∈≠+∈ ZiBIRB i
nn

iH  

burada  nnI ×,  boyutlu birim matristir, 

.,)4( +∈∈ ZiRD n
iH   

 
Uyarı 1.  τθ iti += 0   için  ∞=

∞→
i

i
θlim   ve  

...... 1210 <<<<<< +iit θθθθ   dir. 

(1) denklemi 
],,[),()( 00 tttttx τφ −∈=                    (2)                                        

başlangıç koşulu ile birlikte ele alınmaktadır; 

burada  nRtt →− ],[: 00 τφ   sürekli bir 

başlangıç fonksiyonu olup  

,0,)(sup
00

≥=
≤≤−

rt
ttrt

r
φφ    nR∈ξ   için  

 nξξξξ +++= ...21   ve  nn
ij RaA ×∈= )(   

için  ij

n

jni
aA ∑

==
=

1,...,2,1
max   dir. 

Impulsive ve gecikmeli diferensiyel 
denklemler fizik, mühendislik, biyoloji 
alanlarında ortaya çıkan çok sayıda problem 
için model teşkil ederler. Uygulama 
alanlarının çokluğu özellikle gecikmeli 
diferensiyel denklemleri matematiğin en hızlı 
gelişen dallarından biri haline getirmiştir.    

[1] de nüfus dinamiğinde önemli yere sahip 
olan gecikmeli diferensiyel denklemlerin 
kalitatif özellikleri incelenmiştir. [2] ve [3] 
impulsive diferensiyel denklemlerin 
incelenmesinde temel kaynak niteliğinde olan 
kitaplardır. Impulsive gecikmeli diferensiyel 
denklemlerin çözümlerinin varlık ve tekliği ile 
ilgili sonuçlar [4] de ispatlanmıştır. Son 
yıllarda lineer gecikmeli diferensiyel 
denklemlerin çözümlerinin yakınsaklığı ve 
asimptotik gösterimi problemi yoğun bir 
şekilde incelenmektedir [5,6,7,8,9].  
 
[10] da birinci basamaktan lineer impulsive 
gecikmeli diferensiyel  
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denklem sistemi ve bir başlangıç 
fonksiyonundan meydana gelen başlangıç 
değer problemi ele alınmış ve çözümün 

∞→t  halinde yakınsak olduğu gösterilmiştir. 
Ancak çözümün yakınsadığı vektör 

,,0 +∈= ZiBi  durumunda hesaplanabilmiştir. 

 
Bu çalışmadaki amaç (1)-(2) başlangıç değer 
probleminin çözümünün yakınsadığı vektörü 
formüle etmektir.  
 

Rba ∈,   olmak üzere  )],,([ nRbaPLC   uzayı  

,,],,[ +∈≠∈ Zitbat iθ   için sürekli ve  

],[ bai ∈θ   noktalarında birinci çeşit 

süreksizliğe sahip soldan sürekli  
nRba →],[:ϕ   fonksiyonların sınıfını 

göstermektedir. 
 
Tanım 1. Aşağıdaki koşulları sağlayan bir  

,0),),,([ 00 >+−∈ ββτ DttPLCx ,nRD ⊂  

 fonksiyonuna  (1)-(2)  başlangıç değer 
probleminin çözümüdür denir: 
 

 )1(A  ,, +∈≠ Zit iθ  olmak üzere 

),[ 00 β+∈ ttt   için  x   in türevi mevcut ve 

süreklidir, 
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 )2(A  ,x  ,),,[ 00 itttt θβ ≠+∈   için  (1)  deki 

gecikmeli diferensiyel denklemi sağlar, 

 )3(A  ,x  ,, +∈= Zit iθ   noktalarında  (1)  

deki impulse koşullarını sağlar, 
 )4(A  ],[ 00 ttt τ−∈   için  ).()( ttx φ=    
 

2. Esas Sonuçlar 

Aşağıdaki teoremde (1)-(2) başlangıç değer 
probleminin çözümünün yakınsaklığı için 
yeter koşullar ifade edilmektedir, ispatı [10] 
da verilmiştir. 
 
Teorem 1. )4()1( HH −   hipotezlerine ek 

olarak aşağıdaki koşullar sağlansın: 
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Bu durumda  (1)-(2)  probleminin  )(tx   

çözümü  ∞→t   halinde sabit bir vektöre 

yakınsar, yani,  n

t
Rltx ∈=

∞→
)()(lim φ   dir. 

 
)(φl  vektörü hesaplanmadan önce bazı 

yardımcı sonuçlar ispatlanacaktır.  
Şimdi 0tt ≥  için 

1)()()()()( −

≤

+

+++= ∑∫ kkk
t

t

t

BIBYdssAsYItY

k

θ
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τ

                                                                 (3) 
integral denklemini göz önüne alalım; burada  

nnI ×,   boyutlu birim matristir. 

 

Teorem 2.  )3(),1( HH   hipotezleri ve 

)(v ,1)()( 1 <≤++ −

≤

+

∑∫ ρ
θ

τ

kk
t

t

t

BIBdssA

k

  

 ,0tt ≥  koşulu sağlansın. 

 
Bu durumda  (3)  sağlanacak şekilde bir tek 

sınırlı )),,([ 0
nnRtPLCY ×∞∈  matris     

fonksiyonu vardır. 
 
İspat.  
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normuna göre bir Banach uzayıdır.  BY ∈   ve  

0tt ≥   için 
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operatörünü tanımlayalım. 
 

)()(lim)( i
t

i TYtTYTY
i

θθ
θ

==
−→

−  

ve 
 

1)()()()(lim)( −

→
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+ iiii

t
i BIBYTYtTYTY
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olduğu kolaylıkla görülebilir. 

Diğer taraftan ),,( 11 +∈ iit θθ  ,+∈ Zi  için 

)()()( 111 tTYtTYtTY == −+  

dir. Böylece  )),,([ 0
nnRtPLCTY ×∞∈   dir. 

Ayrıca  0tt ≥   için  )(v   koşulundan, 

λ

ρ

≤

+≤
BB

YTY 1
 

bulunur. Böylece ,T B  yi B  ye dönüştürür. 

Diğer taraftan  BZY ∈,   için tekrar )(v   

koşulu göz önüne alınırsa, 

BB
ZYTZTY −≤− ρ  
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elde edilir.  1<ρ   olduğundan,  BBT →:   

bir daralma dönüşümüdür. O halde Banach 
sabit nokta teoremi gereği  YTY =   
denkleminin tek  BY ∈   matris çözümü (3) 
integral denkleminin sınırlı olan tek  

)),,([ 0
nnRtPLCY ×∞∈ çözümüdür.               

 
Lemma 1. Teorem 2 nin hipotezleri altında  

(3) ün  Y   matris çözümü +∈ Zi  için 
aşağıdaki adjoint denklemi sağlar: 
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İspat.  ,),,( 1
+

+ ∈∈ Zit ii θθ  için (3) ün iki 

yanı türevlenirse, 
 

)()()()()( tAtYtAtYtY −++=′ ττ  

 
elde edilir. Diğer taraftan 
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bulunur. Böylece ispat tamamlanmış olur.                                   
Şimdi 

,,)()()()()()( 0ttdssxsAsYtxtYtC
t

t

≥−−= ∫
+

τ
τ

(5)                                      

vektör değerli fonksiyonunu göz önüne 
alalım; burada  ,Y  Teorem 2 deki gibidir ve x , 
(1)-(2) probleminin çözümüdür. 
 
Lemma 2.  )4()1( HH −   hipotezleri ve  )(v   

koşulu sağlansın. Bu durumda 
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İspat.  (5) in  ,),,( 1
+

+ ∈∈ Zit ii θθ   için türevi 

alınırsa, 
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bulunur. (1) ve (4), (7) eşitliğinde yerlerine 
yazılırsa, 

 
,, ),()()( 0 ittttftYtC θ≠≥=′  

 
elde edilir. 
 
Diğer taraftan 
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eşitlikleri (8) de yerlerine yazılırsa, 

 

,,)()( ++ ∈=∆ ZiDYC iii θθ  

 
elde edilir.                                                                                                                                                           
 
Sonuç 1. Lemma 2 nin hipotezleri altında  (5)  
ile verilen  )(tC   fonksiyonu 0tt ≥  için 

)9(,)()()()()(

00

0 ii
tt
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t

DYdssfsYtCtC

i

+

<<
∑∫ ++= θ
θ

                              
şeklinde yazılabilir. 
 
Artık (1)-(2) başlangıç değer probleminin 

∞→t  halinde yakınsadığı vektör başlangıç 
fonksiyonu ve (3) integral denkleminin matris 
çözümü yardımı ile formüle edilebilir: 
 
Teorem 3. Teorem 1 in hipotezleri ve  )(v   

koşulu sağlansın.  (1)-(2)  probleminin  )(tx   

çözümünün  ∞→t   için limiti  )(φl   olsun. 

Bu durumda  
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dır; burada  ,Y  (3)  integral denkleminin tek 
çözümüdür. 
 
İspat. ,x  (1)-(2)  probleminin tek çözümü 
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olduğunu göstermek yeterlidir; burada  ,C  (5)  
deki gibidir. 
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elde edilir. Bu eşitlik ve (5) birlikte ele 
alındığında,  0tt ≥   için 

kk
tt

DYdssfsYtCtx

k

)()()()()(

00

0
+

<

∞

∑∫ −−− θ
θ

 

)12()()()(

)()()()()()(

kk
t t

t

t

DYdssfsY

dssxsAsYtxtYtx

k

+
∞

≤

+

∫ ∑

∫

−−

−+−=

θ

τ

θ

τ

   
bulunur. (3) ün her iki yanı )(tx  ile 

çarpıldığında,  0tt ≥   için 
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elde edilir.  (13)  eşitliği  (12)  de yerine 
konulursa,  0tt ≥   için 
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elde edilir.  
 
Diğer taraftan Teorem 1 ve başlangıç 
fonksiyonu göz önüne alınırsa 
 
            ,,)( 0 τ−≥≤ ttKtx                      (15)   

                                                 
olacak şekilde bir 0>K  sabitinin mevcut 
olduğu anlaşılır. (15) kestirimi ve  )(tY   nin  

),[ 0 ∞t   üzerinde sınırlı olduğu gerçeği  (14)  

de göz önüne alınırsa,  0tt ≥   için 
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bulunur. Böylece  (11)  gerçeklenmiş olur.  (2)  
ve  (5)  birlikte göz önüne alındığı zaman  
(11) deki limit  (10)  a indirgenir ve böylece 
ispat tamamlanmış olur.                                   
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Uyarı 2. Her +∈ Zi  için 0=iB  ise, bu 

durumda (3) integral denklemi [10] daki (6) 
denklemini 0=σ  durumuna indirger. Bu 
denkleminin çözümü olan )(tY  matris 

fonksiyonu süreklidir. Bu durumda (10) limit 
ifadesi [10] daki (5) limit ifadesinin 0=σ  
özel durumu olur. 
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