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Ozet : Bu calismada birinci basamaktan lineer bir impulsive gecikmeli diferensiyel denklem sisteminin
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1. Giris

Bu makalede birinci basamaktan lineer
impulsive gecikmeli diferensiyel

X(t) = AD[x()—x(@t =)+ f(@), t =1y, t £ 6;,
Ax(0;)=B;x(0;)+D;, ie Z" ={1,2,...}, (1)

denklem sistemi ele alinmustir, burada ie Z*
icin 6; =1y +it, 1920, 7>0,

Ax(6;)=x(8;")—x(6;7), x(6;7) = lim x(1),
1—6"
x(6;,7)= lim x(¢) dir.
t—6,"

Avyrica asagidaki kosullar kabul edilmektedir:
(H1) A :[tg,%) = R™" siirekli bir matris

fonksiyondur,

(H2) f :[ty,) — R" siirekli bir vektor

fonksiyondur,

(H3)B; e R™", det(I+B;)#0, ie Z*;

burada 7, nxn boyutlu birim matristir,
(H4) D, eR", icZ".

Uyar1 1. 6; =ty +i7r icin lim 6; = ve
i—>00

tg <6 <6, <..<6; <6, <.. dir.
(1) denklemi

x(t)=¢(@1), telty—7.19], (2)
baslangic kosulu ile birlikte ele alinmaktadir;
burada ¢ :[ty —7.t9] > R" siirekli bir
baslangic fonksiyonu olup
||¢||r = sup [¢)], r=0, £eR" igin

1,—r<t<t,

[S1=161]+lea] +t[S] Ve A=(az)e R™
n

Z|alj| diI'.

nj=1

Impulsive  ve  gecikmeli  diferensiyel
denklemler fizik, miihendislik, biyoloji
alanlarinda ortaya cikan ¢ok sayida problem
icin  model teskil ederler. Uygulama
alanlarimin  ¢oklugu ozellikle gecikmeli
diferensiyel denklemleri matematigin en hizli
gelisen dallarindan biri haline getirmistir.

icin ||A|| = l_:1r’nzax

.....

[1] de niifus dinamiginde Oonemli yere sahip
olan gecikmeli diferensiyel denklemlerin
kalitatif ozellikleri incelenmistir. [2] ve [3]
impulsive diferensiyel denklemlerin
incelenmesinde temel kaynak niteliginde olan
kitaplardir. Impulsive gecikmeli diferensiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin varlik ve tekligi ile
ilgili sonuglar [4] de ispatlanmistir. Son
yillarda  lineer  gecikmeli  diferensiyel
denklemlerin ¢6ziimlerinin yakinsaklizi ve
asimptotik gosterimi problemi yogun bir
sekilde incelenmektedir [5,6,7,8,9].

[10] da birinci basamaktan lineer impulsive
gecikmeli diferensiyel

X (@)= ADx(t—0)—x(t =D+ f (1), t21¢, 1 #1;,
Ax(t;) = Bix(t;)+D;, ie Z* ={1,2,...},

denklem  sistemi ve  bir  baslangic
fonksiyonundan meydana gelen baslangic
deger problemi ele alinmis ve c¢Oziimiin
t — o halinde yakinsak oldugu gosterilmistir.
Ancak  ¢Oziimiin yakinsadigi vektor

B; =0, ie Zz*, durumunda hesaplanabilmistir.

Bu calismadaki amag (1)-(2) baslangic deger
probleminin ¢6ziimiiniin yakinsadigi vektorii
formiile etmektir.

a,be R olmak iizere PLC([a,b],R") uzayi

telabl, t#6;, icZ”, icin siirekli ve

; € [a,b] noktalarinda  birinci  ¢esit
siireksizlige sahip soldan siirekli
¢ :la,b] > R" fonksiyonlarin  sinifin
gostermektedir.

Tanim 1. Asagidaki kosullar saglayan bir
xe PLC([ty —7.1g + ). D), f>0, DcR",
fonksiyonuna (1)-(2) baslangi¢ deger
probleminin ¢oziimiidiir denir:

(Al) t#6;,iez*, olmak iizere
teltg,tg+ ) icin x in tlirevi mevcut ve
sureklidir,
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(A2) x, teltg.to+p), t#6;, igin (1) deki
gecikmeli diferensiyel denklemi saglar,

(A3) x, t=6;, ie Z*, noktalarinda (1)
deki impulse kosullarini saglar,

(A4) telty—1,t9] igin x(t) = @(2).
2. Esas Sonuclar

Asagidaki teoremde (1)-(2) baslangic deger
probleminin ¢oziimiiniin yakinsakligr igin
yeter kosullar ifade edilmektedir, ispat1 [10]
da verilmistir.

Teorem 1. (H1) —(H4) hipotezlerine ek
olarak asagidaki kosullar saglansin:

(@) [[A)|ds <Ky <o,

t(l

(ii) [|f(s)ds <Ky <o,

t(l

iii) TT0+|B;])< Ly <o,
i=1

(@) TT0+|Di])< Ly <o

i=1

Bu durumda (1)-(2) probleminin x(z)
¢Oziimii ¢ — o halinde sabit bir vektore

yakinsar, yani, lim x(f)=I(¢)e R" dir.
f—>00

1(¢) vektoril hesaplanmadan 6nce bazi
yardimci sonuglar ispatlanacaktir.
Simdi ¢ >t igin
+7
Yt)=1+ j Y()A(s)ds+ > Y (@) By (I+By) "
t <6,

3)
integral denklemini gbz Oniine alalim; burada
I, nxn boyutlu birim matristir.

Teorem 2. (H1),(H3) hipotezleri ve
+7

W) [ Ja)|ds+ Y “Bk (1+Bk)_1“Sp<l,
t

1<6,

t >tg, kosulu saglansin.

Bu durumda (3) saglanacak sekilde bir tek
sinirhi Y e PLC([ty,), R™™) matris
fonksiyonu vardir.

Ispat.

Bz{Ye PLC([tg, %), R™"): ||Y] , <4, iz L
I=p

uzayl
[¥]5 =suelr ). ¥« &.
2t
normuna gore bir Banach uzayidir. Ye B ve
t>1ty icin
+7
TY(t) =1+ j Y()A(s)ds+ > Y(6) By (I+By) "

t <6,
operatoriinii tanimlayalim.

TY(0; )= lim TY(r) =TY(6;)
t—6"

ve

TY(6; )= lim TY() =TY(6) =Y (0B (I +B; )y~

oldugu kolaylikla goriilebilir.
Diger taraftan ¢, € (6;,6,,,), ie Z*, i¢in
TY (1] ) =TY(t{ ) =TY (1)
dir. Boylece TY e PLC([t(,),R™") dir.
Ayrica t2ty igin (v) kosulundan,
[7] 5 <1+ Pl
<A
bulunur. Boylece 7, B yi B ye doniistiiriir.
Y, Ze B igin tekrar (v)

kosulu g6z 6niine alinirsa,
[y -72| ;< plY -2,

Diger taraftan
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T : B—>B
bir daralma doniisiimiidiir. O halde Banach
sabit nokta teoremi geregi TY =Y
denkleminin tek Ye B matris ¢oziimii (3)
integral  denkleminin smirli  olan  tek

Y € PLC([ty, ), R™™") ¢oziimiidiir.

elde edilir. p<1 oldugundan,

Lemma 1. Teorem 2 nin hipotezleri altinda
(3) in Y matris ¢oziimi ieZ* igin
asagidaki adjoint denklemi saglar:

Y (@)=Y +DAC+T)-Y(DAW), 1210, 1 £6,;,
AY(8,)=-Y(6,)B;(I+B;))", 6. =ty +it. (4)

Ispat. re (6;.6,,,). ie Z*, icin (3) lin iki
yani tiirevlenirse,

Y'O)=Y({t+1)A(t+7)-Y()A(®)

elde edilir. Diger taraftan
AY(8;)=Y(6])-Y(O])

= Y Y(O)BU+B)”
67 <6,
= > Y(6)B (U+B)
6; <6,
=—Y(0,)B;(I+B;)"
bulunur. Boylece ispat tamamlanmus olur.
Simdi
+7
Ct)=Y@)x(t)— J. Y(s)A(s)x(s—7)ds, t >1g, (5)
1
vektor degerli fonksiyonunu g6z Oniine
alalim; burada Y, Teorem 2 deki gibidir ve x,

(1)-(2) probleminin ¢6ziimiidiir.

Lemma 2. (H1)—(H4) hipotezleri ve (v)
kosulu saglansin. Bu durumda
C'H=Y@)f(), t=ty, t#86;,
vat TP ()
Ispat. (5)in 1€ (6;.6,,,). ic Z*, icin tiirevi
alinirsa,

C'()=Y' O)x(O)+YO)x' () =Yt +7)At+7)x(1)
+YOADX(-T) (7)

bulunur. (1) ve (4), (7) esitliginde yerlerine
yazilirsa,

C'H)=Y@)f(t), t=ty, t #6;,
elde edilir.

Diger taraftan

AC(6;)=C(6;)-C(6;)
=Y(07)x(6)-Y(6; )x(6])

®)

dir.
x(6;")=(I+B;)x(6;)+ D;
ve
Y(6)=Y(6,)-Y(6)B;(I+B;)"

esitlikleri (8) de yerlerine yazilirsa,
AC8,)=Y(6)D;, ieZ™,
elde edilir.

Sonuc 1. Lemma 2 nin hipotezleri altinda (5)
ile verilen C(r) fonksiyonu 721, i¢in

t
Ct)=Clp)+ [Y()f()ds+ Y Y65 )D;, (9)

t t,<6;<t
seklinde yazilabilir.

Artik (1)-(2) baslangic deger probleminin
t - halinde yakinsadigi vektor baslangic
fonksiyonu ve (3) integral denkleminin matris
¢Oziimii yardimu ile formiile edilebilir:

Teorem 3. Teorem 1 in hipotezleri ve (V)
kosulu saglansin. (1)-(2) probleminin x(¢)
¢Oziimiiniin 7 — e icin limiti [(¢) olsun.
Bu durumda
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to+T
1P = Y(ig)plto)— [ Y()A(5)P(s—7)ds

t(]

+J.Y(s)f(s)ds+ > v, (10)

t 1,<6,

dir; burada Y, (3) integral denkleminin tek
¢Oziimiidiir.

ispat. x, (1)-(2) probleminin tek ¢oziimii
olsun. Ispat icin

lim x(r) = C(tg) + j Y(s)f(s)ds+ Y. Y@ )D; (1)
t—00

1, 1,<6,

oldugunu gostermek yeterlidir; burada C, (5)
deki gibidir.
(9) dan, r>1¢, icin

XD =Cltg) = [Y(9)f(s)ds = Y Y (6D

1, 15<6,

1
= x()=| Cltg) + [ Y () f()ds+ > Y(Q;)Dk]

t 1,<6, <t

~[Yo) £ (s =Y v©6] D,
t

<6,

=x(t)-C(t)— j Y(s)f (s)ds— D Y(8,)Dy
t

<6,

elde edilir. Bu esitlik ve (5) birlikte ele
alindiginda, r>17; igin

()= Cleg) = [ Y(s) f(9)ds— Y Y(6;)Dy

A 1,<6,

t+7
=x()-Y(@®)x(t)+ J. Y(s)A(s)x(s—7)ds
t

—J.Y(s)f(s)ds— > Y(6;)D; 12)
t <6,
bulunur. (3) in her iki yam x(¢) ile

carpildiginda, ¢>1¢, icin

t+7
x(t)=Y(t)x(t)— J. Y(s)A(s)x(t)ds

t

- Y Y(@)B (I +B) " x(0) 13)
1<6,
elde edilir. (13) esitligi (12) de yerine
konulursa, >, icin
x(t)—C(tO)—J.Y(s)f(s)ds— > e,
t 1,<6,
+7
= j Y($)A(s)[x(s — ) — x()]ds
t
- Y Y(@O)B (I +B) " x(1)
<8, (14)

- J.Y(s)f(s)ds— > v6,)D,
t

1<6,

elde edilir.

Diger taraftan Teorem 1 ve baslangi¢
fonksiyonu goz Oniine alinirsa

|x@)|| < K. =19 -7, (15)

olacak sekilde bir K >0 sabitinin mevcut
oldugu anlagilir. (15) kestirimi ve Y(#) nin

[79,°°)

de goz oOniine aliirsa, 21, icin

tizerinde sinirlt oldugu gercegi (14)

()= Cltg) =~ [ Y(s)f (s)ds— Y Y8 F)Dy

f 1,<6,

+7
<2k, | Wlas+ ki, Siacdla+so07
t <6,

2 ]

¥l g [llr s+
t <6,

bulunur. Béylece (11) gerceklenmis olur. (2)

ve (5) birlikte gbz Oniine alindig zaman

(11) deki limit (10) a indirgenir ve boylece

ispat tamamlanmis olur.
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Uyar1 2. Her iez* igin B; =0 ise, bu
durumda (3) integral denklemi [10] daki (6)
denklemini =0 durumuna indirger. Bu
denkleminin ¢Oziimii olan Y(r) matris
fonksiyonu siireklidir. Bu durumda (10) limit
ifadesi [10] daki (5) limit ifadesinin o =0
6zel durumu olur.
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