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Miihendislik problemlerini ve doga olaylarmi bir diferansiyel denklem
araciligiyla matematiksel bir formda yazmak ve ardindan bu denklemi ¢6zerek
olgu hakkinda bazi sonuglara ulagsmak bilimsel ugragmnim 6nemli bir kismidir.
Ozellikle degisimin gdz oniine alindig1 olaylarin incelemesinde tam sayili
veya kesir tiirevli denklemler kullanilir. Kesir tiirevli denklemleri iceren bazi
caligmalar termoelastisite, titresim ve diflizyon siiregleri, biyomiithendislik
konularinda verilmistir. Ayrica fizik, genetik, biyoloji, ekonomi ve istatistik
gibi bilim dallarindaki ¢esitli problemler bu tip denklemlerle incelenmistir.
Kesir tiirevli denklemler, soniimiin frekansa bagli oldugu malzemeli modelleri
tahmin etmekte ve ayrica gercek fiziksel sistemlerin hareketini tanimlamada,
viskoz bir akigkan i¢ine daldirilmis rijit bir plakanin veya bir akiskan i¢indeki
bir gazin hareketinin modellenmesinde kullanilmaktadir. Bu tiir denklemlerin
yaklasik ¢oziimlerinin bulunmasi hala 6nemli bir ¢alisma sahasidir. Bu
caligmada agirlikli kalanlar yontemlerinden olan kollokasyon, kesir tiirevli
denklemlerin yaklasik ¢oziimiinii bulmak amaciyla Onerilmistir. Yontem
sayesinde incelenen problemlerin ¢oziimleri indirgendikleri denklem
sisteminin ¢ozliimiiyle bulunmustur. Kollokasyon ile secilen test problemlerine
basit islem ve programlama adimlartyla yaklasik ¢oziimler bulunmustur.
Yontemin ¢aligma algoritmasi verilerek, lineer olan veya olmayan, smir ve
baslangic deger problemlerine uygulanmasi tartigilmistir. Kollokasyonla
bulunan degerler ile diger aragtirmacilarin sonuglar1 arasinda uyum yontemin
basit ve etkili bir yaklasik ¢6ziim yontemi oldugunu gostermektedir.
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differential

The formulation of engineering problems and natural phenomena in terms of
differential equations and the subsequent solution of these equations to obtain
information is a major activity of the scientific effort. Such problems,
especially in which variations have to be considered, are analyzed utilizing
integer-order or fractional-order differential equations. Applications involving
fractional order differential equations have been related to thermoelasticity,
vibration analysis, diffusion processes, and biomedical engineering. Aside
from that, some problems across the wide multidisciplinary of physics,
genetics, biology, economics, and statistics have also been addressed via
fractional kinds of equations. Fractional order differential equations perfectly
fitting in considering certain frequency-dependent damping materials
modeling and more accurate detailing of the real physical phenomenon, say,
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the mechanical motion of a rigid plate immersed into the viscous medium, or
the realistic collective behavior of gas particles submerged in the liquid. The
quest to find approximate solutions for such equations remains a hot area of
research. This paper proposes the collocation method, one of the weighted
residual techniques, to determine approximate solutions for fractional-order
differential equations. Using this method, the solutions to the examined
problems are obtained by solving the reduced systems of equations.
Approximate solutions to some test problems have been obtained by the
collocation method using some simple computational and programming steps.
The working algorithm of the method is given, as well as its application to
linear or non-linear, boundary value and initial value problems. The agreement
between the present results and those of other researchers shows that the
method is simple and effective for generating approximate solutions.

To Cite: Durak B., Demir MS., Ozer HO. Kesir Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin Kollokasyon Yontemi ile Coziimii.

Osmaniye Korkut Ata Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi 2025; 8(4): 1816-1828.

1. Giris

Bir¢ok bilim alaninda ve miihendislikte, karsilasilan bir problemi ifade etmek ve bu problemle ilgili
baglangic ve smir sartlarin1 ortaya koyabilmek gerekmektedir. S6z konusu sartlarin saglandig
fonksiyonlar bulunarak ¢6ziime gidilir. Problemi ifade etmekte yararlanilan s6z konusu fonksiyonlar,
bir veya daha yiiksek mertebeden tiirevler ya da kesirli tiirevler igerebilir.

Bir veya daha fazla degiskenin kesirli tiirevlerini igeren denklemlere kesirli diferansiyel denklem denir.
Kesirli diferansiyel denklemler, tam say1 tiirevleri yerine, kesirli tiirevlere sahip olan diferansiyel
denklemlerdir (Benghorbal, 2004).

Kesirli diferansiyel denklemler, matematik, fizik ve kimya gibi temel bilimlerde kullanilmasinin yani
sira diger bilim dallarinda da arasgtirmalarda yer bulmaktadir. Sivalingam ve ark. (2023) kesirli
diferansiyel tiirevler igin sinir aglar1 tabanli niimerik bir ¢6ziim gelistirmiglerdir. Cardone ve Conte
(2020) soz konusu denklemler i¢in kararlilik analizini irdelemistir. Wang ve ark. (2020) otomatik siber
giivenlik konusunda bulanik mantik i¢eren kesirli diferansiyel denklemler uygulamasini incelemislerdir.
Giiniimiize gelene kadar baz1 matematikgiler ¢ok farkli kesir tiirevli diferansiyel denklem tanimlari veya
yaklagimlari yapilmigtir. Karci (2015) ¢alismasinda bunlardan tig tanesi olan Euler, Riemann-Liouville
ve Caputo yaklagimlarinin yetersizliklerini tartistiktan sonra bu denklemlere kendi tanimini vermistir.
I' (Gama) fonksiyonunu gostermek tizere literatiirde siklikla karsilasilan iki adet kesir tiirev tanimi
Khalil ve ark. (2014) tarafindan verilmistir. Bunlardan birincisi olan Riemann-Liouville tanimina gére

kesir tiirev,

t

a ——d_n &
Paf®) =t =2 dtnf (t—x)e 7+

dx

olarak verilirken, Caputo tarafindan verilen tanim ise;

apry L f™ )
Paf O =t | Toem
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seklindedir. Her iki tanimda a tlirevin mertebesini gostermek iizere [n-1,n) araligindadir.

Kesir tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerini bulmak igin literatiirde cesitli yontemler
kullanilmaktadir. Arikoglu ve Ozkol (2007) Kesir Tiirevli Diferansiyel Déniisiim (FDTM) ydntemini,
Momani ve Odibat (2007) Adomian Ayriklastirma Yontemini (ADM), Odibat ve Momani (2008)
Uyarlanmis Homotopi Pertiirbasyon Yontemini, Hosseinnia ve ark. (2008) lyilestirilmis Homotopi
pertiirbasyon Yo6ntemini, Cang ve ark. (2009) Homotopi Analiz Yo6ntemini, Li ve Sun (2011)
Genellestirilmis Blok Darbe islem Matrisi Y&ntemini, Li ve ark. (2014) Haar Dalgacik Islem Matrisi
Y ontemini, Albadarneh ve ark. (2016) Kesirli Sonlu Farklar Y 6ntemini, Zhijunve ark. (2018) Legendre
polinomlarini, Daraghmeh ve ark. (2020) Homotopi Pertiirbasyon ve Matris yaklasimi yontemlerini,
Fathy ve Abdelgaber (2022) Galerkin yontemini, kullanarak cesitli kesir tiirevli denklemleri
¢Ozmiiglerdir.

Bu ¢alismada ise kollokasyon yontemi kullanilarak, lineer ve lineer olmayan yedi farkli kesir tiirevli
diferansiyel denklemin sayisal ¢dziimleri bulunmus ve literatiirde mevcut sonuglarla karsilastirilmistir.
Bulunan sonuglar, kollokasyon yénteminin kesir tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii igin etkili,

giivenilir ve yliksek dogruluk saglayan bir yaklasim oldugunu gostermektedir.

2. Materyal ve Metot

Kesir tiirevli bir sinir deger problemi f(x) homojenligi bozan terimler olmak iizere,

D*y(x) = f(x) =0

y(x1) =a ®)

y(x) =b

seklinde gosterilebilir. Burada D“ kesir tiirev operatoriidiir. Bu denklemin yaklasik ¢6ziimii;

N
9(x) = ) Cux” @
n=1

seklinde olsun. Denklem (4), denklem (3)’ te yerine yazilarsa kalan (residual) R(x) ifadesini veren

denkleme ulasilir.

R(x) =D*¥(x) — f(x) = D* [EN=1 Cux™ | — f (). ()

Kollokasyon yonteminde, R(x) kalan ifadesi belirlenen ve kollokasyon noktasi olarak adlandirilan
noktalarda sifira esitlenerek ¢6ziimii denklem (5)’teki bilinmeyen katsayilar1 verecek olan bir denklem

sistemi kurulur. x; kollokasyon noktalari olmak iizere bu sistem,

R(xy) = D*9(x) — f(xx) = D%

N
Z C, x,’g] —f) =0, k=123, ..,n (6)
n=1
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seklinde yazilabilir. Eger incelenen problem bir baslangi¢ deger problemi ise benzer islem adimlart
uygulanacaktir. Ancak kollokasyon noktalari probleme uygun segilmelidir. Sekil 1°de kollokasyon

yonteminin bir sinir veya baslangi¢ deger problemine uygulanma algoritmasi gosterilmistir.

Probleme yaklagik ctizlim
Grer

3imir veya baglangig
zartlan safilaniyor
mu?

Verilen gartlzrnin sayis:
kadar ek denklem kur

Danklemsa yararak
Rix) i bul

Rix,} = 0 olmak Ozere
denklemlen alugtur

*i - a+|(b-alM | olacak
o E— sakilze kollokzsyen
noktalann hesagla

Homojen denklem sistemini gizersk
G, 'leri hesapla

Yapilan hala yalari
HAYIR R
kadar kilgiik mi?

Sekil 1. Kollokasyon yonteminin algoritmasi

Birinci test problemi olarak Arikoglu ve Ozkol (2007) tarafindan Kesirli Diferansiyel Doniisiim

Y Ontemiyle ¢oziilen problem ele alinsin,

DOy() = —y() +x* + o2t y(0) = 0. )

r(.5)

(7) denklemi ile verilen problemin analitik ¢6ziimii y(x) = x?'dir. Verilen sinir sart1 dikkate alinirsa (7)

denkleminin yaklagik ¢6ziimii
3
y(x) = Z Cpx™ (8)
n=1

olarak alinabilir. Bu yaklagik ¢6ziim (7) denkleminde yerine yazilirsa kalan:

N 2v/x(15C; + 4x(5C, + 6xC3))

R(x) = —1,504505556xY5 — x2 4+ xC,+x%C, + x3C
( ) 1 2 3 15\/;

)
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olarak bulunur. (9) denkleminde bilinmeyen katsayilar; C; C,, C3 degerlerini bulmak i¢in, dncelikle
kollokasyon noktalari; x € [0,1] oldugu kabul edilmis ve ii¢ kollokasyon noktasi x, = 0,25, x; = 0,50
ve x, = 0,75 olarak se¢ilmistir. Bu degerler sirasiyla denklem (9) a yazilarak her bir denklem ayr1 ayri

sifira esitlenirse;

0,25C,+0,0625C, + 0,015625C; + 0,037612638903183574(15C;+5C, + 1,5C3)
= 0,2505631945159188

0,5C;+0,25C, + 0,125C; + 0,05319230405352436(15C; + 2(5C; + 3C3))

(10)
= 0,7819230405352436

0,75C;+0,5625C, + 0,421875C; + 0,06514700157705598
+(15¢; + 3(5C; + 4,5C3)) = 1,53970502380584

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢6ziimiiyle aranan yaklasik ¢éziim i¢in bilinmeyen
katsayilar, C; = 2,987 x 1071¢, C, = 1ve C3 = 6,541 x 1071 olarak bulunur. Cok kii¢iik olan

katsayilar ihmal edilerek denklem (8)’ e yazilirsa (7) denklemi ile verilen problemin yaklagik ¢6ziimii;

y(x) = x? (11)

olarak bulunur. Bu ¢6ziim verilen problemin analitik ¢oziimiidiir.

Ikinci test problemi olarak Kesirli Sonlu Farklar Yontemiyle (FFDM) ¢oziilen ve kesin ¢oziimii y(x) =

x? olan,

D?y(x) + DY y(x) + y(x) = x%? +2 + 4\/;, y(0) =0 (12)

problemi olarak segelim (Albadarneh ve ark., 2016). Bu problemin yaklasik ¢6ziimii denklem (8) deki
gibi Giglincii dereceden bir polinom olarak se¢ilmis olsun. R(x) kalan ifadesi olusturulup x, = 0,25,
x; = 0,50 ve x3 = 0,75 olan kollokasyon noktalarinda sifira esitlenirse, aranan yaklagik ¢oziimiin
katsayilar1 sirastyla C; = —1,676 X 1071°,C, =1, C3 = —1,101 x 1017 olarak bulunur. Birinci
problemdeki gibi ¢ok kiiciik olan katsayilar ihmal edilirse denklem (6) ile verilen denklemin yaklagik
¢oziimii kesin ¢oziimii olan y(x) = x2 'ye esit olacaktir.

Ugiincii test problemi Homotopi Pertiirbasyon ve Matris yaklasimi1 yontemleriyle incelenmis olan
DY) +Y(0) = s A YO =Y (©) =0 (13)

Diferansiyel denklemi olarak segilsin (Daraghmeh ve ark., 2020). Bu denklemin  « = 1,9 i¢in olan

¢oziimii y(x) = x?'dir. Baslangic kosullarina dikkat edilirse aranan yaklasik ¢dziim;

N
y() = ) Cu” (14
n=2
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seklinde olacaktir. Burada N kollokasyonda kullanilan polinomun en yiiksek derecesini gostermektedir.
Bu problemin farkli kollokasyon noktalart i¢in bulunan yaklasik ¢o6ziimleri asagidaki sekilde

bulunmustur.

ys = 0,9999999999999986x2 + 1,889120086245991 x 10~ 15x3 — 3,640636510310997
X 107 15x% + 3,409117141967403 x 10~ 15x5 — 1,147227297973183
X 1071546

Y10 = 1,0000000000001166x% — 1,270412891612913 x 10~ 2x3
+ 7,753965674030095 x 10~ 12x* — 2,972503162714075 x 10~ 11x5
+ 7,480077415757217 x 10~ 11x6 — 1,255543494558436 x 10~ 10x7
+1,393630369084786 x 10~ 1°x8 — 9,826857124530411 x 10~ 11x°
+ 3,987867009625851 x 10~ 11x1% — 7,092315911222479 x 10~ 12x11

1,0000000000008316x2 — 1,519994917014976 x 10~ 1x3 + 1,671962890129303
x 107109x% — 1,235758699148621 x 10~°x5 + 6,480624152770993
X 107%x® — 2,491277937095907 x 10~ 8x7 + 7,157604362849433
x 1078x® — 1,552143570175235 x 10~ 7x° + 2,544835981531875
x 107 7x1% — 3,134078504571956 x 10~ 7x'! 4+ 2,851598735146423
x 1077x1% — 1,858245286941418 x 10~ 7x13 + 8,198663870204452
x 1078x1% — 2,192744337849018 x 10~8x15 + 2,68312571560829
x 107 %x16

Yis

(15)

Y20 = 0,9999999999366677x2 + 1,706452351603294 X 10~%x3 — 2,864601367622546
x 1078x* + 3,335419280618379 x 1077 x>
—0,000002847466021534311x° + 0,000018460473358025377x7
—0,00009306561158607585x8 + 0,00037081686804471396x°
—0,001180568494634762x° + 0,003023311683227036x!
—0,006246468068028557x1% + 0,010406664487407501x*3
—0,013920287655965353x* + 0,014820307853809932x1°
—0,012377999263003321x° + 0,007927639581486077x*7
—0,0037557473713650145x8 + 0,001239212232174505x1°
—0,00025410789275506627x2% + 0,000024372104062487827 x*1

Dordiincii test problemi olarak Genellestirilmis blok darbe islem matrisi (Generalized block pulse
operational matrix) yontemiyle ¢oziilen lineer kesir tiirevli diferansiyel denklemi goz oniine alalim (Li
ve Sun, 2011),

D?y(x) + D*y(x) + y(x) = 8,

(16)
x>0 0<x<2, y(0)=1, y'(0)=0.

Bu problem a¢ = 0,5 degeri i¢in Adomian ayriklastirma yontemiyle (ADM) (Momani ve Odibat, 2007)
ve Kesir tiirevli diferansiyel doniisiim yontemiyle (FDTM) ¢oziilmiistiir (Arikoglu ve Ozkol, 2007).

Baslangic kosullarina gére bu problemin polinom temelli yaklasik ¢6ziimii
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N
y() = ) G )
n=2

olarak alinmalidir. Buna gére N = 26 i¢in yaklasik ¢6ziim,;

Y25 = 4,001x% — 0,100x3 — 2,068x* + 7,075x°> — 37,025x° + 175,579x” — 686,298x°
+2132,082x° — 5036,854x1% + 8153,068x'! — 5307,279x12
—15340,761x'3 + 62714,540x'* — 126100,573x*> + 170167,525x°
—161658,626x7 + 107722,112x'® — 54138,044x1° + 35698,041x2°
—42155,511x21 + 43205,954x%% — 29183,334x23 + 12364,866x%*
—3023,719x2° + 328,453x2%°

(18)

seklinde bulunur. Kollokasyon yontemi lineer olmayan kesir tiirevli diferansiyel denklemlerin yaklagik
¢cozlimiinde kullanilabilir. Besinci test problemi olarak Legendre polinomlar1 yontemi ile ¢oziilen, lineer

olmayan kesir tiirevli;

re 36
—1"(6(—3><) x57% 4 65— x4 % — I'(3+x)x? — y(x)

D%y(x) =

2 (19)

3
+ (xs + EX4 - 2x°‘+2) , y(0)=0
denklemi goz Oniine alinsin (Zhijun ve ark., 2018). Bu diferansiyel denklemin kesin ¢oziimii y(x) =
x>+ %x“ — 2x%%% seklindedir. @ = 0,6 icin ve 10 kollokasyon noktasi almarak bulunan yaklagik

¢Oziim asagidaki sekilde bulunmustur.

Y10 = 0,770657x10 — 4,23236x° + 10,3312x® — 14,8412x7 + 14,0627x°

5 4 3 2 (20)
—8,45571x> + 6,49072x* — 3,37867x°> — 0,252208x~ + 0,00494825x
Altinci test problemi olarak, yine dogrusal olmayan;
D*y(x) +y*(x) =1,
(21)

0<x<1 y(0)=0

problemi goz oOniine alinsin. Bu problem, Legendre polinomlarini esas alan Galerkin yéntemi (L-G)
(Fathy ve Abdelgaber, 2022), uyarlanmis homotopi pertiirbasyon (MHPM- modified homotopy
perturbation method) , (Odibat ve Momani, 2008), iyilestirilmis homotopi pertiirbasyon (EHPM-
enhanced homotopy perturbation) (Hosseinnia ve ark., 2008), homotopy analiz metodu (HAM-
homotopy analysis method) (Cang ve ark., 2009), Haar dalgacik islem matrisi (HWOMM- Haar wavelet
operational matrix method) (Li ve ark., 2014), polinom en kiigiik kareler (PLSM- polynomial least
squares method) (Bota ve Caruntu, 2017) gibi farkli yontemlerle de ¢oziilmiistiir. Denklem (21) ile
verilen bu problemin yaklasik ¢6ziimii dokuzuncu dereceden bir polinom olarak alinirsa @ = 0,75 ve

a = 0,90 olmak iizere kollokasyon yontemi ile ¢oziimleri sirasiyla
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yo(x) = 13,595x° — 66,989x8 + 143,776x” — 176,586x° + 137,217x> — 70,639x*

+24,980x3 — 6,896x2 + 2,280x
(22)
yo(x) = 2,296x° — 11,589x8 + 25,595x7 — 32,536x° + 26,273x° — 13,930x* + 4,899x3
—1,642x% + 1,387x

seklinde bulunur.

Yedinci ve son test problemi olarak ise, asagida verilen dogrusal olmayan problem incelensin. Bu
problem polinom en kiigiik kareler (PLSM- polynomial least squares method) yontemiyle ¢oziilmustiir
(Bota ve Caruntu, 2017).

3

8x2
D%y(x) + y(x) + y2(x) = —=+x? + x*,
T

3Vm (23)
0<x<1, y(0)=0.
Problemin yaklagik ¢6ziimii,
3
y(x) = Z Cpx™ (24)
n=1

olarak kabul edilirse, elde edilen denklem sistemi dogrusal olmadigindan, bilinmeyen katsayilar (Cy,)

i¢in birden fazla ¢6ziim mevcuttur:

C, = —24,231 C, = 71,457 C; = —60,591
C, = —27,473 C, = 100,622 C; = —95,595
(25)
C, = —13,457 C, = 65,169 C; = —73,766
¢, =0 C, = 0,999 C:=0

Bu ¢dziimlerden sonuncusu (23) denkleminin kesin ¢dziimii olan y(x) = x2'yi vermektedir. Problemin
lineer olmadig1 durumlarda, uygun yaklasik ¢6ziim i¢in bulunan katsayilardan, reel olanlardan mutlak

degerce en kiigiiklerini igeren katsay1 grubunu kullanmak gereklidir.

3. Bulgular ve Tartisma

Bu boéliimde, bir 6nceki boliimde kollokasyon metodu ile yaklasik ¢oziimleri bulunan {igiincii ve
dordiincii test problemleri, literatiirde bulunan mevcut ¢oziimler ile kiyaslanmistir.

Tablo 1 (13) denklemi ile verilen (Ucgiincii test problemi) denklemin Daraghmeh ve ark. (2020)
tarafindan yapilan ¢6ziimii ve ¢esitli N degerleri icin kollokasyonla bulunan farkli yaklasik
coziimlerinde yapilan mutlak hatalar1 gostermektedir. Kollokasyon ile yapilan ¢dziimlerin yeterince

hassas oldugu gozlemlenmektedir.
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Tablo 1. Denklem (13) ile verilen problemin yaklasik ¢6ziimiinde farkli N’ler i¢in yapilan mutlak hatalar

Kollokasyon ¢oziimlerindeki mutlak hatalar

£ b
S E o> o 7o) o
X o =2 (Te}

o X = I oW o W

=t =& z z z z

3 >

v/ =
0 0 0 0 0 0 0
0,1 0,01 1,378x10-3 1,214x10-17 4,388x10-16 2,052x10-15 1,104x10-13
0,2 0,04 2,310x10-3 4,857x10-17 8,812x10-16 4,052x10-15 2,152x10-13
0,3 0,09 3,460x10-3 8,326x10-17 1,262x10-15 5,870x10-15 3,117x10-13
0,4 0,16 5,259x10-3 1,665x10-16 1,609x10-15 7,521x10-15 4,011x10-13
0,5 0,25 8,068x10-3 2,498x10-16 1,887x10-15 8,992x10-15 4,834x10-13
0,6 0,36 1,213x10-2 3,330x10-16 2,109x10-15 1,032x10-14 5,587x10-13
0,7 0,49 1,755x10-2 4,996x10-16 2,220x10-15 1,143x10-14 6,263x10-13
0,8 0,64 2,418x10-2 5,551x10-16 2,331x10-15 1,265x10-14 6,861x10-13
0,9 0,81 3,159x10-2 8,881x10-16 2,553x10-15 1,332x10-14 7,377x10-13
1 1 3,901x10-2 9,992x10-16 2,224x10-15 1,398x10-14 7,548x10-13

Tablo 2, Denklem (16) ile verilen dordiincii test probleminin analitik ¢6ziimii, kollokasyon yontemi ile
¢Oziimli ve literatirde mevcut diger yontemlerle bulunan c¢oziimlerini gostermektedir. Coziimler

arasindaki uyum kollokasyon yonteminin etkinligini géstermektedir.

Tablo 2. Denklem (16) ile verilen problemin kollokasyon ¢6ziimii ile diger yontemlerin karsilastiriimasi

x Kesin \(/BeBSPlﬁ (Li FADr;(,\(/)Iglu ADM (Momani ve KoIIoka}syon

Coziim 20011)' ve Ozkol,  Odibat, 2007) (N=25 i¢in)
2007)

0,1 0,03975 0,039754 0,03975 0,039874 0,039751

0,2 0,157036 0,157043 0,157036 0,158512 0,157038

0,3 0,34737 0,347373 0,34737 0,353625 0,347374

0,4 0,604695 0,604699 0,604695 0,622083 0,6047

0,5 0,921768 0,921768 0,921768 0,960047 0,921774

0,6 1,290,457 1,290,458 1,290,457 1,363,093 1,290,464

0,7 1,702,008 1,702,007 1,702,008 1,826,257 1,702,016

08 2,147,287 2,147,286 2,147,287 2,344,224 2,147,296

09 2,617,001 2,616,998 2,617,001 2,911,278 2,617,010

1 3,101,906 3,101,902 3,101,906 3,521,462 3,101,914

Denklem (16) ile verilen problemde en biiyiik mutlak hata X=1 noktasinda olmaktadir. Sekil 2 de x=1
noktasinda, mutlak hatanin yaklasik ¢6zliim igin segilen polinomun derecesi ile degisimi verilmistir.

Polinomun derecesi arttikca mutlak hatanin azaldigi goriilmektedir. Bu sayede kollokasyon yontemi ile
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daha hassas ¢oziimler elde edilebilir. Ancak kollokasyon noktalarimin ¢éziim i¢in gerekli hesaplama

yiikiinii arttirdigt g6z 6niinde bulundurulmalidir.

%102

1.2

Mutlak Hata
= o
[=2] =

=
s

0.2

5 10 15 20 25
N

Sekil 1. Polinom derecesinin artigtyla en biiylik mutlak hatadaki degisim
Tablo 3, 10 kollokasyon noktasi alinarak a=0,25 i¢in bulunan yaklagik ¢6ziim degerlerini ve nokta

bazinda yapilan mutlak hatalar1 gdstermektedir.

Tablo 3. Dordiincii test probleminde a=0,25 igin noktasal olarak yapilan mutlak hata degerleri
X  Kesin Coziim Kollokasyon Mutlak Hata

0 0 0 0

0,1 -0,0110868 -0,0110742 1,26189x10-5
0,2 -0,0507792 -0,0507726 6,61847x10-6
0,3 -0,1186349 -0,1186297 5,11213x10-6
0,4 -0,2058466 -0,2058418 4,82766x10-6
0,5 -0,2954482 -0,2954433 4,87186x10-6
0,6 -0,3615204 -0,361515 5,37800x10-6
0,7 -0,3681773 -0,3681719 5,45695x10-6
0,8 -0,2684692 -0,2684639 5,29380x10-6
0,9 -0,003246 -0,0032445 1,47763x10-6
1 0,5 0,5001679 1,67955x10-4

Tablo 4 ve Tablo 5 te kollokasyon ¢6ziimleriyle denklem (16) ile verilen non-lineer problemin (ligiincii
test problemi) c¢esitli yontemlerle bulunan ¢oziimleri farkli x degerleri igin karsilastirilmigtir.

Kollokasyon yontemi ile bulunan ¢oziimler diger yontemler ile bulunan ¢oziimler ile uyum igerisindedir.
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Tablo 4. Denklem (13) ile verilen problemin o=0,75 igin kollokasyon ¢6ziimii ile diger yontemlerin

karsilagtirilmasi

= L c §

E = = = ° < 2)

x o o n s £

< T z > =

= uw % e 3o 3

¥

0 0 0 0 0 0 0

0,2 0,3138 0,3214  0,3095 0,307 0,3091 0,3012

04 0,4929 0,5077  0,4814  0,4819 0,4803 0,4759
0,6 05974 0,6259 05977  0,5969 0,5995 0,5938
0,8 0,6604 0,7028 0,6788  0,6783 0,6774 0,676

1 0,7183 0,7542  0,7368  0,7365 0,7374 0,7367

Tablo 5. Denklem (13) ile verilen problemin 0=0,90 i¢in kollokasyon ¢6ziimii ile diger yontemlerin

karsilastirilmasi
5
(5]
: oz 3z 3% %
1 I 2 BT =
0 0 0 0 0 0

0,2 0,2391 0,2647  0,2369  0,2386 0,2353
04 04229 0,4591 04211 04224 0,4198
0,6 0,5653 0,6031 05651 0,566 0,564
08 0,674 0,7068 0,6738  0,6745 0,673

1 0,7569 0,7806  0,7541  0,7545 0,7536

4. Sonuclar

Mevcut ¢caligsmada kesir tiirevli diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢dziimlerini bulmak i¢in kollokasyon
yontemi kullanilmistir. Yontem incelenen problemleri kollokasyon noktalarindan yararlanarak bir
denklem sistemine dOniistiirme ve ¢cdzme sansi vermektedir.

Calismada ele alinan lineer olmayan problemler i¢in, yaklasik ¢6zlim katsayilarinin hesaplanma siiresi,
lineer problemlere kiyasla daha uzun siirmektedir. Bu durum, lineer olmayan denklem sistemlerinin
¢ozlimiinii hizlandirabilecek algoritmalar veya sayisal yontemler kullanilarak asilabilir. Tablo 1
incelendiginde, Daraghmeh ve ark. (2020) tarafindan elde edilen ¢oziimlere gére daha kiigiik mutlak
hatalarin bulunmasi i¢in bes kollokasyon noktasinin yeterli oldugu goriilmektedir. Dordiincii test
problemi i¢in olusturulan Tablo 2’ye gore, bu yontemle elde edilen degerler diger caligmalar ile
uyumludur.

Kollokasyon yonteminin daha basit islem adimlarina sahip olmasi, degerlendirilen diger {i¢ yonteme

kiyasla 6nemli bir avantaj saglamaktadir. Sekil 2’de goriildiigii gibi, en biiyiik mutlak hata, kollokasyon

1826



nokta sayisinin artirilmasiyla azaltilmistir. Birinci, ikinci ve son problemde oldugu gibi, bu yontemle
bazi durumlarda analitik ¢6ziime ulasmak miimkiindiir.

Yaklasik ¢6ziim olarak her ne kadar polinomlar 6nerilmis olsa da kollokasyon yontemi uygulanirken
probleme bagli olarak farkli tiirde fonksiyonlar kullanilabilir. Kollokasyon baslangi¢ deger problemleri
icin kullanilirken problemlerin alindig1 referanslardaki gibi x degerleri 0 ve 1 arasinda degistirilmistir.
Yontemin en az bir tane sinirin sonsuz oldugu problemlere uygulanmasinda oncelikle bir degisken
doniislimii yapilarak sinirlardaki bu durumun ortadan kaldirilmasi uygun bir yaklasim olacaktir.
Incelenen problemlerden bazilar1 icin kesin ve bazilarina ise uygun yaklasik ¢oziimlerin bulunabilmesi
kullanilan bu yontemin etkinligini gostermektedir. Uygulanmasi ve programlanmasi kolay olan
kollokasyon yontemi sonraki ¢alismalarda basta kesir tiirevli integro diferansiyel denklemler icerenler

olmak iizere farkli tiirde problemlerin yaklasik ¢oziimlerini bulmakta kullanilabilir.

Cikar Catismasi Beyani

Makale yazarlari aralarinda herhangi bir ¢ikar ¢atigsmasi olmadigini beyan ederler.

Arastirmacilarin Katki Oram Beyan Ozeti

Yazarlar makaleye esit oranda katki saglamig olduklarini beyan ederler.
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