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Ozet: G asikar olmayan bir sonlu grup ve Y g deligi g olan kompakt baglantili yonlendirilebilir bir yiizey
olsun. Eger G grubu Y, g nin yonii koruyan self-homeomorfizmlerinin bir grubu olarak >’ g iizerinde
faithful olarak etki ediyorsa, bu taktirde G ye ) g tizerine etkir veya G , Y. g nin bir simetri grubudur
denir. G nin ) g tizerine etki edecek sekildeki g degerlerinin kiimesini v(G) ile gdsterelim. Bu

cahgymada, G=C,xC,, G=C,xC, (pbir tek asal say1), 4,, 4; (alterne gruplar) ve S, (simetrik grup)

gruplari i¢in bu kiime hesaplanmistir. Ayrica, bu G gruplar igin G nin D’ g iizerine serbest etki edecek

sekildeki g degerlerinin £(G) kiimesi elde edilmistir.
Anahtar Kelimeler: Yiizey simetrisi, faithful etki, yonlendirilebilir yiizey

SOME APPLICATIONS ON SYMMETRIES OF SURFACES

Abstract: Let G be a non-trivial finite group and >’ g denote a compact connected orientable surface of
genus g . If G acts faithfully on >’ g asagroup of orientation-preserving self-homeomorphisms of >’ g
then we say that G acts on ) g of that G is a symmetry group of Zg . Let v(G) denote the set of
values of g for which G acts on )| g In this paper, we compute this set for the groups G=C, xC,,

G=C,xC, (pisanoddprime), 4,, 4; alternating groups and S, symmetric group. We also obtain the set
&(G) of g such that G acts freely on Y g for these groups.
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1. Giris

G asikar olmayan sonlu bir grup ve
> g deligi g olan kompakt, baglantili

yonlendirilebilir bir yiizey  : zeg N Zg ,
> g lizerinde G nin bir etkisi olsun. Eger G
nin sadece birim elemant )’ g nin her

elemanim1 sabit birakiyorsa «  etkisine
faithfuldur denir. Eger g nin  higbir

elemant G-{1}in herhangi bir eleman

tarafindan sabit birakilmiyorsa bu durumda «
etkisine serbest (free) dir denir. Eger G,
> 2 nin yonii koruyan self-

homeomorfizmlerinin grubu olarak faithful
etkiye sahipse, bu durumda G ye
> g tizerinde etkir veya G ye | g nin bir

simetri grubu denir. G nin ) g tizerinde etki

edecek sekildeki g lerin kiimesini v(G) ile

gosterelim. Bu durumda [4] de Kulkarni
v(G) kiimesinin sonlu sayida hari¢ biitiin
negatif olmayan g=1(modK) sayilarindan
olustugunu gostermistir. Burada g>2 ve K
sadece G nin d=|G| mertebesi, G nin
e=eks(G) eksponentine ve G nin bir G,

sylow 2-alt grubunun yapisina bagli olan bir
pozitif tamsayidir. [3] de Jones her 2e N igin
Vi (G) ={ g | G grubu, boliim uzay1

zg%;zh ilezg tizerine etkir}
kiimesini g6z Oniine alarak, v,(G)kiimesinin
sonlu sayida hari¢ biitiin negatif olmayan
g=d(h-1)+1(modJ) sayilarindan olustugunu
ispatlamigtir. Daha sonra v(G)= Uv ,(G)

h=0

oldugunu gostererek g>2 kisitlamasina

gerek olmadigini ispatlamustir.
Eger « serbest etkiye sahip ise bu durumda

karsiik  gelen Zg N Zg é ortisi

dallanmamustir. G nin )’ g lizerinde serbest
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etki edecek sekildeki g lerin &(G) kiimesi
yine Jones tarafindan incelenmis ve her sonlu
G grubu i¢in £(G)=g,+dN 1 saglayan bir
g, =1(modd) tamsayisinin mevcut oldugunu
ispatlamistir. Boylece, £(G) sonlu coklukta
harig biitiin g =1 (mod d) sayilarini igerir. Bu
¢alismada, G=C,xC,, G=C,xC, (p> 2
bir tek asal say1), (devirli gruplar) 4,, 4
(alterne gruplar) ve S, (simetrik grup) gruplari
i¢in v(G) ve £(G) kiimeleri bulunmustur.

2. Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde c¢alismada kullanilacak olan
notasyonlar, tanimlar ve teoremler
verilecektir. Daha fazla bilgi icin [ 3, 4] e
bakiniz. Yiizeyler ve yiizey ortiileri icin [1],
sonlu gruplar i¢in [2,5] nolu referanslardan
yararlanilmustir.

Tammm 2.1. G bir sonlu grup ve d= |G|
olsun.

d yibdlenher n i¢in n':=4/ ,

[:={n>1 |G mertebesi n olan bir elemana sahiptir}
, M, :=ebob {(n—-1)n":nel},

M,:=¢ebob{(n-1)n":neA},

Il:={p| p,d yibdlen bir asal say1},

M-1:={p-1]| pell}

M::i ebob (IT -1)

e

olarak tanimlanir.
Tammm 2.2. 7 bir sonlu 2-grup ve geT
olsun. Eger g nin mertebesi | g|=eks (T) ise
g ye uzun eleman ve | g|<eks(T) ise g ye
kisa eleman denir.
7 nin kisa elemanlarmim ciimlesini 7C ile

gosterelim. Eger T O-, T de 2 -indeksli bir
altgrup ise T ye dengelidir (balanced) denir.
Tanmm 2.3. G bir sonlu grup olsun. Eger G

nin G, Sylow 2 -alt gruplari dengeli ise G ye
dengelidir denir.
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Buradan asikar olmayan bir 7 2 -grubunun
dengeli olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun

m
kl_=ll g,=1 (g,eT)
formundaki her bagmtinm g, uzun

elemanlarinin bir ¢ift sayisimni icermesidir [3].
Tamim 2.4. G bir grup olsun. Bu taktirde,

M , eger G dengeli ise

J=J(G):=1 1 ,
EM , diger durumlarda
ve
d . o
— , eger G, dengeli ve asikar ise,
K=K (G):= ed

— , diger durumlarda
2e

olarak tanimlanir.
Agik olarak M tektir ancak ve ancak G,

agikardan farklidir ve devirlidir. Bu durumda
G dengelidir; bdylece J daima bir
tamsayidir ve ayni sekilde X da daima bir
tamsay1dir.

m in n i boldigini gostermek i¢in m | n ve
p bir asal say1 olmak {izere » i bdlen p nin
en yiiksek p’/ kuvvetini gdstermek igin
p’|n yazacagiz. 4 ve B kiimeler olsun.
Ac B ve B- A4 farki sonlu ise bu durumu
belirtmek i¢in 4 ¢ B yazacagiz.

Teorem 2.5. M =M ,=M.[3]

3. BAZI SONLU GRUPLAR iCiN

YUZEYLERIN SIMETRILERI

G nin, g>0 delikli bir Y g kompakt,

baglantili, yonlendirilebilir yiizeyi iizerine bir
etkisi, yonii koruyan )’ g > g

self-homeomorfizmlerinin bir grubu olarak G
nin bir faithful gosterimidir.
v(G)={ geN: G, zg Uzerine etkir} olarak

tanimlansin.
Eger G, Y g iizerine etkiyorsa, bu taktirde

bir 2 € N igin Zg % =), dur, boylece
2
Vh(G)={gEN| 86 =2

ile G grubu Zg
olmak iizere v(G)= U v (G) dir.
heN

tizerine etkir }

Teorem 3.1. gev, (G ) dir ancak ve ancak

G, asagidaki sartlar1
a;,b,(1<i<h) ve ¢ ,(1<i<x

saglayan
nel)

n >’
elemanlarina sahiptir;
(i ) a,b,vec,  elemanlann G yi iretir,

n

(ii) ¢, , elemanlarin bir siralamasi icin,

"=

[aia bz] Hci,n =1 dir:

i=1

( il ) Herbir c. nin  mertebesi,

n(1<i<x,) dir,
(iv)
2(g-1)-2d(h-1)=Y (n-1)n'x,
nel

dir. [3]

Elemanlarin boyle bir kiimesine
(h;x) simgeli G i¢in bir Hurwitz ciimlesi
denir, burada x:n — x, fonksiyonudur.

(ii) denklemi yada denk olarak ( iv )

esitligi  Riemann-Hurwitz formiilii olarak
bilinir. Onun ¢oziimlerini ¢alismak igin, ®

11
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pozitif tamsayilarin sonlu bir climlesi olmak
lizere,
No={ ¥ xmm|xmeN }
me ¢

formundaki N in toplamli alt yar1 gruplarim
g0z Oniine almamiz gerekecektir.

N® N ebob (D) 3.1
oldugu iyi bilinir[3]. (3.1) in basit bir
genislemesi, eger her bir m € ® i¢in k,eN
ise, bu taktirde

{ X2 x,m:x,eN,x

m
m e ¢

oldugunu iddia eder.
Teorem 3.2 Vi ( G ) kiimesi,

g=d(h-1)+1(modJ)
kongriiansini saglayan sonlu sayida harig
biitiin negatif olmayan tamsayilardan olusur.
Ayrica,
£,(G)=NJ+d(h—-1)+1 olarak tanimlarsak

v,(G) < ,(G)dir[3]
Teorem 3.3. v(G)
g=1(modK) kongriiansim1 saglayan sonlu

kiimesi,

sayida negatif olmayanlar harig¢ biitiin negatif
olmayan tamsayilardan olusur [3].
Teorem 3.4. £(G)=g, +dN [3].

Boylece  &£(G) g=1(modd)
kongriiansin1 saglayan sonlu sayida harig

biitiin tamsayilardan olusur.
Simdi v©), v,(G) ve £&(G) kiimelerini

kiimesi

inceleyelim: Yontem, G grubu |ci’"|=n ve

bagintilarini

h
[Mlan,b; 1lc;,=1
i=1 ’

i,n
saglayan bir a,b,

Ci,ﬂ (1Si£xﬂ)

(I1<igh) ve
Hurwitz kiimesine sahip
olacak sekilde # ve x, (nel') nin degerlerini
belirlemektir. g nin degerleri ise

2 =% S (n-Dn'x, +d (h-1)+1  (32)

nel’
formundaki Riemann-Hurwitz formiilii ile
verilir ki geé&(G)ler her nel igin x, =0
durumuna karsilik gelirler.
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>k, } <N ebob (D)

Teorem 3.5. G = C, x C, olsun. Bu taktirde
v(CyxCy)e N, v, (C,xC,)=N+4h-3
ve £(C, xC, )=4N +1 dir.

Ispat.

G=C,xC,=<a,b| a’ =b*>=(ab)’ =1>
= { 1,a,b, ab }

olsun. |G |=4 ve e=exp(G)=2. G, =G

olup G dengeli degildir. Boylece

M =2, J =1, K =1 dir. Boylece Teorem 3.3

den
v(C,xC,)c N ve Teorem 3.2 den

v (C,xC) e N+4(h-1)+1=N+4h-3
dir. T'={2} oldugundan (3.2) den
g=1'% (n-Dn'x,+d(h-1)+1
nel
=Xx,+4h-3
bulunur. Eger 2 =0 ise, bu taktirde x,>3
v, (C, xCy)=N dir
Eger h=1 ise v, (C,xC,)=N+4hr-3

bulunur. Boylece,
v(C, xC, )=L}9vh(C2 xC,)=N.

olmalidir, bdylece

Simdi x, = 0 koyarsak, # >1 olur, boylece
g=4h-3=4(h-1)+1e4N+1

ve boylece
E(C,xC,)=4N +1

olur. Boylece &(C,xC,)={1,5,9,13,... } dur.
|
G grubunun 3, torusu (ydnlendirilmis bir

kare olarak diisiliniiliiyor) iizerine serbest
etkiye sahip oldugu aciktir ( Sekil 3.1).
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>
N/‘)

b% ) @Z

Sekil 3.1. G grubunun

etkisi.
Bu etki bize bir 4 kare verir. Bunlarin her biri
2.1 Uzerinde G ig¢in bir F temel bolgedir.

1

2| torusu iizerine

Boylece G, bir kare iizerinde serbest etkiye
sahiptir oyle ki boliim yiizeyi
Zlé; zl dir. Yani bu durum 2 =1 ve
g =1 e karsilik gelir. Simdi, Zl karesine ,
2.1 in 4 kopyasmi, her biri bir kiigiik kare

tizerine gelecek sekilde eklersek elde edilen

> = 421 #
Cayley grafiginden elde edilen yiizeye
denktir. G nin Cayley grafigi i¢in sekil 3.2 ye
bakiniz.

>, =Y vizeyi G nin

Sekil 3.2. G nin Cayley grafigi.

G bu yiizey lizerinde serbest etkir oyle ki
bolim yiizeyi 25 /=¥, dir (sekil 3.3).
Buradan deligi 5 olan } 5 yiizeyi elde edilir.
ZS e Zh—z in 4 kopyasin1 her biri bir

temel bolge lizerine gelecek sekilde eklersek,
G elde edilen

2= A% 0 # X5 = X1han-)

ylizeyi iizerine serbest etkir dyle ki bolim

yiizeyi 2”4(”‘1) é =3, olur
0

WY e=2

Sekil 3.3. G nin Cayley grafigi ile elde edilen
etki.

13
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Teorem 3.6. G =C,xC, (p>2 asal)
olsun. Bu taktirde v( G ) c N p+1,

Vh(G)g%p(p—l)N+p2(h—l)+l ve

E(C,xCH)={1,1+p* 1+2p*,..}
dur.
Ispat.
G=C,xC,=<a,bla’"=b" =[a,b]=1>
diyelim. Bu durumda

d=|G|=p*, e=exp(G)=p
dir ve bu grup dengelidir. Boylece

Hz{p}an_lz{p-l},M:p(p_l)’J: p(pz_l)

G, =asikar oldugundan, K= p dir. Boylece
Teorem 3.3 den v( G )< Np+1 ve Teorem
3.2 den

V(@) p(p=1) N p” (h=1)+1
dir. ' ={ p} oldugundan

g =3 (p-D(p(x,-2-2)+ph
bulunur. Eger /=0 ise bu taktirde x ,>3 tir.
Boylece,

V(G )= % (p=D(p(N+1)-2).

Eger h>1 ise bu taktirde
vi(G)={p h-p*+1}U

£ (P=D(P(N+D-2)+ p7 i),
Simdi, x,=0 koyalim, bu durumda #>1
olup,
S(C,xC )= 1L,1+p2,1+2p2,..}
dir. H
G, Y| torusu (yonlendirilmis kare olarak

alalim) f{izerinde serbest etkiye sahip
oldugundan bu etki bize p° tane kare verir

(sekil 3.4 ve 3.5).

14
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Sekil 3.4. Gnin ), torusu iizerine etkisi.
Bunlarm her biri Zl lizerinde G igin bir F
temel bolgedir. Simdi Zl e, p’ tane
> h-1 in kopyasini, her biri bir temel bdlge

iizerinde olacak sekilde eklersek
Y= p Y # X =202

olup, G bu i iizerinde etkir Oyle ki

21+p2(h—1) /G = Zh dir.
A F a

p—kare|

< p—kare -

Sekil 3.5. p? tane temel bolge.
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Teorem 3.7. G = A, alterne grup olsun. Bu
taktirde v, ( 4,)c N +12A-11,
v(A4,)c N ve §(A4,)=13+12N dir.
Ispat.
G=4,=<x,y|x =y’ =(xy) =1> olsun
(burada x = (123), y = (12)(34) alabiliriz).
Bu taktirde,
d=|G|=12=2%3, e=exp(G)=6
dir.G, =V, =C,xC,

={1,(12)(34),(13)(24), (14)(23)}

olup, Gz‘= 4, eks(G5) =2

dir. Boylece G, dengeli degildir, dolayisiyla
degildir. I1={2,3}, ve
dolayisiyla Mm-1={1,2} dir.
M =2,J(A4,)=1, K (4,)=1dr.
Teorem 3.3 den v(A4,)< N ve Teorem 3.2
den dev,(A4,)cN+12h—1lelde edilir.
Diger taraftan I' ={ 2,3} dir. Buradan
g=3x,+4x,+12h-11
bulunur. S$imdi, eger x, = x, =0 ise h2>2 dir.

G  dengeli

Boylece

g, degerini bulmak i¢in
g=3x,+4x,+12h-11
formiiliinden % =2 yazilirsa g,= 13 olarak
bulunur ve boylece &(A,)=13+12N dur.
|
Simdi de £(A4,)=13+12N kiimesini 4, iin
y Cayley grafigi (sekil 3.6) yardimiyla elde
edebiliriz. G nin y {lizerinde etkisiyle cinsi 13
olan bir i yiizeyi elde edilir ( burada i , ¥
nin bir kapali tiip komsulugunun siniridir). Bu
bize Zz nin 12 yaprakh diizgiin

dallanmamis Ortiisiinii verir.

1 - = Yy
S
e Lz
Yy
> P[12:1
P

Sekil 3.6. G nin Cayley grafigi ile elde edilen
etki.

F, bu i ylizey 1lizerinde smir egrileri
tanimlanmig G i¢in bir temel bolge olsun. Her
bir temel bolgeye  deligi h—2 olan
> 4o Yizeyini eklersek deligi
g=1+12(h-2) olan yeni  bir

Y 1+12(h-2) Yizeyi elde ederiz Syle ki

boliim yuzey1 ZHlZ(hfl) A4EZh dlr, yani
Zg nin 12 yaprakli diizgiin dallanmamig

ortiisii elde edilir.
Teorem 3.8. G = A alterne grup olsun. Bu
taktirde v, (4s) < 60h—59+N, v(4;)c N
ve
&(A45) =g, +dN=61+60N dir.
Ispat. G=4,=<a,b| a’ =b> =(ab)’ =1>
olsun. Bu durumda

d=|G|=60=2%35 e=exp(G)=30
dur. G, ={1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}
olup

|G2 |:4, ekS(Gz):Z ve TU:{I} dir.

G%
TU

=4 oldugundan G, dengeli degildir.

15
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Dolayisiyla G dengeli degildir.
m={2,3,5} ve
IM-1={1,2,4 } oldugundan,

M=2,J(4) =1, K(4,)=1 elde edilir.
I' ={2,3,5} oldugundan

g =15x,+20x;+24x,+60h—-59
dir. v(4;) , g=1(modl) kongriiansim
saglayan g lerden olustuguna gore g =1+N
dir. Dolayistyla, v(45) < N dir. Diger
taraftan

v, (4;),g=d(h-1)+1(modl)
kongriiansin1 saglayan g lerden olustuguna
gore

v, (4;) < 60h—59+N

elde edilir. Simdi G nin serbest etkisine
bakalim. x,,x,,x, =0 i¢in ~A>2 olmalidir. Bu

durumda 2=2 i¢in g, =120-59 =61 elde

edilir. Boylece,
&(A45) =g, +dN=61+60N

dir. H
G = Ay igin y Cayley grafigini alalm. G, y
tizerinde etkir (sekil 3.7). i y nim kapal

tip komsulugunun smirt olsun. F de bu
ylizey tzerinde sinir egrileri tanimlanmis

temel bolgeyi gostersin. i deligi 61 olan
bir ylizeydir ve G bu ylizey lizerinde etkir.
Boylece >, nin 60 yaprakli diizgiin
dallanmamus Ortiisii elde edilir. "¢, e her

temel bolge iizerine bir tane olmak {izere
> 4o nin 60 kopyasi eklersek bu taktirde

1+60(h—2) olan yeni bir 3,4, Ylizeyi
elde edilir. Simdi G = A4 bu yiizey iizerinde
serbest etkiye sahiptir Oyle ki bolim yiizeyi

Zl+60(h—1) , ;Zh dir, yani Zg

yaprakli diizgiin dallanmamig ortiisii  elde
edilir.

nin 60

16

Sekil 3.7. G nin Cayley grafigi ve G nin bunun
iizerine etkisi.
Teorem 3.8. G = S, olsun. Bu taktirde

v(S,)cN, v, (S,) c24h-23+2N ve
&(S,)=25+24N dur.

ispat.
G=S,=<x,y | x =y’ =(xy)*=1>(
burada x=(124), y =(13) alabiliriz) olsun.

d=|G|=24=2%4, e=eks(S,)=12,
ve|G, | =2’ =8dir. G, mertebesi 8 olan bir
dihedral gruba izomorftur, yani

G, =D, ={l,x, X2, X, y, xy, X'y, Xy}
dir. D, dengeli olmadigindan, G dengeli
degildir. eks(D,) = 4 dir. Ayrica

T7 ={L,x’,y,xy,x’ p,x’ y}

kiimesi bir grup olusturmaz.
I1={2,3} oldugundan I1-1={ 1,2 } dir.

M=2,J=1,K=1dir.T ={2,3,4}

oldugundan,
g=06x,+8x,+24x,+24h-23

elde edilir. Boylece Teorem 3.3 den
v(S,),g=1(mod2)
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kongriiansini saglayan g lerden
olusacagindan g =1+2N dir. Dolayisiyla,
v(S,) cN dir. Teorem 2.2 den ise
v,(S,),g=d(h-1)+1(mod2)
kongriiansini

saglayan g lerden

olusacagindan
v, (S,) c24h-23+2N
dir. Simdi, x,,x,,x, =0ise #>2 olmaldir.
h =2 igin g,=48-23 =25 bulunur. Buradan,
&(S,)=25+24N

elde edilir. B
Bu kiime G nin Cayley grafiginden elde
edilebilir. G=S§, i¢in y Cayley grafigini

alalim (sekil 3.9). G, y iizerinde etkir. Y

boslugu 25 olan bir yiizeydir ve > , y nin

bir kapali tiip komsulugunun sinirmi
gostersin. F de bu yiizey izerinde smnir
egrileri tanimlanmig temel bolge olsun. Her
bir F temel bolgeye bir tane olmak iizere
boslugu #-2 olan ), 5 yiizeyini eklersek

boslugu g =1+24(h-2) olan 2 1424(h-2)

ylizeyini elde ederiz.

) /- )
1424 (h 1)4 =y, dir

Boylece

Gelis Tarihi: 07/05/2008

P

Sekil 3.8. G nin Cayley grafigi ve G nin bunun
iizerine etkisi.
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