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Ozet :Bu calismada, K > 2 olmak iizere (pn) ve (qn) pozitif dizileri igin (— 7[,71') araliginda Lebesgue

anlaminda integrallenebilen 27 periyotlu periyodik f fonksiyonunun Fourier serisinin |N, pn,qn|k

toplanabilmesi hakkinda bir teorem ispatlannustir.
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ON ABSOLUTE GENERALIZED NORLUND SUMMABILITY OF
THE
FOURIER SERIES

Abstract : In this paper , a theorem about |N, pn,qn|k summability of Fourier series of periodic f
function which has 27 period and integrable in the mean of Lebesgue in the interval (— 7[,7[) for positive
sequences (pn) and (qn ) is proved where K > 2.
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1. GIRiS

Bu makalede esas olarak (- 7,7) araliginda
Lebesgue anlaminda integrallenebilen 27
periyotlu  periyodik  bir  f fonksiyonun
Fourier serisinin kismu toplamlar dizisinin
|N, pn,qn|kmut1ak genellestirilmis Norlund

toplanabilmesi ele alinmigtir. Bu ¢alisma, [1]

de yapilan Fourier serilerinin No&rlund

toplanabilmesi ve [2] de yapilan  Fourier
serilerinin mutlak Norlund toplanabilmesi ile ilgili
caligmalardan yararlanilarak yapilnmustir.

Calismada bahsedilen ve [3] de tanimlanan

Norlund toplanabilme, diziden diziye bir 6zel
donlisim  metodu  ancak mutlak
genellestirilmis Norlund toplanabilme ise
Norlund toplanabilme yardimyla olusturulan
6zel bir serinin yakinsakligidir.

Caligma boyunca t e (O, 7[) olmak fizere
i) D,(t)= Zn:cos kt
k=1

i) 4= f(x+t)J2r f(x-t)

i) Ar,=r,—r4
gosterimlerini kullanacagiz.

Ayrica  bir ¢ fonksiyonunun (0,7)
araliginda sinirlt salinimli olmasi
#(t)e BV(0,7)
gosterimiyle , bir (an) dizisinin sinirlt olmasi
a, =0(1)

semboliiyle ve Zan serisinin - mutlak

yakinsak olmasi ise

Z|an| < 00
n=1

ile gosterilecektir.
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Bunlarin disinda K,
olmasi gerekmeyen
gosterecektir.

her durumda aym
pozitif sabiti

Tamm 1. f fonksiyonu (—72'71') araliginda

Lebesgue anlaminda integrallenebilen 27

periyotlu bir fonksiyon olsun.

Va

a =1 I f (x)cos nxdx

n

7[ T
ve
17 .
b, ==~ J' f (x)sin nxdx
72- /4
olmak iizere
A & .
2+ (a, cosnx+b, sinnx)
2 n=1
trigonometrik  serisine f fonksiyonunun

Fourier serisi veya f fonksiyonuna karsilik

getirilen Fourier serisi denir ve

F(x)~ 204 Z.O:(an cosnx +b, sinnx) (1)

n=1
seklinde gosterilir. [4].
Tamm 2. (p,) ve (q,) herhangi iki dizi

olmak tizere

f=> Pyl
v=0

r,=p0,=9q, =0
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olsun. Diger taraftan Zan serisinin  kismi

toplamlar dizisi (Sn) olmak iizere, (Sn)

dizisinden (t, ) dizisine
1 n
tn = _Z PrvdySy (2)
rn v=0
ile tammlanan doniisime genellestirilmis
Norlund doniisiimii denir ve (N, p,q) ile
gosterilir.

Eger limt, =s ise, > a, serisine veya

nN—o0
(Sn) dizisine s degerine genellestirilmis

Norlund toplanabilirdir ~ denir  ve

s, > s(N,p,,q,) ile gosterilir . [5].

Tamm 3. K>0 ve limt =S olmak iizere

n—oo

t,. (2) deki gibi tanimlansin.

k-1

|tn _tn+l|k <o (3)

0

)

n=0

r

n

Ar,

ise Zan serisine s degerine mutlak
(N, P @, ) veya

IN, p,.,|, toplanabilirdir denir.[3].

2.ESAS SONUCLAR

[6] de ispatlanan asagidaki teorem, 0 <k <1
icin periyodik bir f fonksiyonun  Fourier
serisinin
ilgilidir.

IN, p,.q,|, toplanabilmesi ile

Teorem 1.

) ()= f(X+t)'£ f(x—t) < BV(0.2)

i) (p,), monoton azalan pozitif bir dizi
iii) (g,), monoton artan pozitif bir dizi

iv) (r,), n—oo iken r, — oo olacak

sekilde bir dizi

Iy
V) g, = O(Z_n]

sartlar1 saglansin. Bu takdirde (— 72',7[)

araliginda Lebesgue anlaminda
integrallenebilen 27 periyotlu f

fonksiyonunun Fourier serisi 0 <k <1 igin
diizgiin olarak [N, p,,d,|, toplanabilirdir.

Bu c¢alismada ise, Teorem 1 deki

¢ € BV (0,7[) digindaki hipotezleri kaldirip
yerine baska hipotezler koyarak K >2 icin
periyodik  bir f fonksiyonun  Fourier
serisinin|N,, p,,, d,|, toplanabilmesi

ispatlandi.

Teoremimizi ifade etmeden Once teoremin
ispatinda kullanacagimiz asagidaki Lemmay1
verelim.

Lemma 2.

m wve N, N=M olacak sekilde pozitif

tamsayilar olsunlar. O <t <7 icin
olarak

diizgiin

<K

Z”:sinvt

v=m v

olacak sekilde K >0 saysi vardur. [7].

Calismamizin esasini  olusturan
Teoremi verelim.

asagidaki
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Teorem 3.
(p,) ve (qg,) negatif olmayan diziler olmak

tizere I, ,Tamm 2 deki gibi tammlansin.

r

n

0< j<n-1 igin [h] artmayan ve

(r,) de azalmayan diziler olsun. Bunlara ek
olarak

#(t)e BV(0,7), (4)

ve K> 2 olmak iizere
z<qn>% <o, ©)
3 <0, (6)

n=1 Ar ) -

sartlar1 saglansin. Bu durumda
araliginda

(~7,7)
Lebesgue anlaminda
integrallenebilen 27 periyotlu bir f(t)

fonksiyonunun Fourier serisi Kk > 2igin
t = X noktasinda |N, pn,qn|k toplanabilirdir.

ispat.
pn O, = Z PGy

v=0
olup (pn) ve (qn) negatif olmayan diziler

oldugundan (rn) de negatif olmayan bir dizidir.
Ayrica genelligi bozmaksizin f(t) nin (1) deki

Fourier serisinde @, = 0 olarak segelim.

(Sn (X)), (1) serisinin kismu toplamlar dizisi
olmak iizere

s, (x)= Zn:(ak cos kx+ b, sinkx)=

k=1

kiIH

>

( ]{ f(t cos ktcos kxdt + j

-
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sm ktsin kxdt]

olup, Abel
sirasini degistirme kuralini kullanarak

l(ff X+t cosktdt+j X — t cosktdt
k=1 7 0

_2 T #(t )Zn: cos ktdt

T 0 k=1

-2 [g(0p, tp

elde edilir.

(I’n ) negatif olmayan dizi oldugundan

k-1

It

= | r
2,

n=0

k-1
I PLE i K
E(Mrﬂld =t

yazilabilir.

n n+l|

Amacimiz limt, =S olmak tizere
n—o

k-1
N rn—l _ k
nz=1:{|41l’n1|) |tn tn_l| =

oldugunu gostermektir.

Oncelikle

Z pn qu v Z pn v 1qv v ZKp;—v_ pn—v—l]quv

nVO anU rn—1

| M ” (h—quvnva)}dt
T 0 v=0 rn rn—l

doniigiimiinii ve toplamlann
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27 Py Pao ,_1) smvt
”£|:J—0( I M JZ

v=0 n n-1
U= J pn— pn— -1
AD b J i
i V(t);( r, r, qu + S(gj J‘ n—l(h Pn- ]—l] ZSIn Vt|d¢ X
()i(p i Pnj 1] ) ofi=o\ s b
D, (t St B L q, i )
=\ T, r._ 2\ 7S Poj Pojul| [Ssinvt
- 1 (;]{IZ e |d¢<ﬂ
0 j=0 n—l v=j

_ nz_lcosthV:[ Pnj  Poja jqi N elde ederiz.
=\ r

Lemma2ve (4

N—"

hipotezini kullanarak

n o1& P_10,
D (t) *- o 7ol
n( {rn rn_l = pn—J—lq] rn_l :| t _t {J-Z

pn j _ pn—j—l

qj|d¢<t1}

n-1 p p ) n-1 0J=0 n rn—l
- { i quZCosvt
j=o\ Iy M v=j oL pn—j Pn- Fn-ja
=0@)y |- =, Ild¢
elde ederiz ve bunun sonucu olarak da 1=01 Tn fn-

Atn =tn _tn—l

yazilabilir. Ayrica [ Po-, ] artmayan dizi
r

27 <[ Py Pa n
= ;J‘¢(t{2[ S 1)(1 ZCOSVt} oldugundan

0 j=0 r-n rn—l v=j - 0 0
|tn _tn—1| =0(1)Z L_L—lqj
olup kismi integrasyon metodu kullanilarak io| I, M.
n-1 n-1
pn—j—lqj pn jq]
n =0(1 _

_ E{¢ 4: pn Hn-j Pn- j-1 jqj — sin Vt:|} ( )jZO r., zo r

T n rn -1 =] v

5 . 0 — O(l{ qun J

s n— n— r,

+_J‘ p ]_p j-1 stlnvt

550\ I M elde edilir.

:ET ni( Poj _ Poj 1) Zsm Vt} Diger taraftan (r,) azalmayan dizi
J -
i\ Mo oldugundan

; OL Poj  Pn HJ J"lesmvt}dqﬁ() i[|;;n:|]kl|tn ~t,|" :o(l)iﬁ

rn rnfl n=1 n=1 I’n (Arn—l )k_l

elde edilir. Boylece Lebesque integralinin
tanimuni Kullanarak
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