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OZET:

Bu ¢alismada, kuple diizgiinlestirilmis Boussinesq denklemleri i¢in yalniz (soliter) dalga
¢ozlimlerinin zaman evrimi ve kiiglik pertiirbasyonlar altindaki kararlilik &zellikleri
sayisal olarak incelenmistir. Yalniz dalgalarin uzun zaman davraniglarini incelemek,
dogrusal olmayan dalga dinamiklerini anlamak bakimmdan biiyiikk 6nem tagimaktadir.
Bu amagla, uzay ayriklastirmasi igin Fourier s6zde (psddo)-spektral yontemi ve zaman
ayriklastirmasi igin dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemini birlestiren bir sayisal
sema kullanilarak yalmiz dalga ¢dziimlerinin dinamikleri arastirilmistir. Onerilen
yontemin hem zaman hem de uzaydaki dogrulugunu ve etkinligini géstermek icin gesitli
sayisal deneyler gergeklestirilmistir. Baslangigta uygulanan kii¢iik pertiirbasyonlar ile
dalgalarin uzun zaman davraniglart gézlemlenmis ve kararliliklar1 incelenmistir. Elde
edilen sonuglar, kuple diizgiinlestirilmis Boussinesq denklemlerinin yalniz dalga
¢Oziimlerinin kiigiik pertiirbasyonlar altinda kararli oldugunu gostermektedir.
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ABSTRACT:

In this study, the time evolution of solitary wave solutions to the coupled improved
Boussinesq equations, and their stability properties under small perturbations are
numerically investigated. Examining the long-term behavior of solitary waves is of great
importance for understanding nonlinear wave dynamics. For this purpose, the dynamics
of solitary wave solutions are examined using a numerical scheme that combines the
Fourier pseudo-spectral method for spatial discritization and the fourth-order Runge—
Kutta method for time discritization. Several numerical experiments are carried out to
demonstrate the accuracy and efficiency of the proposed method in both time and space.
The long-time behavior of the waves with initially applied small perturbations is
observed, and their stability is examined. The obtained results indicate that the solitary
wave solutions of the coupled improved Boussinesq equations are stable under small
perturbations.
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GIRIS

Kuple diizgiinlestirilmis Boussinesq (cIBq) denklemleri, dispersif ve dogrusal olmayan
sistemlerde dalga yayilimini tanimlamak i¢in temel matematiksel modellerden biridir. Dogrusal olmayan
dalga denklemleri, formunu degistirmeden hareket eden ve yalniz dalga olarak adlandirilan kararli
coziimler tiretir. Ancak, dogrusal olmayan soniim veya dispersif siireglerin bu kararli yapilar iizerindeki
zaman i¢indeki etkisi heniiz tam olarak anlasilmis degildir. cIBq denklemleri, akiskanlar dinamigi,
plazma fizigi ve uygulamali matematigin diger alanlarinda yaygin olarak kullanilir. Yalniz dalga
¢oztimleri elde etmek ve c¢oziimlerin uzun zaman davraniglarini incelemek, bu tiir sistemlerin
kararliligini1 ve dinamiklerini anlamak i¢in ¢ok 6nemlidir.

Bu calismada,
Ut — Uxx — Uxxer = [au2 + bvz]xx; (D
Vet — Uxx — Uxxtt = [Zbuv]xx (2

bi¢imindeki kuple diizgiinlestirilmis Boussinesq (cIBq) denklemleri ve
u(x,0) =up(x), u(x,0) = u;(x), 3)
v(x,0) = vo(x), v:(x,0) = vy(x), (4)

baslangi¢ kosullar1 géz oniinde bulundurulmustur. Burada u(x, t) ve v(x, t) bilinmeyen fonksiyonlar,
x ve t alt indisleri kismi tiirevleri ifade eder. u, v ve tiim tiirevleri x — Foo iken sifira yakinsar. Sistemin
yalniz dalgalarinin kiigiik pertiirbasyonlar altindaki davranisi sayisal olarak incelenmistir.

Literatiirde farkli tiirde cIBq denklemleri ile ilgili bir¢ok calisma mevcuttur. cIBq sistemi,
(Christiansen ve ark. 1991, Turitsyn, 1993)’de Toda kafes modelinde, (Wattis, 2001)’de iki atomlu bir
kafeste, (Khusnutdinova ve ark., 2009)’da iki katmanli bir kafes modelinde dogrusal olmayan dalgalarin
iki yonlii yayilimini tanimlamak i¢in kullanilmustir. cIBq sistemi i¢in Cauchy problemi ile ilgili yapilan
caligmalar, genellikle yalniz dalga ¢oziimlerinin varligi, tekligi ve sonlu zamanda patlamalari ile ilgilidir.
(Pego ve ark., 1995)’te kiibik bir kafesteki zayif dogrusal olmayan titresimleri modelleyen sistemin
yalniz dalga ¢ozlimlerinin kararliligi incelenmistir. cIBq denklem sistemi i¢in Cauchy problemine ait
coziimlerin sonlu zamanda patlamasi (De Godefroy, 1998)'de incelenmistir. (Chen ve ark., 2009; Wang
ve Li, 2009; Guo ve Chen, 2013)’te, cIBq denklemlerinin global ¢6ziimlerinin varlik ve tekligi
gosterilmis, c¢oziimlerin sonlu zamanda patlamasi i¢in yeterli kosullar verilmistir. Boussinesq tipi
denklem sistemleri i¢in yalniz dalga ¢oziimlerinin kararlilig1 iizerine yapilan bazi ¢alismalar ise (Li,
2002; Dougalis ve ark., 2007; Grimshaw ve ark., 2017; Bona ve ark., 2023; Dougalis, 2023)
bi¢cimindedir. (Pasinlioglu, 2024)’te (1)-(2) sisteminin yalniz dalga ¢dziimleri analitik olarak elde
edilmistir. Yapilan diger ¢aligmalar arasinda (Chen ve Zhang, 2004; Gozukizil ve Akcagil, 2014; Wang
ve Tian, 2019) gosterilebilir. Bildigimiz kadariyla literatiirde (1)-(2) cIBq sisteminin yalniz dalga
coziimlerinin kararliligi ile ilgili herhangi bir ¢calisma bulunmamaktadir. Bu ¢alismada, cIBq sisteminin
yalniz dalga ¢dziimlerinin uzun zaman davranis1 ve ¢oziimlerin kararlilig sayisal olarak incelenecektir.

Sunulan makale su sekilde diizenlenmistir: ilk béliimde, (1)-(2) cIBq denklem sisteminin analitik
olarak elde yalniz dalga ¢ézlimlerinin uzun zaman dinamiklerini incelemek i¢in, uzayda Fourier s6zde-
spektral yontemi ve zamanda dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemini birlestiren sayisal bir
yontem gelistirilmistir. Sonraki boliimde, Onerilen yontemin etkinligini gostermek i¢in ¢esitli sayisal
deneyler gerceklestirilmis, sistemin yalmz dalga ¢6ziimlerinin kiigiik pertiirbasyonlar altindaki
kararlilig1 sayisal olarak incelenmistir. Elde edilen bulgular son béliimde sunulmustur.
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MATERYAL VE METOT

Yalniz Dalga Coziimleri
(1)-(2) kuple diizgiinlestirilmis Boussinesq denklemlerinin yalniz dalga ¢oziimleri, ansatz yontemi
kullanilarak analitik olarak elde edilebilir. Bunun i¢in (1)-(2) cIBq sisteminin ¢oziimleri

u(x,t) = ¢(8), v(x,t) =), §=x—ct—xp, ()

bi¢iminde ifade edilerek asimptotik smir kosullar1 kullanilirsa, yalniz dalga ¢oziimleri c? > 1 olmak
uzere

#() = LD secn? (12 ¢) ©)
V(©) = R ceen? (¢ ) 9

bi¢iminde elde edilir (Pasinlioglu, 2024).
(1)-(2) cIBq denklemlerinin farkli a ve b degerleri i¢in yalmiz dalga profilleri Sekil 1’de
gosterilmistir. cIBq sistemi i¢in yalniz dalga c¢oziimlerinin faz profilleri ise Sekil 2'de gdsterilmistir.

Y oriingelerin orijine diizgiin bir sekilde yaklastig1 goriilmektedir.
05 — a=2,b=2 05— a=2, b=2
Y e Y] et
0371 1 0.371
o2 I oz
017 1 017
| ; J\
-100 -50 0 SlO 100 -100 -50 O 5AO 100
X X

Sekil 1. ¢ = 1.5 i¢in (1)-(2) cIBq denklemlerinin yalmz dalga profilleri

0.3

0.2

011

-01¢

-0.21

-0.3+

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
¢
Sekil 2. (1)-(2) cIBq denklemlerinin ¢ ve Y ¢oziimleri i¢in elde edilen faz profilleri
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Yalniz Dalgalarin Uzun Zaman Davranisi

Bu boliimde, (1)+2) cIBq sistemi icin yalniz dalga ¢oziimlerinin uzun zaman davraniglarini
incelemek i¢in sayisal bir sema kullanilmistir. Uzay ayriklastirmasi icin Fourier s6zde-spektral yontemi
ile zaman ayriklastirmasi i¢in dordiincii mertebeden Runge—Kutta semasi birlestirilerek sistemin
¢cozlimlerinin zaman evrimi sayisal olarak incelenmistir.

I1k olarak, (1)—(4) sisteminin Fourier déniisiimii alinarak asagidaki sistem elde edilmistir:

ﬁff + kzﬁ + kzﬁtt = _k2[ ﬁz + bﬁZ]' (8)
ﬁff + kZﬁ + kzﬁtt = —kz[Zbﬁﬁ] ) (9)
ﬁ(kr O) = ﬁO(k); ﬁt(kl O) = ﬁl(k) Vi (10)
(8)-(9) sistemi,

flye = ———lad? + bD? + 1] (12)
~ k? PPOIIX

Vo = — T3 [2b0iD + D] (13)

bi¢giminde yazilabilir. y = #i; ve Z = ¥, secilerek

i, =9

D, =2

~ k? ~D ~2 ~

Yo = -z latt® + bD* + 1] (14)
A % An oA

=13 [2bTD + D]

sistemi elde edilir. (14) sistemi,

—
=
N}
A
——
N D)D)
)
£

F= —Tkzz[aﬁ2+bﬁ2+ﬁ] | ’ W = , W, = 3?0 (15)
\—Jj?[znamﬁ] / Zo

olmak tizere

W_F, Wko0) =W, (16)

matris formunda yazilabilir. Elde edilen (16) diferansiyel denklem sistemi, zamanda dordiincii
mertebeden Runge—Kutta yontemi kullanilarak ¢6zlilmiis ve ardindan ters Fourier doniisiimii
uygulanmigtir. Onerilen yontemin hem zamanda hem de uzayda yakinsama oranini bulmak igin

In[ E(M;41)/E(M;))] 17)

ln(M]-/M]-+1)

yakmsama orani =

bagintis1 kullanilmistir. Burada M;, zaman araligindaki alt araliklar1 ifade eder. E (M]) ,
L., —hatast = max|u; — U;| (18)
L

olarak tanimlanan L., -hatalarini, u; ve U;, (x;,t) noktasindaki sirasiyla analitik ve sayisal ¢6ziimleri
temsil etmektedir.
1092



Senay PASINLIOGLU 15(3), 1089-1099, 2025

Kuple Diizgiinlestirilmis Boussinesq Denklemlerinin Yalmz Dalga Céziimlerinin Kararlihg Uzerine Sayisal Bir
Calisma

BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, once (1)-(2) cIBq denklemlerinin yalniz dalga ¢ézlimlerinin zamana gore evrimi ve
bu ¢oziimlerin kiigiik pertiirbasyonlar altindaki uzun zaman davranisi sayisal olarak incelenmistir.
Sistemin yalmz dalga ¢oziimlerine karsilik gelen baslangi¢ kosullari,

o) = X ) ech? (V—1 x) (19)
Polx) = %sech2 (?x) (20)
veE

$1(x) = )3 sech? (JT )t h(J_1 x) 1)
P (x) = —3(62_2?m sech? (g )tanh (\/szc_l x) (22)

olarak alinmistir.

Sayisal deneyler, a = 2, b = 3 durumu igin gergeklestirilmigtir. Tiim hesaplamalar Matlab
kullanilarak yapilmistir. Once t = 0 ile t = 50 zaman araliginda, zaman grid noktas say1s1 M = 10.000
ve uzay grid noktasi sayis1t N = 2% alinmistir. Yakinsama oranlari ve ilgili hata normlar1 Cizelge 1 ve
Cizelge 2'de sunulmustur. Kullanilan sayisal yontemin zamanla yakinsakligini gostermek i¢in, sabit bir
(N = 2*) uzay grid nokta sayis1 alinmis ve gesitli At zaman adimlar1 kullanilarak sayisal deneyler
gergeklestirilmistir. Cizelge 1, £ = 50 bitis zamani i¢in L, —normlarindan hesaplanan sayisal hatalari
ve zamana gore yakinsama oranlarini géstermektedir. Elde edilen sonuglarda, zaman adimi At azaldikga
(M zaman grid sayisi arttik¢a) hatalarin azaldigini goriilmektedir. Bu sonuglar, 6nerilen yontemin
zamanla dordiincli mertebede yakinsadigini gostermektedir.

Cizelge 1. (1)~(2) denklemlerinin ¢ = 1.5, t = 50, L = 200 ve N = 2% i¢in hesaplanan L, — hatalar1 ve
zamana gore yakinsama mertebeleri

M u-hatasi Mertebe v-hatasi Mertebe
30 2.088723E-01 - 2.411849¢-01 -
50 9.470267E-02 1.548436158 1.093532¢-01 1.548436124
75 2.273873E-02 3.518607465 2.625642e-02 3.518607277
150 1.119649E-03 4.344033243 1.292859¢-03 4.344033374
300 5.250465E-05 4.414457522 6.062715e-05 4.414457127
500 6.100635E-06 4.213784064 7.044406e-06 4.213784285
750 1.131687E-06 4.154940562 1.306760e-06 4.154939604
1500 6.600875E-08 4.099673907 7.622033e-08 4.099674535

Fourier sozde-spektral yonteminin uzaydaki yakinsama oranlarini belirlemek i¢in, N degerleri
degistirilerek ve sabit bir zaman grid nokta sayis1t (M = 10000) kullanilarak cesitli sayisal deneyler
gerceklestirilmistir. Cizelge 2, ¢ = 50 bitis zamani i¢in uzaydaki L, —normlarindan hesaplanan sayisal
hatalar1 ve yakinsama oranlarmi sunmaktadir. Hesaplanan yakinsama oranlari, Onerilen sema
kullanilarak elde edilen sayisal ¢oziimlerin uzayda dogru ¢oziime {stel olarak yaklastigini
gostermektedir.
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Cizelge 2. (1)—(2) denklemlerinin ¢ = 1.5, t = 50, L. = 200 ve M = 10.000 i¢in hesaplanan L, —hatalar1 ve
uzaydaki yakinsama mertebeleri

N u-hatasi Mertebe v-hatasi Mertebe
16 1.675385E-01 - 1.934568E-01 -

32 2.254752E-01 -0.428476098 2.603564E-01 -0.428476431
64 2.649446E-01 -0.232721963 3.059317E-01 -0.232721733
128 5.535085E-02 2.259013346 6.391366E-02 2.259013393
256 1.296693E-04 8.737624709 1.497292E-04 8.737624894
512 1.026706E-08 13.62452621 1.185538E-08 13.62452607

Sekil 3’te (1)-(2) cIBq denklemlerinin yalniz dalga ¢oziimlerinin t = 50 i¢in zaman evrimi
gosterilmistir. Buradac = 1.5, M = 1000, N = 1024 olarak alinmistir. Yalniz dalgalarin seklinde
herhangi bir degisiklik olmadan ilerledigi goriilmektedir.

0.4 - 0.4 -

200

0 -200 X 0 -200 A

Sekil 3. (1)-(2) sisteminin a = 2, b = 3 igin yalniz dalga ¢6ziimlerinin evrimi

Coziimlerin Kararhhg:

Bu boéliimde (1)-(2) cIBq denklem sisteminin yalniz dalga ¢oziimlerinin kararlilig1 sayisal olarak
arastirllmistir. Sistemin yalniz dalga ¢oziimlerinin dinamiklerini incelemek i¢in Once ¢oziimlere
baslangigta kiiclik genlikli pertiirbasyonlar uygulanmistir. Daha sonra, uygulanan pertiirbasyonlarin
etkisini incelemek i¢in pertiirbe edilen profiller baslangic kosullar1 olarak kullanilmis ve elde edilen
coziimlerin zamanla degisimi incelenmistir. Burada yapilan tiim hesaplamalardaa = 2,b = 3,c = 1.5,
N = 2* ve M = 1000 olarak almmustir. Pertiirbasyonlar iki farkli sekilde yapilmustir. Ilk olarak (19)-
(20) baslangi¢ kosullar1 bir a > 0 sabiti ile ¢arpilarak, (1)-(2) cIBq sisteminin
u(x,0) = a ¢o(x), v(x,0) = apy(x) (23)

baslangi¢ kosullar1 altinda elde edilen yalniz dalga ¢ézlimlerinin zamanla evrimi incelenmistir. (1)-(2)
sisteminin @ = 1.1 i¢in (23) baslangi¢ kosullar1 altindaki ¢6ziimlerinin zamana gore degisimi Sekil 4'te
verilmistir.
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0.4 -

P(x,t)

200 200

0 -200 X 0 -200

Sekil4.a = 2, b = 3 igin (1)-(2) sisteminin ¢ = 1.1 ile pertiirbe edilen yalmz dalga ¢dziimlerinin zamanla evrimi
a = 1.1 ile pertiirbe edilen ¢oziimlerin t = 50 (sol) ve t = 100 (sag) final anindaki yalniz dalga
profileri Sekil 5’te gosterilmistir. Sekillerden goriildiigii gibi dispersif kuyruk gézlemlenmis ve yalniz
dalganin seklinde herhangi bir degisiklik olmadan ilerledigi goriilmistiir.

0.5 ' r - 0.5
— ¢ — ¢

04f-~- 1 | y 047- = 1) )
03¢ 1 0371
0.2¢ 1 027
0.1¢f 1 0171

0 0 J

-200 -100 0 100 200 -200 -100 0 100 200

X X

Sekil 5. a = 2, b = 3 igin (1)~(2) sisteminin @ = 1.1 ile pertiirbe edilen ¢éziimlerinin ¢ = 50 (solda) ve t = 100 (sagda)
anindaki yalmz dalga profilleri

0.347 - - - . 0.4

o0

|1]

6l

0.342 K 10.395 l/

0.337 0.39
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

t t

Sekil 6. t = 50 i¢in ¢ = 1.1 ile pertiirbe edilen yalniz dalga ¢oziimlerinin L., normlarinin zamana gore degisimi
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0.347 y 04

6l
el

0.342 f 0.395 f

0.337 0.39 :
0 50 100 0 50 100

t t

Sekil 7.t = 100 i¢in « = 1.1 ile pertiirbe edilen yalniz dalga ¢dzlimlerinin L., normlarinin zamana gére degisimi

Pertiirbe edilmis ¢6ziimlerin L., —normlarinin zamana gore degisimi ise Sekil 6 (t = 50) ve Sekil
7'de (t = 100) sunulmustur.

(1)-(2) cIBq sisteminin ¢oziimlerinin kararliligini incelemek i¢in farkli bir pertiirbasyon daha
kullanilmistir. Bu amagla, (19)-(20) baslangi¢ kosullari, S bir reel sabit olmak iizere

u(x,0) = po(x) + B e, v(x,0) = Po(x) +pe* (24)

bigiminde pertiirbe edilerek (1)-(2) cIBq sisteminin yalniz dalga c¢oziimlerinin zamanla evrimi
incelenmistir. Pertiirbe edilen ¢6ziimlerin zamanla degisimi Sekil 8’de gosterilmektedir.

t =50vet = 100 bitis zamanlar i¢in, (1)-(2) cIBq sisteminin § = 0.01 alinarak (24) baslangi¢
kosullar1 altindaki yalmiz dalga profilleri Sekil 9°da ve L., —normlarinin zamanla degisimleri ise
sirastyla Sekil 10 ve Sekil 11°de sunulmustur.

200

0 -200 = 0 -200

Sekil8. a=2, b =3vef =0.01 i¢in (1)-(2) sisteminin (24) baslangi¢ kosullar1 altindaki yalniz dalga ¢6ziimlerinin
evrimi
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0.5 ; ' g 0.5
— ¢ =i

04p-- 1 0.4)== 1
03¢ . T 03¢
0.2 T 0.2
01} T 017y

: J :

-200 -1b0 0 160 200 -200 -1 60 0 160 200

X X

Sekil 9. (1)-(2) sisteminina = 2, b = 3 ve § = 0.01 i¢in (24) baslangi¢ kosullar altinda t = 50 (solda) ve
t = 100 (sagda) anindaki yalniz dalga profilleri

0.327 0.375

0.323 0.37

20.319 ! 2
= = 0.365
= 0.315 1 =

0311 ‘ | 0.36 -H

0.307 : : : ' 0.355

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
t t

Sekil 10. t = 50 i¢in § = 0.01 ile pertiirbe edilen yalniz dalga ¢6ziimlerinin L., normlarinin zamana gére degisimi

0.327 : : : 0.375

0.323 ¢ 0.37

50.319 %

= = 0.365
= 0.315 - - = —

0.311} ] 0-38

0.307 : : : 0.355 .

0 25 50 75 100 0 50 100
t t

Sekil 11. t = 100 i¢in B = 0.01 ile pertiirbe edilen yalniz dalga ¢dziimlerinin L., normlarinin zamana gére degisimi

Sekillerden goriildiigii tizere, ¢oziimlerin L, —normlart kiigiik pertiirbasyonlar altinda sinirlt
kalmaktadir. Sonuglar, ¢6ziimlerin kiiciik pertiirbasyonlar altinda sinirli kaldigini ve bu durumun
cozlimlerin kararliliklarini1 gosterdigini ortaya koymaktadir.
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SONUC

Bu c¢alismada, kuple diizgiinlestirilmis Boussinesq denklemlerinin yalniz dalga ¢oziimlerinin
zaman i¢indeki evrimi ve kararlilik 6zellikleri sayisal olarak arastirilmistir. Coziimlerin zaman evrimini
incelemek i¢in Fourier s6zde-spektral ve dordiincii mertebe Runge—Kutta yontemlerini birlestiren bir
sayisal sema kullanilmigtir. Cesitli sayisal deneyler yapilarak, kullanilan yontemin zamanda dérdiincii
mertebeden ve uzayda listel mertebeden yakinsadigi gosterilmistir. Sistemin yalniz dalga ¢oziimlerinin
kiigiik pertiirbasyonlar altinda kararliligi sayisal olarak incelenmistir. Coziimlerin kararliligi, belirli
parametreler altinda test edilerek sekillerle desteklenmistir. Yapilan sayisal deneyler, kuple
diizgiinlestirilmis Boussinesq denklemlerinin yalmiz dalga ¢6ziimlerinin kiiciik pertiirbasyonlar altinda
kararli oldugunu gostermektedir. Elde edilen bulgular, cIBq sisteminin ¢oziimlerinin dinamikleri ve
uzun zaman davraniglarini anlamak agisindan 6nemli bir katki sunmaktadir.

Cikar Catismasi
Makale yazar1 herhangi bir ¢ikar catigmasi olmadigin1 beyan eder.

Yazar Katkisi
Yazar makalenin tamamina katk1 sagladigini1 beyan eder.
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