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Ozet

Niimerik Analiz, mithendislik ve doga bilimlerinde énem arz eden bir bilimsel
hesaplama yontemidir. Bu hesaplama yontemi, matematiksel analiz problemlerinin
yaklagik ¢oziimlerinde kullanilan algoritmalar1 inceler. Mathematica ise etkilesimli
ve kullanici dostu yapistyla, uzun ve karmasik kod yazma ihtiyacini azaltarak diger
yazilim dillerine kiyasla zaman kaybini bityiik 6l¢iide ortadan kaldiran bir yazilim
sistemidir. Bu makalede lineer olmayan denklemlerin Mathematica ile niimerik
analizleri incelenmistir. i1k olarak, lineer olmayan denklemlerin niimerik analizinde
kullanilan Bisection Yontemi, Sabit Nokta Yo6ntemi, Newton-Raphson Yontemi,
Secant Yontemi ve Regula Falsi Yontemi agiklanmistir. Daha sonra ise verilen
yontemlerin ilgili 6rnegi Mathematica kullanarak ¢oziilmils ve sonuglari elde
edilmistir.
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Numerical Analysis of Non-Linear Equations with Mathematica

Keywords: Abstract

Non-linear Numerical Analysis is a scientific calculation method that is important in engineering
equation, and natural sciences. This method of calculation examines the algorithms used in
Numerical analysis, approximate solutions of mathematical analysis problems. Mathematica, on the other
Mathematica, hand, is a software system that reduces the need to write long and complex code with
Method, Software its interactive and user-friendly structure, eliminating the need to waste time

compared to other software languages. In this article, numerical analysis of nonlinear
equations with Mathematica is examined. Firstly, the Bisection Method, Fixed Point
Method, Newton-Raphson Method, Secant Method and Regula False Method used
in the numerical analysis of nonlinear equations are explained. Then, the relevant
example of the given methods was solved using Mathematica and the results were
obtained.

1 GIRIS

Niimerik Analiz, sayisal analiz, niimerik ¢éziimleme veya sayisal ¢oziimleme mithendislik ve doga bilimlerinde
o6nem arz eden bir bilimsel hesaplama yontemidir. Bu hesaplama ydntemi analitik olarak ¢oziilemeyen
matematiksel analiz problemlerinin yaklasik ¢oziimlerinde kullanilan algoritmalari inceler[1].

Doga bilimleri ve miihendisliklerde problemlerin ¢6ziimii analitik ¢6ziim ve niimerik ¢dziim olmak iizere ikiye
ayrilir. Analitik ¢6ziimlerle, genellikle kabul edilmis veriler {izerinden daha kesin sonuglara ulasilirken, niimerik
coztimlerle belirli kabullerin etkisi ile kesin degerler elde edilememektedir.

Bazi problemlerin analitik ¢6ziimii ¢ok karmasik olabilir veya analitik ¢c6ziim bulunmayabilir. Analitik ¢oziimlerin
yapilamadigi durumlarda yaklagik ¢oziimler bulmak i¢in niimerik analiz ortaya ¢ikar[2]. Niimerik analizde
¢oziilmesi zor olan problemlere ¢dziim olusturmaya algoritma olusturma denir[3]. Algoritma, bir problemin
¢oziimii igin gerekli olan sonlu sayidaki islemleri adim adim belirli sira ile tanimlayan diizendir[4]. Burada
¢ozlimlenmesi zor olan problemlerin ¢oziimil i¢in bilgisayarlar devreye girer. Algoritmalarin bilgisayarin
anlayacagi seklide yani belirli kodlar ile makine diline ¢evrilmesi ile programlama yapilir ve ¢éziilmesi zor olan
problemler bilgisayar araciligi ile kolayca ¢6ziimlenir.

Mathematica 1991 yilinda Stephen Wolfram tarafindan yayinlanan bir yazilim paket programidir[5]. Bu program
diger yazilim dillerine kiyasla 6zellikle sembolik hesaplama, sayisal analiz, grafik ve gorsellestirme, programlama
kolaylig1 ve genis fonksiyon kiitiiphanesi gibi alanlarda sundugu avantajlar nedeniyle tercih edilmektedir.
MATLAB sayisal hesaplamalarda giiclii olsa da sembolik islemler konusunda smirlidir, Maple sembolik
hesaplama acisindan giicliidiir ancak gorsellestirme ve genis kapsamli analizlerde Mathematica kadar esnek
degildir, Python ise agik kaynakli olup genis kiitiiphaneleri sayesinde esneklik sunar, ancak Mathematica 'nin
sundugu entegre ve optimize edilmis ortam kadar kullanict dostu degildir. Mathematica, Wolfram Engine
sayesinde hem sembolik hem de sayisal hesaplamalari bir arada yapabilirken, karmasik matematiksel iglemleri
minimal kod ile ger¢eklestirme imkani saglar. Bunun yani sira, bir¢ok islemi otomatiklestirilmis algoritmalar ve
optimizasyon teknikleri ile hizlandirarak kullanicinin en uygun yontemi manuel olarak segmesine gerek birakmaz.
MATLAB veya Python’da uzun algoritmalar gerektiren iglemler, Mathematica’da tek bir satirla yapilabilir.
Ayrica, yiiksek kaliteli grafikler ve interaktif gorsellestirme segenekleri, otomatiklestirilmis hesaplama yetenekleri
ve Wolfram Alpha entegrasyonu gibi 6zellikler, bilimsel arastirmalar, akademik ¢aligmalar ve miihendislik
projeleri i¢in onu giiglii bir segenek haline getirir. Wolfram Alpha ile dogrudan baglantili olmasi sayesinde birgok
matematiksel ve bilimsel veriye aninda erisim saglar, bdylece veri toplama ve analiz siirecinde ciddi bir zaman
tasarrufu sunar. Etkilesimli ve kullanict dostu yapistyla, uzun ve karmasik kod yazma ihtiyacini azaltarak diger
dillere kiyasla zaman kaybini biiyiik 6l¢lide ortadan kaldirir. Bu yonleriyle Mathematica hem teorik hem de
uygulamali bilimlerde sik¢a tercih edilmektedir.

Bu makalede lineer olmayan denklemlerin Mathematica ile niimerik analizleri incelenmistir. Makalenin ilerleyen
kisminda ilk olarak lineer olmayan denklemin ne oldugu ve nasil ¢éziimlenmesi gerektigi agiklanmigtir. Daha
sonra lineer olmayan denklemlerin niimerik analizinde kullanilan Bisection Yontemi, Sabit Nokta Yontemi,
Newton-Raphson Yontemi, Secant Yontemi ve Regula Falsi Yontemi agiklanmuistir. Son olarak ise verilen
yontemlerin ilgili 6rnegi Mathematica kullanarak ¢6ziilmiis ve sonuglari elde edilmistir.
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2 MATERYAL VE METOT

Matematik ve mithendisligin ¢esitli alanlarinda karsimiza ¢ikan iki veya daha yiiksek dereceden polinomlar veya
trigonometrik, logaritmik, {istel gibi lineer olmayan terimler iceren denklemlere lineer olmayan veya nonlineer
denklemler denir. Ornegin, x3 + 2x2?- S5sinx = Oveya x —tanx = e * denklemleri lineer olmayan
denklemlerdir.

Lineer olmayan denklemlerin niimerik analizleri yani ¢6ziimleri f (x) = 0 seklinde verilen denklemin koklerinin
bulunmasi problemidir. Bulunan bu kdke f fonksiyonunun sifirt da denir. Lineer olmayan bir denklem sistemi
verildiginde problemin ¢6ziimii i¢in kullanilacak yontem verilen denklemin birkag kokiiniin veya biitiin koklerinin
bulunmasina koklerin gercel veya kompleks olmasina, koklerin yaklasik degerinin bilinip bilinmemesine
baglidir[6-7-8]. Bir lineer olmayan denklemin bazi veya biitiin kdklerini bulmak i¢in karsimiza ¢ikan baslica
yontemler sunlardir:

m Bisection Yontemi (ikiye Bélme Yontemi-Yariya Bolme Yontemi)

m Sabit Nokta Yontemi

m Newton-Raphson Yontemi

m Secant Yontemi (Kiris Yontemi)

m Regula Falsi Yontemi (Degisik Isaret Yontemi)

2.1 Bisection yontemi (ikiye bélme yontemi-Yariya bélme yontemi)

Bisection Yontemi Ara Deger Teoremine dayanir. Bu yontemde, f fonksiyonu verilen [a, b] araliginda siirekli,
f(a) ile f(b) z1t isaretli olmalidir. Ara Deger Teoremi, f(p) = 0 olmak iizere (a, b) araliginda bir p sayisinin
oldugunu soyler. Bu durum (a, b) araliginda birden fazla kdk oldugu durumlarda da gegerlidir. Burada, (a, b)

araliginda tek bir kokiin oldugu varsayilarak islemler yapilacaktir. Bu yontemin amaci Sekil 1. de gosterildigi gibi
p degerini iceren [a, b] araligin1 yariya bolerek ve ardisik islemler uygulayarak denklemin kokiine ulagmaktir.

ai+bq

[k olarak, @; = a,b, = b ve [a, b] araligmin orta noktas1 p, alinarak, p; = olmak {izere,

1) Eger, f(p,) = 0ise p = p; almr ve durulur.
2) Eger, f(p1) # 0ise f(p4) nin isareti ile f(a,) ve f(b4) nin igaretine bakilir.
a) Eger, f(p1) nin isareti ile f(a;) nin isareti ayn1 ise a, = p; ve b, = by alinarak aralik yeniden
olusturulur. p € (p4, b1).
b) Eger, f(p1) nin isareti f(b4) nin isareti ile aym ise a, = a, ve b,
olusturulur. p € (aq,p1)-
If(P)| < € durma kosulu saglanana kadar yeni olusturulan araliklara da bu kural uygulanir. |f(p)| < €
kosulunun saglanmast ile aranilan kokiin p oldugu sonucuna vartlir[6-7-8].

p1 almarak aralik yeniden

o o

? »
a=a P2 /P b=b

Sekil 1. Bisection yontemi grafigi [9]

34



Lineer Olmayan Denklemlerin Mathematica ile Niimerik Analizleri BUFBD 8-1, 2025

2.2 Sabit nokta yontemi

Verilen bir g(x) fonksiyonunda g(p) = p esitligini saglayan p noktasina fonksiyonun sabit noktas: denir[10].
g(x) fonksiyonu, f(x) = 0 fonksiyonunun x = g(x) formunda yazilmig halidir.

Kok bulma problemi ile sabit nokta problemi denk problemler olup, aralarindaki iliski s6yle agiklanabilir:
Verilen bir f(p) = 0 kok bulma problemi i¢in g fonksiyonu sabit nokta p yi verecek sekilde birgok sekilde
tamimlanabilir. Ornegin , g(x) = x- f(x) veyag(x) = x + f(x) olarak segilebilir. g (x) = x — f (x)

fonksiyonunda x yerine p yazilirsa g(p) = p + f(p) olur. f(p) = 0 oldugu bilindigine gore, g(p) = p elde
edilir. Bulunan p noktasi sabit noktadr.

Tersine, sabit noktaya sahip bir g fonksiyonu verilsin. Sifir1 p noktasi olan bir f fonksiyonu f(x) = x - g(x)
seklinde tamimlanabilir. Fonksiyonda x yerine p yazilirsa g(p) = p oldugu bilindiginden, f(p) = p-g(p) =
p - p = 0 elde edilir. Bulunan p noktas1 f fonksiyonunun sifir1 veya kokii olarak adlandirilir[6-7-8].

2.3 Newton-Raphson yontemi

Newton ya da Newton-Raphson Yo6ntemi kok bulma problemlerini ¢ozmek igin kullamlan en giiglii ve en iyi

bilinen sayisal analiz yontemidir. Yontem, Sekil 2. de gosterildigi gibi secilen noktadaki tegetin egiminden
yararlanarak koke yakin bir bagka noktanin bulunmasi esasina dayanir.

f € C*[a,b] olsun. py, € [a,b] sayis1 f'(p) #+ O ve |p — P, | kiigiik bir say1 olmak iizere p ye yaklasan bir

say1r olsun. (Burada p, ilgili probleme Newton-Raphson Yonteminin uygulanmasi i¢in verilen baglangig
degeridir.) f(x) fonksiyonu x = p olacak sekilde p, noktasi civarinda birinci mertebeden Taylor Serisine agilirsa,

i (x—pO)Z "
fG) = f®o) +(x = Po)f (Po) +———f ()

f@® = f(po) +(@® — Po) f'(P0) +%i” € @) (x = pden),
Burada é(p), pile py arasinda kalmaktadir. f(p) = 0 oldugundan denklem su hale gelir:
0= f(o) + @ — PIF(Po) + 225" (2 (p)).

Newton Yénteminde |[p — p, | kiigiik bir say1 kabul edildiginden, (p — po)? gok daha kiigiiktiir. Dolayisiyla,

0 =~ f(po) + (@ — o) f' o)

olur. p i¢in ¢6ztim yapilirsa,

T f
P = p1 —;’2 ])c,(po) (f' (o) # 0)
_ ., TP :
?2 = P1 f,(pl) (f (pl) * 0)
‘ _ f®Pn-1)
Pn = Pn—1-ﬁ 1)

Newton-Raphson Formiilii elde edilir.
Elde edilen her p,, degeri igin, |f(po)l < €, | Pn— D1l < €,

%| <€ (n=12..,k) durma
kosullarindan herhangi biri saglanincaya kadar islemlere devam edilir[6-7-8].

2.4 Secant yontemi (Kiris yontemi)

Newton-Raphson Yontemi son derece gii¢lil bir yontem olmasina karsgin her yaklagimda verilen f fonksiyonunun
tirevine ihtiyag¢ duyulacagindan bu durum bazen ¢ok karmasik ve zor hale gelebilmektedir. Bu gibi durumlarda

icinde tiirevi barindirmayan, Newton-Raphson Y6nteminin bir varyasyonu olan Secant Y&ntemi kullanilir. Secant
Yontemine ait formiil su sekilde elde edilir:
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P () (1)

X>Pn-1 X —Pn-1
Burada, p,,—2, Pn-1 € yakinsa,

f(pn—Z) - f(pn—l) _ f(pn—l) - f(pn—Z)
Pn-2 — Pn-1 Pn-1 — Pn-2

f'®Pn-1) =

Bulunan bu f'(p,—1) yaklasimini (1) Newton-Raphson formiiliinde yerine yazarsak,

N ()
" ot f(Pn—z) - f(pn—l)
Pn-2 — Pn-1
Sonug olarak,
( n— ) n—1"Pn—
pnzpn_l_fp 1)(Pn-1-Pn-2) )

fPn-1-f(pn-2)

Secant Formiilii elde edilir.
Sekil 3. den de anlasilacagi lizere Secant Y dnteminin uygulanmasi igin p, Ve p; gibi iki baslangi¢ degerine ihtiyag
vardir. Elde edilen her p,, degeri i¢in |f (p,,)| < € durma kosulu saglanana kadar islemlere devam edilir [6-7-8].

A
Y

foo) T -~~~ ~

Sekil 2. Newton-Raphson yontemi grafigi [11]

Sekil 3. Secant yontemi grafigi [12]
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2.5 Regula Falsi yontemi (Degisik isaret yontemi)

Regula Falsi Yontemi siklikla kullanilan bir yontem olmamasiyla beraber Secant Ydntemiyle ayni sekilde
tahminler {iretir, ancak kokiin verilen aralik i¢inde her zaman var oldugundan emin olmak i¢in bazi kontroller

yapar.

Bu yontemde once, f(po) - f(p1) < 0 kosulunu saglayan p, ve p, baslangic degerleri segilir. Daha sonra, Secant
Yonteminde elde edilen iteratif formiil kullanilarak (pg, f(Po)) Ve (p1, f(p1)) noktalarindan gegen dogrunun x
eksenini kestigi nokta p, olarak bulunur. p3 noktasin1 bulmak i¢in f(po) , f(P1) , f(p2) degerlerinin isaretine
bakilir.

m Eger, f(p1).-f(p2) < 0 ise (p1, f(P1)) Ve (P2, f(p2)) noktalarini birlestiren dogrunun x eksenini kestigi
nokta p5 olarak elde edilir.

m Eger, f(po) -f(p2) < 0 ise (po, f(Po)) Ve (P2, f(p2)) noktalarini birlestiren dogrunun x eksenini kestigi
nokta p; olarak elde edilir[6-7-8].

Regula Falsi Yontemi ile ¢6ziim elde etmek i¢in anlatilan bu adimlar Sekil 4.de gosterilmistir.

£/ ()

f“f I
/|

p'/\ /At
[

P /}'(})1 )/4
nl | ,/'1. ’ » T
0 Y’ = 23 7

e = A\
////,~ ""“')"’: F(x J(pa)/ 2

Sekil 4. Regula Falsi yontemi grafigi [13]
3 BULGULAR

3.1 Bisection yontemi sonuglari

Sekil 5.de f(x) = x% — 3 fonksiyonunun [a, b] = [1,2] araliginda tanimli olan kokiinii Bisection Yontemi
kullanarak bulan Mathematica programi verilmistir.

3.2 Sabit nokta yontemi sonuglari

Sekil 6.da f(x) = 3x — 1.5* + 2sin(x) fonksiyonunun kokiinii Sabit Nokta Yontemi kullanarak bulan
Mathematica programi verilmistir.

3.3 Newton-Raphson yontemi sonuglari

Sekil 7.de f(x) = x3 + 4x% — 3 fonksiyonunun kokiinii py = 0.7 baslangic degerinden baslayarak Newton-
Raphson Yontemi ile bulan Mathematica programi verilmistir.

3.4 Secant yontemi sonuclar:

Sekil 8.de f(x) = x> — 5x + 1 fonksiyonunun kokiinii py = 1 ve p; = 2 degerlerinden baslayarak Secant
Yontemi ile bulan Mathematica programi verilmistir.
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3.5 Regula Falsi yontemi sonuglari

Sekil 9.da f(x) = x — cos(x) fonksiyonunun kokiini po = 1 ve p; = 2 degerlerinden baslayarak Regula Falsi
Yontemi ile bulan Mathematica programi verilmistir.

In[1}:=

Out{8]=

Outfg]=

Out{7)//TableForm=

(«Bisection Yontemix)

Clear([f, a, b, p, n]
flx_] t=xr2-3;
a[0] =13
b[0] = 2;
Do[p[n+1] =N[(a[n] +b[n]) /2];
If[N[f[b[n]] f[p[n+1]]] <0, a[n+1] =p[n+1];
b[n+1] =b[n], a[n+1] =a[n];
b[n+1] =p[n+1]], {n, 0, 20}]
Print(" n" , v afpp " , " b(n] ", " pln+1]"]
TableForm[Table[{n, a[n], b[n], p[n+1]}, {n, 0, 20}]]
FindRoot [f[x], {x, 2}]
Plot[f[x], {x, 1, 2}]

n a[n] b(n] p(n+l]

%} 1 2 1.5

1 1.5 2 1.75

2 1.5 1.75 1.625

3 1.625 1.75 1.6875
4 1.6875 1.75 1.71875
5 1.71875 1.75 1.73438
6 1.71875 1.73438 1.72656
74 1.72656 1.73438 1.73047
8 1.73047 1.73438 1.73242
9 1.73047 1.73242 1.73145
10 1.73145 1.73242 1.73193
11 1.73193 1.73242 1.73218
12 1.73193 1.73218 1.73206
13 1.73193 1.73206 1.73199
14 1.73199 1.73206 1.73203
15 1.73203 1.73206 1.73204
16 1.73204 1.73206 1.73205
17 1.73205 1.73206 1.73205
18 1.73205 1.73205 1.73205
19 1.73205 1.73205 1.73205
20 1.73205 1.73205 1.73205

{X - 1.73205}
10+

05F

-05F
-1.0f

15F

Sekil 5. Mathematica’da Bisection yontemi
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(#«Sabit Nokta Yontemds)

ni}= Clear[f, g, x]
flx ] +=3x-1.5"x+28in[x];
glx_ ] t= (L.5*x-28in[x]) / 3;

X0 = 13

x1=g[1];
x2 = g[x1];
x3 = g[x2]3;
X4 = g[x3];
x5 = g[x4];
X6 = g[x5]
X7 = g[x6];
X8 = g[x7];
X9 = g[x8];

X160 = g[x9];

x11 = g[x10];

x12 = g[x11];

x13 = g[x12];

x14 = g[x13];

x15 = g[x14];

FindRoot [f[x], {x, @, 1}]

Plot[3 x-1.5Ax+2 Sin[x], {x, 8, 1}]

outol= {X - ©.2193}

Outj21]=

Sekil 6. Mathematica ’da sabit nokta yontemi
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(*Newton-Raphson Yontemix)

in:= ClearAll
flx ] :=x"3+4x72-3;

P[O] =0.7;
Do[p[n+1] =N[(p[n] - (f[p[n]]1/f'[p[n]]))], {n, O, 10}]
pr-int[l!n ] , ] p[n] n ]

TableForm[Table[{n, p[n]}, {n, @, 10}]]
FindRoot [f[x], {x, 2}]
Plot[f[x], {x, @, 1}]

oui}= ClearAll

n pln]
T

. 798586
. 791329
.791288
.791288
. 791288
.791288
.791288
. 791288
. 791288
.791288

Out[6)/TableForm=

W o ~N U R WN RO
o 0O O 0 0 O 0 0 O @ @

[
@

outi7l= {X - 0.791288}

Outf8]=

Sekil 7. Mathematica ‘da Newton-Raphson yontemi
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(«Secant Yontemix)

infi}= ClearAll
fx ] t=x23-5x4+1;
ple] =1;
P[1] = 2;
Do[p[n+1] =p[n] - ((p[n] -p[n-11) / (F[p[n]] - f[p[n-1]1)) f(p[n]], {n, 1, 10}]
Print[(" n " , " p[n} ", " fip(nl] "
TableForm[Table[{n, N[p[n-1]], N[f[p[n-1]1]}, {n, 1, 10}]]
FindRoot [f[x], {x, 2}]
Plot[f[x], {x, 0, 3}]

oufi}= ClearAll

n pin] flp(nl)

1 1. -3.

2 2. -1.

3 2.5 4,125

4 2.09756 -0.259036

5 2.12134 -0.060497
Ouf7)iTableForm= g 2.12859  0.00142684

7 2.12842 -7.5379x10°6

8 2.12842 -9.30406 x 10-1¢

9 2.12842 6.06826 x 10-16

10 2.12842 -4,88515x 1026

OuEl= {X - 2.12842)

10[

Outfgl 51

Sekil 8. Mathematica ‘da Secant yontemi
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(¥Regula Falsi Yontemis)

= ClearAll

flx ] t=x-Cos[x]}

eps = 0.00000001;

n=100;

p =Array[0, n];

pl[O]] = 0.5;

PI[1]]=n/4;

iter=1;

k=1;

While[And [k == 1, iter <n], y = f[p[[iter]]];
plliter+1]] =p[[iter]] - ((p[[iter]] -p[[iter-1]])/ (y-f[p[[iter-1]]]))Y;
If[Abs[p[[iter+1]] -p[[iter]]] seps, k=2;

Print["p=", N[p[[iter+1]]]]1;
Print["iter=", iter], iter = iter+1;
13

1

Plot[x - Cos[x], {x, 0, 1}]

oui= ClearAll

p=0.739085

iter=5

05r

Out[11]=

Sekil 9. Mathematica ‘da Regula Falsi yontemi
4 SONUCLAR

Bu calismada lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan niimerik analiz yontemleri agiklandi ve
aciklanan yontem ile alakali 6rnek Mathematica kodu yazilip, ¢iktist gosterildi. Bu Mathematica kodlarinda yer
alan degiskenler degistirilerek farkli 6rnekler olusturulabilir, sonuglart incelenebilir. Mathematica yaziliminin
giiclii sembolik hesaplama o6zellikleri, tiirev alma, kdk tahmini ve grafiksel gosterimler gibi islemleri ¢alismanin
hizli ve verimli bir sekilde gerceklestirilmesini sagladi. Bu sayede niimerik analiz siireci daha anlagilir hale geldi.

Gelecek ¢aligmalar kapsaminda, aragtirmanin daha genis bir yelpazeye yayilmasi amaglanmaktadir. Bu amagla

oncelikle, ¢ok degiskenli lineer olmayan denklem sistemleri, diferansiyel denklemler ve integral denklemler gibi
daha karmagsik matematiksel yapilar {izerinde ¢alismalar yapilacaktir. Daha sonra ise bu ¢alismalarin farkl
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miihendislik problemlerine yonelik gercek diinya uygulamalar1 ele alinarak niimerik analizlerin teorik boyuttan
cikarilip pratik mithendislik problemlerine nasil bir katki sundugu degerlendirilecektir.
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