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Öz 

Bu çalışmada, Pareto dağılımının bazı özellikleri ifade edildikten sonra sıra istatistikleri incelendi. Pareto 

dağılımının momentleri, Pareto dağılımının sıra istatistiklerinin momentleri ve Pareto dağılımının koşullu 

sıra istatistiklerinin momentleri araştırıldı. Sonuç olarak bu momentlerin bazı nümerik değerleri 

karşılaştırıldı.  

Anahtar sözcükler: Sıra İstatistikleri; Pareto Dağılımı; Momentler.  

Abstract  

Moments of Conditional Order Statistics of Pareto Distribution   

In this study, some properties of Pareto distribution are expressed, then, order statistics of this distribution 

are examined. The moments of Pareto distribution, moments of order statistics of Pareto distribution and 

moments of conditional order statistics of Pareto distribution are investigated. Consequently, some numerical 

values of these moments are compared.   

Keywords: Order Statistics; Pareto Distributions; Moments. 

 

1. Giriş  

Pareto dağılımı ilk olarak İsviçreli ekonomist Vilfredo Pareto tarafından İsviçre’nin gelir dağılımını 

modellemek için kullanıldı [14]. Pareto dağılımının olasılık yoğunluk fonksiyonu ve dağılım fonksiyonu, 

sırasıyla, 
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şeklindedir. Pareto dağılımının sıfıra göre t-inci momenti, 
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eşitliği ile tanımlanır. (3) ifadesinde 1t  alınırsa,  
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Pareto dağılımının ortalaması elde edilir [2]. Ortalamaya göre t-inci moment, 
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şeklinde ifade edilir ve 2t  için Pareto dağılımının varyansı,  
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şeklinde elde edilir [11].  

2. Pareto Dağılımının Sıra İstatistikleri ve Momentleri 

nXXX ,...,, 21  tesadüfi değişkenleri; olasılık yoğunluk fonksiyonu )(xf  ve dağılım fonksiyonu   

)(xF ’e sahip bağımsız ve aynı dağılımlı sürekli tesadüfi değişkenler olsun. nXXX ,...,, 21  tesadüfi 

değişkenleri büyüklük sırası bakımından ele alınmasıyla elde edilen nnnn XXX ::2:1 ...   tesadüfi 

değişkenleri; sıra istatistikleri olarak ifade edilir. Bu sıralı tesadüfi değişkenlerin r-inci sıra istatistiğinin 

olasılık yoğunluk fonksiyonu ve dağılım fonksiyonu, sırasıyla,  
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şeklinde ifade edilir. Bağımsız ve aynı dağılımlı sürekli bir ana kütleden gelen nrX :  ve nsX : ’in ortak 

olasılık yoğunluk fonksiyonu, nsr 1  ve  yx  olmak üzere,  
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şeklinde verilir [6]. 

Sıra istatistiklerinin dağılımları, momentleri ve bu momentler arasında ilişler literatürde bir çok çalışmaya 

konu olmuştur [4, 6, 10, 12, 15]. Bu çalışmaların Pareto dağılımına bir uygulaması niteliği taşıyan 

çalışmalar da mevcuttur [1, 3, 5, 7, 8, 9].  Bu çalışmalar genel olarak göz önüne alındığında sıfıra göre 

momentler hesaplanmış ve bu momentler için yinelenen ilişkiler elde edilmiştir. Bu bölümde, ilk olarak 

önceki çalışmaların kısa bir özeti olarak Pareto dağılımının sıra istatistikleri ve sıfıra göre momentlere yer 

verilecek ve daha sonra Pareto dağılımının ortalamaya göre momentleri elde edilecektir. 

 

(1) ve (2) ifadeleri (7)’de yazılırsa; Pareto dağılımının r-inci sıra istatistiğinin olasılık yoğunluk 

fonksiyonu,  
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olarak elde edilir [8]. 

(10) ifadesinden Pareto dağılımının r-inci sıra istatistiğinin sıfıra göre t-inci momenti, 
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şeklinde elde edilir. (11)’de 1t  alınırsa Pareto dağılımının sıra istatistiklerinin ortalaması, 
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şeklinde ifade edilir [9]. 

Teorem 2.1. Pareto dağılımının sıra istatistiklerinin ortalamaya göre t-inci momenti,           
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şeklindedir. Burada nr: , (12)’ de ifade edilmiştir. 

İspat. Moment tanımından  
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yazılabilir. (10) ifadesi (14)’de yazılırsa, 
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eşitliği elde edilir. Burada 
t

nrx )( :  ifadesi binoma açılırsa, 
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ifadesi elde edilir. Yukarıdaki integral alınırsa, 
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eşitliği elde edilir. Sınır değerleri yazılır gerekli işlemler yapılırsa ispat tamamlanmış olur. 

Ortalamaya göre ikinci moment varyansı verdiğinden; (13)’de 2t  alınırsa,  
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ifadesi elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, Pareto dağılımının sıra istatistiklerinin varyansı, 
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olarak elde edilir [9]. 

3. Pareto Dağılımının Koşullu Sıra İstatistikleri ve Momentleri 

Bağımsız ve aynı dağılımlı sürekli nnnn XXX ::2:1 ,...,,  sıralı tesadüfi değişkenleri arasından  nrX :  ve  

nsX :  göz önüne alınırsa, xX nr :  olayının meydana gelme koşulu altında nsX : , s-inci sıra istatistiğinin 

koşullu olasılık yoğunluk fonksiyonu; nsr 1  ve yx   olmak üzere, 
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biçiminde ifade edilir. (7) ve (9), (20)’de yazılırsa, 
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elde edilir [6]. 

(21)’de (1) ve (2) ifadeleri yazılırsa; Pareto dağılımının koşullu sıra istatistiğinin olasılık yoğunluk 

fonksiyonu; nsr 1  ve yx   olmak üzere, 
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olarak elde edilir. 

(22) ifadesi moment tanımında kullanılırsa, 
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elde edilir. (23)’de integral alınırsa,  
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ifadesi elde edilir. Sınır değerleri yazılır gerekli işlemler yapılırsa; Pareto dağılımının koşullu sıra 

istatistiklerinin sıfıra göre t-inci momenti, 
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şeklindedir. (25)’de 1 rs  alınırsa,  
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elde edilir. (25)’in özel bir durumu olan (26) ifadesi [13] tarafından elde edilmiştir. 

Sıfıra göre birinci moment ortalamayı verdiğinden; (25)’de 1t  alınırsa, Pareto dağılımının koşullu sıra 

istatistiklerinin ortalaması, 
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şeklinde ifade edilir.  

 

Teorem 3.1. Pareto dağılımının koşullu sıra istatistiklerinin ortalamaya göre t-inci momenti 
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şeklindedir. Burada xXX nrns ::
 , (27)’de ifade edilmiştir. 

İspat. Teorem 2.1’ in ispatına benzer olarak; moment tanımından, 
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tamamlanmış olur.  

(28)’de 2t  alınırsa Pareto dağılımının koşullu sıra istatistiklerinin varyansı, 
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olarak elde edilir. (30) ve (27) ifadelerinde 1 rs  alınırsa, 
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elde edilir. (30)’un özel bir durumu olan (31) ifadesi [13] tarafından elde edilmiştir. 

4. Sonuç ve öneriler  

Pareto dağılımının (3), (5), (11), (13), (25), ve (28)’de ifade edilen momentlerinin bazı sayısal değerleri 

hesaplanarak Çizelge 1-5’de verilmiştir. (4) ve (6) kullanılarak Pareto dağılımının ortalaması ve varyansı 

Çizelge 1’ de verilmiştir. Sıra istatistikleri genelde bir dağılımda minimum ve maksimum değerlerin 
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tahmininde kullanıldığı için Pareto dağılımının en küçük ve en büyük sıra istatistiklerinin ortalamaları ve 

varyansları bazı özel değerler için (12) ve (19) kullanılarak Çizelge 2 ve Çizelge 3 belirtilmiştir. Çizelge 4 

ve   Çizelge 5’ de Pareto dağılımının koşullu sıra istatistiklerinin en küçük ve en büyük durumları 

hesaplanmıştır. 

 

Çizelge 1. Bazı Özel Durumlar için Pareto dağılımının ortalaması ve varyansı. 

  c    )(XVar  

2,1 

1,1 2,1000 23,1000 

1,2 2.2909 27,4909 

1,3 2,4818 32,2636 

1,4 2,6727 37,4182 

3,1 

1,1 1,6238 1,6238 

1,2 1,7714 1,9325 

1,3 1,9191 2,2680 

1,4 2,0667 2,6303 

 

Çizelge 2. Bazı Özel Durumlar için Pareto dağılımının en küçük sıra istatistiklerinin ortalaması ve varyansı. 

  c  n  r  nr:  )( :nrXVar  

2,1 

1,1 
10 1 1,1550 0,0033 

20 1 1,1268 0,0008 

1,2 
10 1 1,2600 0,0040 

20 1 1,2293 0,0009 

1,3 
10 1 1,3650 0,0047 

20 1 1,3317 0,0011 

1,4 
10 1 1,4700 0,0054 

20 1 1,4341 0,0012 

3,1 

1,1 
10 1 1,1367 0,0014 

20 1 1,1180 0,0003 

1,2 
10 1 1,2400 0,0017 

20 1 1,2197 0,0004 

1,3 
10 1 1,3433 0,0020 

20 1 1,3213 0,0005 

1,4 
10 1 1,4467 0,0023 

20 1 1,4230 0,0005 
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Çizelge 3. Bazı Özel Durumlar için Pareto dağılımının en büyük sıra istatistiklerinin ortalaması ve varyansı. 

  c  n  r  nr:  )( :nrXVar  

2,1 

1,1 
10 10 5,6475 190,5590 

20 20 7,8073 369,0090 

1,2 
10 10 6,1609 226,7820 

20 20 8,5171 439,1520 

1,3 
10 10 6,6743 266,1530 

20 20 9,2268 515,3930 

1,4 
10 10 7,1877 308,6750 

20 20 9,9366 597,7340 

3,1 

1,1 
10 10 3,1208 3,8321 

20 20 3,8817 6,0351 

1,2 
10 10 3,4045 4,5605 

20 20 4,2346 7,1822 

1,3 
10 10 3,6882 5,3523 

20 20 4,5875 8,4292 

1,4 
10 10 3,9719 6,2073 

20 20 4,9404 9,7758 

Çizelge 4. Bazı Özel Durumlar için Pareto dağılımının en küçük koşullu sıra istatistiklerinin ortalaması ve varyansı. 

  x  n  r  s  xXX nrns ::
  )(

:: xXX nrns
XVar   

2,1 

1,1 
10 1 2 1,1615 0,0042 

20 1 2 1,1283 0,0008 

1,2 
10 1 2 1,2670 0,0050 

20 1 2 1,2309 0,0010 

1,3 
10 1 2 1,3726 0,0059 

20 1 2 1,3334 0,0012 

1,4 
10 1 2 1,4782 0,0068 

20 1 2 1,4360 0,0014 

3,1 

1,1 
10 1 2 1,1409 0,0018 

20 1 2 1,1190 0,0004 

1,2 
10 1 2 1,2446 0,0021 

20 1 2 1,2207 0,0005 

1,3 
10 1 2 1,3483 0,0025 

20 1 2 1,3225 0,0005 

1,4 
10 1 2 1,4520 0,0029 

20 1 2 1,4242 0,0006 
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Çizelge 5. Bazı Özel Durumlar için Pareto dağılımının en büyük koşullu sıra istatistiklerinin ortalaması ve varyansı. 

  x  n  r  s  xXX nrns ::
  )(

:: xXX nrns
XVar   

2,1 

1,1 
10 9 10 2,1000 21,0000 

20 19 20 2,1000 21,0000 

1,2 
10 9 10 2,2909 24,9917 

20 19 20 2,2909 24,9917 

1,3 
10 9 10 2,4818 29,3306 

20 19 20 2,4818 29,3306 

1,4 
10 9 10 2,6727 34,0165 

20 19 20 2,6727 34,0165 

3,1 

1,1 
10 9 10 1,6238 0,7732 

20 19 20 1,6238 0,7732 

1,2 
10 9 10 1,7714 0,9202 

20 19 20 1,7714 0,9202 

1,3 
10 9 10 1,9191 1,0800 

20 19 20 1,9191 1,0800 

1,4 
10 9 10 2,0667 1,2525 

20 19 20 2,0667 1,2525 
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