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R? de Bir n-li Egri Ailesinin Afin Diferansiyel invaryantlar
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Bu calismada n tane egrinin iirete¢ diferansiyel invaryantlar1 belirlenmis olup, bu iirete¢ kiimesinin
fonksiyonel bagimsiz oldugu gdsterilmistir. Ayrica bu diferansiyel invaryantlar kullanilarak R? de iki tane

n —li egri ailesinin denklik problemi arastirilmigtir.
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ABSTRACT

In this study, we determine generating differential invariants for n curves, which is shown to be fonctionally
independent. In addition, using these diffenrial invariants, the equivalence problem of two families of n
curves in R? is investigated.
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Gozitok ve Sagiroglu / R*2 de Bir n-li Egri Ailesinin Afin Diferansiyel invaryantlari

1. GIRIS INTRODUCTION)

Diferansiyel geometride invaryantlar, gecmis
yillardan giinlimiize kadar oldukca ilgi gérmiistiir.
Ozellikle afin diferansiyel invaryantlar teorisinin
tarthi 1920’lere dayanir, bu alandaki en temel
eserler Blaschke [2], Su [11] ve Schirokow [10]
tarafindan olusturulmustur. Afin diferansiyel
geometri ile ilgili diger c¢alismalar [3-5] da
bulunabilir.

Afin diferansiyel geometride en 6nemli konularin
basinda egrilerin afin diferansiyel geometrisi
gelmektedir. Egriler teorisinde, bir egrinin yay
uzunlugu, egrilikleri gibi invaryantlari
incelenmektedir. [7] de, n-boyutlu bir afin uzayda
bir egrinin centro-afin invaryantlari incelenmistir.
Ayrica afin grubun alt gruplarinda da egriler ve
invaryantlar1 farkli metotlarla ele alimmistir
[1,4,6,10]. Yine afin diferansiyel geometride,
diferansiyel invaryantlar kullanilarak egrilerin
denkliginin arastiritlmasi baska bir problemdir.
SL(n,R) grubuna gore egri ailelerinin denkligi [9]
da verilmistir.

Bu calismada n tane egrinin iirete¢ diferansiyel
invaryantlar1 ~ belirlenmis olup, bu (ireteg
kiimesinin ~ fonksiyonel = bagimsiz  oldugu
gosterilmistir. Ayrica bu diferansiyel invaryantlar
kullanilarak R? de iki tane n —li egri ailesinin
denklik problemi arastirilmistir.

2. ON BILGILER (PRELIMINARIES)

Determinanti sifirdan farkli olan, reel bilesenli
n Xn tipli matrisler kiimesi GL(n,R) olarak
gosterilir ve

GL(n,R) = {A = (aij)nxn | detA # 0, a;j € ]R}

bicimindedir. Bu kiime matrislerin ¢arpma
islemine gore bir gruptur.

Aff(n,R)
_ {F:Rn L, Re F(x) =gx+b,3g € GL(n,R)

3b € R

kiimesi de doniisiimlerin bileske islemine gore bir
grup olup, bu gruba da afin grup denir.
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GL(2,R) grubunun R? iizerindeki etkisi g =

9gdi1 912 _ 2
(921 gzz) €GL(2,R) ve x=(x,%)€R
olmak lzere

_ (911 912\ (X1 _ (G11X1 T G12X2
x= (921 922) (xz) N (gz1x1 + gzzxz)

bicimindedir. Ayrica Aff(2,R) grubunun R?

911 912
921 922) € GL(Z,R),

x = (xq,%;) € R?

iizerindeki etkisi de g = (

b = (by, by) € R,
uzere

olmak

Fx=F(x)=gx+b = (g11x1 + g12X2 + b1>

g21X1 + g22%2 + b,
olarak verilir.

Tammm 1. [ = (a,b) € R bir acgik aralik olmak
lizere x:1 — R? diferansiyellenebilir
fonksiyonuna R? de bir egri (parametrik egri)
denir. Burada Vt €] i¢in x(t) = (x1(t), x,(t))
biciminde olup x;:I — R diferansiyellenebilir
fonksiyonlardir.

x, R? de bir parametrik egri olmak lizere 3k € N
icin bilinmeyenleri x, x’, o, x® olan, reel
katsayill bir polinom P{x}= P(x,x’,...,x()
olarak ifade edilir. x; ve x, parametrik egrilerini
ve tiirevlerini i¢inde bilinmeyen olarak bulunduran

bir reel katsayilli polinom ise Ik € N icin
P{xq, x5} = P(xq, x5, X1, X5, ...,xik),xék))
bicimindedir. Bu tanimi n tane xq,X,,...,X,

egrilerine genellestirerek, n tane parametrik egri
ve onun tlirevlerini bilinmeyen olarak bulunduran,
reel katsayil1 bir polinom 3k € N i¢in

P{x1, %2, .., Xn} = P(x1, X2, ., Xp,

20 300

! ! ! (k)
X1, X9, eey Xy - ,Xpn )
olarak verilir. Bu polinoma x4,x5,...,X, nin
diferansiyel polinomu denir. x4,Xx5,...,%, nin
diferansiyel polinomlart kiimesi R{x;,x,, ..., x,}

ile gosterilir. Bu kiime
R{x;, x5, ..., X5}
[ee)

/ I k k
= U R[Xx1, X2, o) Xpy X1, ey Xn» ...,xf ), ...,x,(l )]
k=0
olarak yazilir [8].
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Buradaki  toplama ve c¢arpma islemleri
R[x1, x5, ..., X, ] polinomlar halkasindakine benzer
bigimde tanimlanir [8]. Buradan R{xy, x5, ..., X, }
de bir tamlik bolgesi olup, onu igeren bir kesir
cismi vardir. Bu kesir cismi R < x4, x5, ..., X, >
ile gosterilir. Bu kesir cisminin bir elemani
Pi{xq, x5, ..., xp}, Po{x1, x5, ..., %} €
R{x1, x5, ..., X} ve Po{x1, %, ..., %5} # 0 olmak
uzere

_ Py{xy, x5, 20}
Py{x1, %5, .., Xp}

f<xy,x.,xy >

bi¢imindedir. R < xq1, X9, o, Xy > nin
elemanlarina diferansiyel rasyonel fonksiyonlar
denir. R < x4, x5, ..., X, > kilimesi bir diferansiyel
R-cebir ve cisimdir [5].

Tamm 2. S € R < x4, X3, ..., X, > bostan farkli
bir alt kiime olsun. H; € R < x4, x5, ..., x, > alt
diferansiyel R-cebir ve diferansiyel cisim olmak
tizere () = Ngscp, H; kiimesi S yi kapsayan en
kiiciik alt diferansiyel R-cebir ve diferansiyel
cisimdir. (S) = R < x4, X5, ..., X, > oluyor ise S
ye R < xq,x3,...,X, > nin lrete¢ kiimesi denir.
Eger S sonlu ise R < x4, x5, ...,x, > ye sonlu
tiretecli diferansiyel R-cebir ve diferansiyel cisim
denir.

Tamim 3. f<xy,x3..,xp >ERL
X1, X3, v, Xn > 0lsun. Vg € GL(2,R) ve Vb € R?
igin

f<gxi+b,gx,+b,.. gx,+b>=
f<xq,X9,0,Xy >

ise f ye afin invaryant diferansiyel rasyonel
fonksiyon denir. Afin invaryant diferansiyel
polinom tanimi1 benzer sekilde verilir.

H = Aff(2,R) olmak iizere tiim G-invaryant
diferansiyel rasyonel fonksiyonlar kiimesi R <
X1, Xy ey Xy SH ile gosterilir. R <
X1, X, ey Xy S R < X4, %5, ..., X, > kiimesinin
diferansiyel alt R-cebir ve diferansiyel cismidir.

3. AFIN INVARYANT DIFERANSIYEL
RASYONEL FONKSiYONLARIN
URETECLERI (GENERATORS OF
AFFINE DIFFERENTIAL RATIONAL
FUNCTIONS)

Onerme 1. Sabitten farkli afin invaryant
diferansiyel polinom yoktur.
Ispat. P{x,, x,, ..., x,} afin invaryant diferansiyel
polinom olsun. Bu durumda

P{xy, x5, ..., xn}
_ ap an (M @y mn
- aaoal...ak+mn (xl) e (xn) b (xn )

bicimindedir. P afin invaryant oldugundan

P{gx, + b,gx, + b, ..., gx,, + b}
= P{xy,x3, ..., Xp}

dir. O halde 3F@{x;, x5, ..., xp_1} GL(2,R)-
invaryant polinomu

P{xy, x5, o, X0} = @{X1 — Xy ooy X1 — X}

olacak sekilde mevcuttur. Ger¢ekten

©{x1, X3, e, Xn_1} = P{x1, X5, .., Xpn_1, 0}

olarak alalim. P, Aff (2, R)-invaryant polinom
oldugundan 6zel olarak b = 0 almirsa GL(2, R)-
invaryanttir. Dolayisiyla g = e ve b € R? olarak
almirsa, P Aff(2,R)-invaryant  polinom
oldugundan;

P{xy, x5, .., Xp_1,Xn}
=P{x; +b,x, +b, ..., x, + b}

dir. b = —x,, olarak alirsak;

P{x1, %5, ..., xn} = P{xy — Xp, e, Xy — X}
= (p{xl —Xpy s Xp—1 — xn}

olup, esitlik saglanir. Buradaki ¢ polinomu
GL(2, R)-invaryanttir. Dolayisiyla degiskenlerini
Y1, Y2, -, Yn—1 diye alirsak, Vg € GL(2, R) igin

©{9y1, 92 s GYn-1} = @Y1, Y2) s Yn-1}
dir.

(p{ylr yz, ey yn—l}
= Z aaoal...a’m(yl)al (yZ)az (yn_l(K))am
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nr nr

alinirsa {[x1 x17'] [x1 1" [x1 —x;x1'] [x1 %1 — xi]

[x1 x1] [x7 x1'] ' [x1 x1'] ' [x1 x1'] '

©{9y1, 9Y2s r GYn-1}
i =23 ...,n}

Aagay..an (GY1) 1(GY2) 2 ... (gYp—, FO)*m

bi¢imindedir.

— a+az++am a (K)yam ;

Z Qaoar.amd ™ G)™ e On-1) Ispat. fER<x4,%p,...,x, > olsun. Bu
= oy, Y2 - Yn-1} durumda 3k € N igin

olur. Iki tarafin esitliginden Vay, a,, ..., @, igin f<Xg,o, Xy >=

' ' (k) (k)
X1y s Xy X1y evey Xy 00y X oy X

a1+a2+...+amaaa f< 1A A1 Ay 1 2= in >

142

Ao az.om — 9 O

H-invaryanttir. O halde Vg € GL(2,R), Vb € R?
elde edilir. Buradan icin

Aoy, (GETRTTTIM —1) =0 f<gx,+bgx,+b,..,gx,+b>=
f<xi,x.,xp >

olur. @y + ay + -+ + @, # 0 ise g*atdzt+im

1 olup, Vay, ay, ..., @y, 16I0 Ay 0, .a,, = 0 VE @ dir. Buradan

0 bulunur. Buradan a;+a,+--+a,, =0
olmalidir. Bu durumda «; € N oldugundan a; = f<gxi+b,..,gx,+b,
a, =+ = &y, = 0 elde edilir. Buradan gx, ) gxh, .. ,gxik)’ Lgxtd >=
(k) x)
. [ <Xy s Xy X1y ey Xy ey Xy ey X >
O, Y2) rYn—1} = Qgo..0 = Sabit ! v " ! "
olur. O halde olur. g = e alinirsa
/ k k
P{x,, %y, ..., %) f<xi+bh,..,x, +b, xl(,k.). xi ()I,(),xr(l S
= @{xX; — X, X3 — Xy, vry X1 = f <Xy s Xy X1, ey X7 ey Xy >
—Xn} = @{y1, Y2, ) Yn-1}
= sabit elde edilir. Bu esitlik Vb icin gecerli oldugundan
b = —x; alinirsa
olup, keyfi P Aff(2,R)-invaryant polinomu
sabittir. O f<xqy—=2Xq ., Xy — Xq,
X1, ...,x,’l, . xfk), ...,x,(lk) >=
Notasyon.  x1(8) = (11 (0, %1:(8))s (D= <1y 2ss o 2,
(x21(t), x5, (t)) parametrik egrilerinin bilesenleri / / (k) k)
Xy wer Xy ey X7y ey Xy - >

ile olusturulan

x1(0)  x12(0) olur. ¢ GL(2, R)-invaryant oldugundan

x21(t)  x22(t) Q< g(xy —x1), e, g — 1),

/ (k) k) o _
determinantini [x, (t) x,(t)] ile gosterecegiz. GX1 = G s §X1 75 X T 2=
P < Xy = Xq, ey Xy — Xq,
Tanmm 4.Vt € [ igin [x;'(t) x;"'(t)] # 0 oluyorsa X1y eees Xy oo xik), ---,xr(lk) >
x,(t) parametrik egrisine Aff (2, R)-regiler
denir. dir. Buradax; —x; = y;,i =2,3,...,nvex; =y,

dersek Vg € GL(2,R) i¢in 3 dyle ki
Teorem 1. x4, x5, ..., x, R? de, x; regiiler olmak
tizere, n tane parametrik egri ve H = Aff (2, R) ® < glxz —xq1), - ,g(xn X1),
olsun. Bu durumda R <xg,xy,..,x, > XL, ey GX, gxl . ,gx(k)

kiimesinin iireteg kiimesi W < gy, GV gy(k) gy(k)
LD nr» = 1 2 n

k k
¢<YII""YTU' lyl( )l 'Y‘rg)
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elde edilir. ¥ GL(2, R)-invaryant oldugundan

Dyl iyl ivil [yl

[v1 1] ’ [v1 1] ' [v1 1] ' [v1 1] '
i=23,..,n

ile iiretilebilir. y; = x; — x4, i = 2,3,..nve y; =
x; ifadelerini yerine yazarsak, bu iretecler
asagidaki sekilde yazilir:

[x1x1"] [x2' 0] [ — % xq0] [x1 %0 — %]

[x1 21T " [epxy'] 7 [ %11 [x1 x1']
i=23,..,n

) ) )

O halde R < x4, xp, ..., X, > kiimesi i¢in 2n tane
tirete¢ elde edilmis olur. O

Tanmm 5. {xy,x,,..,%X,}, Vi, V2 ., Y} iki
parametrik egri ailesi olsun. Eger 3g € GL(2,R),
3b € R? icin y;(t) = gx;(t) +b, VtEI, i=
2,3, ...,n oluyor ise bu egri ailelerine Af f (2, R)-
denktir denir ve
(X1, %3, e, 0} VTR €3 Ly ) ile gosterilir.

R? de iki egri ailesi verildiginde, bu iki egri
ailesinin denklik kosullar1 asagidaki teoremle
verilebilir.

Teorem 2. {x1, X, ..., Xn}, {V1, Y2, -, Yn} ki €gri
ailesi ve x, y; regiiler olsun. Eger

[x:ll xill] n

_ Dyl Da "l Iy
el il bl Dyl
a—xix]_ Da—yiyi]l ax—xl

[x1 x1'] i 1] [ x1']
1 y1 = i
1 1]

oluyor ise 3g € GL(2,R), 3b € R? i¢in y;(t) =
gxi(t) + b, vtel dir, yani
(1, 2, e, 1} Ty, 3, oy} i

Ispat. x; = a;, y; = by, X, — X1 = aQ;, Vi —y1 =
b;, i =2,...,n olsun. Bu durumda yukaridaki
esitlikler

[ai ai']l _[by by'] laiai] [bgb{]
[a; ai] Bl [by b1] " [a; ai] - [by b1]’
[-a; a1] _ b bi] [ay a;] _ [b1 ]
l[ay ai]  [b1b1] "[ayai]  [by by]

olarak yazilabilir.

A:<a11(t) ai1(t))' n

a;z(t) ai(t)

(a’11 () aih (t))

aiz(t) aix(t)

matrislerini  gbz Oniine alalim. [x; x{'] =
[a; ai] # 0 oldugundan A matrisi regiilerdir.
A71A" = C olsun. Buradan A’ = AC dir. O halde

! rn !

(a11 a11) _ (a11 a11) (Cll C12)

ay; Q1o a1z A1p/ \C21 C22
olur. Buradan asagidaki iki denklem sistemi elde
edilir:

. /;
a1 = €11Q11 + C21014

. /;
A1y = C11Qq2 T €101

"o /;
a1 = C12Qq1 + C22014

"no__ I
Ay = C12Qq2 + C22047

Bu denklem sistemlerinin ¢oziimlerinden:

[a1 af
ci11=0 cqn =1 Cip =
11 ) 21 ) 12 [a1 a:’[] )
[a; af
Caz =
[a; a;]
bulunur.

b bs
B = ( 1 }1> matrisini g6z Oniine alalim.
biz by
Teoremdeki  esitliklerden ~ B~ !B’ = A714’
bulunur. Diger yandan

(BA™)' =B'A™ +B(A™)
=B'A™ - BAT AAT
=B(B™'B' - AT1ANA =

elde edilir. Buradan 3y € GL(2,R) igin BA™1 =

g dir. O halde B = gA dir. Bunu agik olarak
yazarsak:

(b11 bh):(gn g12)<a11 ah)
b12 b:’lz ng gZZ a12 a:’lz

olur. Buradan b, (t) = ga,(t) ve y;(t) = gx1(t),
Vt € I bulunur. Her iki tarafin integrali alinirsa

y1(6) = gx,(t) + b (1)
olur.
a a;
D; = (CIE al_;), i =2,3,....,n matrislerini goz
L

oniine alalim. A™'D; = H, i = 2,3, ....,n olsun. O
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halde D; = AH, i=2,3,....,n dir. Bunu agik

sekilde yazarsak
(‘111 ail) _ (a11 a'11) (hn hlz)
Az Qg aq; aiz h21 hzz ’
i=23,..,n

olur. Buradan asagidaki denklem sistemleri elde
edilir:

J— A
ay1 = hypaqq + hyiayy
a2 = hy1a45 + hyy04

12 11412 21012 .

_ )
aj; = hizaq1 + hppaq,

_ [
ajz = hizaq15 + hyyay,

=23, ..,Nn

Bu denklem sistemlerinin ¢oziimlerinden:

[a; a3
h{; =1, h,; =0, hiy = ——=,
11 21 [ ]12 (@, a,
al al
hy,, = -, i=23..,n
22 [al 1]
bulunur.

b b; T
E; = ( 1 ll), i =2,3,...,n matrisi i¢in ayni
bi; by

islemler  yapilirsa, teoremdeki esitliklerden
A™ID, =H =B7'E;, i=23,..,n elde edilir.
B = gA oldugunu biliyoruz. O halde A™1D; =
(gA)E; = A" 1g71E;, i=23,..,n dir
Buradan her iki tarafi soldan A matrisi ile
carparsak D; = g7YE; ve E; = gD;, i = 2,3,...,n
g € GL(2,R) bulunur. Bunu agik sekilde
yazarsak:

(b11 bil) _ (911 912) (a11 ail)
by, by 921 Y22/ \a12 Qp)’
i=23,..,n

olur. O halde b; =ga;, i=23,..,n, g€
GL(2,R) elde edilir. Yani, y; —y; = g(x; — x1),
i=23,...,n dir. y,=gx;+b oldugunu
biliyoruz. O halde y; — (gx; + b) = gx; — gx;
olup

v, =gx; + b, i=23,..,n, @)
g € GL(2,R),b € R?

elde edilir. (1) ve (2) esitliklerinden
{x1, %5, ..., X} AffEZ‘R) {y1, V2, ) Y} bulunur. O
Teorem 3. fl (t)' fZ (t), gi (t)' hi (t), i =
2,3,..,n,t €1 2n tane C*-fonksiyon olsun. Bu
durumda

nr n III]

= (D), [“1—“] = /),
[a; —a; af] [a; a; — a4]

- (t)) [/
- [ a; ]
i=23,.

= h;(t),

olacak sekilde, a; regiiler olmak {izere,
a, a,, ..., a, parametrik egrileri mevcuttur.

Ispat. aj=x;, ve a;—a, =x;, i=23,..,n
olsun. Bu durumda teoremdeki sartlar1 asagidaki
sekilde yazabiliriz:

[x;’L x{/] _ [ ’ II]
—{xl‘x,;]] - he (] i /0 )
Xi X1 X1
[, x; 9i(®) [ 1] = (o @
Diger yandan,
_(*11 *11 P (%11 X1
A= <x12 x12>, A= <x12 x1,2>

ve A"1A’ = H olsun. Buradan A’ = AH dir. Yani

(xh x{&) _ <x11 xh) <h11 h12>

X1z  X12 X12  X12/ \h21  hy

dir. Bu esitlikten asagidaki denklem sistemleri
elde edilir:

X11 = hy1x11 + hoixqg
X1z = hy1Xx12 + ho1xq
X171 = hizx11 + hopxqy
X172 = hizXx12 + hopxgy

Bu denklem sistemlerinin ¢oziimlerinden,

hy=0, Ry =1 =%
11 ) 21 ’[ ]12 [xl x:’[]
Xp X1
hyy = 7
22 [x1 x1]

elde edilir. Buradan h matrisi

= 7))

olarak bulunur. A" = AH oldugundan
x11 = —fa(O)x11 + fr(O)x11
x17 = —fo(O)x12 + f1(O)x12

Sakarya Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 22 (3), 1007-1014, 2018 1012
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olur. Yani,

(5 =-ro G+ a0 ()

12
X
dir. (xi) =y, dersek

yi ==y + fiOy;

ikinci mertebeden diferansiyel denklemi bulunur.
Diferansiyel denklemler teorisinden biliyoruz ki
bu denklemin ¢6zliimii vardir ve bu ¢dziim icin
[y1y1] #0 dir. Ayrica, bu y;(t) egrisi (3)
kosullarini saglar.

B. = (x11 xil)
¢ X12  Xi2/’

i=23,..,n

matrislerini gdz oniine alalm. A™'B; = C;,i =
2,3, ...,n olsun. Buradan B; = AC;,i = 2,3,...,n
olur. Bunu agik sekilde yazarsak:

!

(x11 xil)_<x11 x11>(C11 C12)
X12 Xz X1z X1p/ \C21  C22/’
i=23,..,n

olup, buradan

X11 = C11X11 + C21X14
X1z = C11X12 + C21X12
Xi1 = C12X11 + Co2X11
Xip = C12X12 + C22X1

i=23,..,n

denklem sistemleri elde edilir. Bu denklem
sistemlerinin ¢dziimlerinden

[x; x1]
ci1 =1, Cc,1 =0, Cip2 = T
11 21 [ ]12 [ L xl
X1 X
Cyy = = i=23,..,n
22 [x1 1]
(1 gi®)\ . _
bulunur. O halde C; = (0 hi(t)>'l =23, ..,n

olarak bulunur. Buradan asagidaki denklem
sistemleri elde edilir:

xi1 = gi(t)x11 + hi(t)x1, i

; L= 2,3, e, n
Xiz = 9i(0)Xx12 + hi(£)X1;
ya da
Xi1) _ X11 x11\ .
Gl = a0 (1) + haco) (xiz),l =23,..n

olur (xil
"\ Xiz

sistemi:

) =y;, 1 = 2,3,...,ndersek, bu denklem

yi(t) = g;(t)x; + hi(O)xy,i = 2,3,...,n

seklinde yazilir. Yine diferansiyel denklemler
teorisinden bu denklem sisteminin ¢oziimii vardir
ve bu denklem sistemlerinin ¢oziimleri olan y;
fonksiyonlart i¢in [y; y;] # 0,i = 2,3,...,n dir.
Ayrica bu y;i=23,..,n fonksiyonlar1 (4)
esitliklerini saglar.

X1, X2, ..., Xy lerin se¢iminden a; =y; ve a; —
a, =y;, 1 = 2,3,...,nolur. Buradan

a,(t) = fy1(t)dt +cq
ve

a;(t) = y;(t) + a.(t)
a(®) = y,(©) + j i)t + c1,

i=23,..,n

olarak elde edilir. Ayrica [y; y;] # 0 oldugundan
[a; ai'] # 0 olup, a, egrisi regiilerdir. Bu sekilde
elde edilen a4, a,, ..., a, egrileri istenilen kosullar1

saglayan egrilerdir. O
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