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Schrodinger Denkleminin Sonlu Fark Yontemi Coziimiinde Chebyshev

Noktalar: Kullanimi
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Oz

Giiniimilizde Schrodinger denkleminin hassas ve ayni zamanda hizli ¢6ziimii oldukg¢a 6nem arz
etmektedir. Bu ¢alismada Schrodinger denkleminin sonlu fark yontemi ve Chebyshev noktalari
kullanilarak daha hassas ve dolayisiyla hizli ¢6ziimii 6nerilmektedir. Sinirlandirilmis nano
boyutlardaki ¢oziim bolgesi Chebyshev noktalar1 ile tanimlanmis ve elde edilen Hermitian
olmayan asimetrik Hamiltonian benzerlik transformasyonu ile simetrik Hermitian
Hamiltonian’a ¢evrilmistir. Bu yontemle elde edilen Hamiltonian’in homojen aralikli noktalar
ile ¢6ziilmiis problemlere gére daha diisiik nokta sayisi ile ve metodolojik degisime gerek

duymadan dogru sonuca yakinsadigi gosterilmistir.

Anahtar kelimeler: Schrédinger denklemi, Chebyshev noktalari, Sonlu fark yontemi,

Benzesim doniisiimii

Finite Difference Solution of Schrodinger Equation with Chebyshev Grid

Points
Abstract
Fast and accurate solution of Schrodinger equation is very important. In this work, accurate and
eventually fast solution of Schrodinger equation with finite difference and Chebyshev grid
points is proposed. Confined dimensions are discretized by Chebyshev grid points and resultant
non-Hermitian Hamiltonian is symmetrized by similarity transformation to get Hermitian
Hamiltonian. Analysis of the resultant Hamiltonian shows that convergence of eigenvalues is

achieved without any methodological change and less grid points by using Chebyshev grid.

Keywords: Schrodinger equation, Chebyshev grid points, Finite difference method, Similarity

Transformation.
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Giris

Hesaplamali kuantum mekanik birgok
fiziksel fenomeni agiklayan ve malzeme
bircok alanda

biliminden elektronige

uygulamasi bulunan Schrodinger
denkleminin ¢oziimiiyle ilgilenir. Giiniimiiz
bilgisayarlar1 ile bu fiziksel olaylari
Schrodinger denklemi gibi diferansiyel
denklemlerinin ¢oziimii biiyiik hesaplama
kapasitesine ihtiya¢ duyar ve problemi
tanimlarken kullanilacak nokta sayisinin
artmast yiliksek hafiza kullanimina ve
hesaplama siiresinin artmasina neden
olacaktir. Bu ihtiyaglar nano aygitlarin
olan

modellemesinde  gereklilik

yik
dagilimi i¢in Poisson denklemi ile tutarli
sekilde ¢oziilmesi ile daha da artacaktir. Bu
problemlerin en basit ¢cOzlim
yontemlerinden biri sonlu fark yontemidir
[3], bu yontemde fonksiyonun tiirevi nokta
etrafinda yaklasik olarak hesaplanir. Sonlu
fark yonteminde hata, O(N~™), nokta

sayisi, N, ile azalirken, yaklagimin
basamagina ve ¢oziimiin diizglinligiine
bagl bir katsay1 olan, m, ile artar. Coziim
noktalarinin se¢imi ¢0zimiin
hassasiyetinde 6nemli rol oynar, dolayisiyla
noktalarin  konumlar1 ile ayarlanarak
hassasiyet artis1 elde edilebilir. Bu sekilde
hassas ¢Oziim arayan yoOntemlerin en

bilinenlerinden  olan  Pseudo-Spectral
yontem eger ¢oziim diizgiin ise kullanilir.

Pseudo-Spectral yontem homojen olmayan
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aciklama gere8i yeni yontemlere ihtiyaci

arttirmistir [1,2]. Dolayisiyla Schrédinger
denkleminin ¢oziimii i¢in daha hassas ve
yontemler

hedef haline

verimli

bir

aynt  zamanda
gelistirmek  Onemli

gelmistir.

noktalar kullanarak Runge fenomeni olarak

bilinen ¢Ozlimiin sinirlardaki
dalgalanmasindan kacinir ve sonucunda
¢Oziminiin  hassasiyetini  arttirir ~ [4].
Pseudo-Spectral yontemin kullandigi en
temel yapilarindan  biri  Chebyshev
yapisidir. Chebyshev noktalari asagidaki

basit formiil ile ifade edilebilir:

b-a i7 b+a ,
X; = —cos(—)+— (i=
2 N-1 2

01,..,N—1) 1)

Chebyshev noktalar1 arasindaki mesafe
sinir noktalar1 olan a ve b yakinlarinda
~N~2% ile orantili iken, bdlge igerisinde
~N~1 ile orantihdir. Runge homojen ag
sadece

yapisinin ¢ozlim  bolgesinin

igerisinde  ¢bziime  yakinsadigimi  ve
smirlarda ise Runge fenomeni nedeni ile
¢oziimden uzaklastigini gostermistir [5].
Diger yandan Chebyshev noktalarinda
sinirdaki hatalar goriilmediginden ¢oziime
daha hizli yakinsamaktadir. Literatiirde
Pseudo-Spectral

yontemin dalga

fonksiyonlar1 yardimi ile ve sonlu

elemanlar yontemi ile nano aygitlarin
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Sekil 1. Homojen aralikli (a) ve Chebyshev dagilimli (b) noktalar ile olusturulmus kafes yap1

kuantum hesabinda kullanan bir¢ok makale
mevcuttur [6-10]. Schrédinger denklemi
¢Oziimiinlin fiziksel anlami1 olmasi igin
Hermitian Hamiltonian yani simetrik ve
reel koklere sahip olmasi gerekmektedir,
fakat problemin Chebyshev noktalar: ile
coziimiinde karsimiza simetrik olmayan
non-Hermitian Hamiltonian cikar.
Literatiirde ¢Oziimii zor olan kauntum
mekanik problemlerde zorluklar1 asmak
icin kullanilan benzesim doniistimii elde
edilen asimetrik Hamiltonian’in simetrik

Hermitian Hamiltonian’a ¢evrilmesinde
kullanilabilir [11-13].

Bu makalede su sorulara cevap aranacaktir:
[lk olarak Chebyshev noktalar1 ile

Hamiltonian olusturulmasi tartisilacak.
Ikinci olarak kutudaki pargacik problemi
icin olusturulan 1 ve 3 boyutlu problem

¢oziilerek sonuglar karsilastirilacaktir.
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Matematiksel Yontem

Karakteristik ~ deger  denklemi  olan
zamandan bagimsiz (duragan) Schrodinger
denklemi asagidaki forma sahiptir:
H-y=E-¢ )

Burada H Hamiltonian, y dalga fonksiyonu

ve E ise enerjiyi ifade etmektedir.

3 boyutta ac¢ik formu:

h
[—%Vz + V(x,y,z)] -P(x,y,z) =E -
Y(x,y,z) @)
Denklem 3’deki ilk terim  Kinetik
operatordiir. Ikinci terim ise parcacik

izerine etkiyen giicli ifade eden potansiyel

enerji. ¥V terimidir. Duragan dalga
fonksiyonu v ve dalganin enerjisi ise E ile
verilmektedir. Bu denklemin ¢6ziimiiniin

bir onemli ozelligi E; ve E; gibi farkli
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enerjilere sahip dalga fonksiyonlar1 y; ve )

orthonormaldir.

Schrodinger denklemi karakteristik deger
denklemidir. Enerji, E, degerleri denklemin
karakteristik ~ degerleri  olup  dalga
fonksiyonu 1 denklemin karakteristik

fonksiyonudur.

Hamiltonian kinetik enerji ve potansiyel
enerji olarak iki parca yazilabilir:
H=K+V (4)

Manyetik alanin yoklugunda kinetik enerji

operatorii Laplacian ile verilir:

32

0z2

_ _ g2 g2 9® 0%
K = 2mv (Vv _ax2+ay2+
(5)

Kapali sistemler i¢in (kutudaki pargacik
problemi gibi) enerji seviyeleri ve dalga
fonksiyonlart Schrodinger denklemi ile
hesaplanabilir. ~ Schrodinger — denklemi
¢ozimi i¢in en genel yontem denklemi
olarak ifade ederek

matris  problemi

karakteristik degerler ve karakteristik
fonksiyonlar i¢in ¢dzmektir. Coziim igin
secilen noktalarin

dagilimi  ¢ozlimiin

yakinsamasinda 6nemli rol oynar.
Karakteristik deger probleminin
¢Oziimiinde ikinci dereceden tiirev igin

standart sonlu fark yontemi kullanilarak
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Hamiltonian olusturulmustur. Chebyshev

noktalar1 ile olusturulan Hamiltonian’in
Laplacian kismi non-Hermitian olmaktadir.
Non-Hermitian Hamiltonian’in benzerlik
doniisimii  uygulanarak Hermitian hale
Bu amagla,

getirilmesi

Kinetik

gerekmektedir.
enerji operatorii  bilesenlerine
ayrilir:
K=K,+K,+K, (6)

ho 92

h o = =

2max2’ Y T 2m z

Ky =— 2may?’
(7)

h 92

2m 0z2

Her bir kinetik enerji operatorii bileseni ayri
ayrt sonlu fark yontemi ile olusturulur.
Chebyshev yapist1 homojen olmadigindan
bu islem Vandermonde sistemi ile
gerceklestirilir (Apendiks A). Operatori
olustururken ikinci dereceden yaklasim
kullanilabilir bu sekilde ikinci dereceden
yaklagim bize 3 kdsegen elementi olan fakat
simetrik olmayan (non-Hermitian) matris
verecektir.  Simetrik olmayan matris
kompleks karakteristik degerlere sahiptir.
Bu matrisi simetrik hale c¢evirmek igin
asagida matematiksel olarak ifade edilen

benzerlik doniisiimii kullanilir:

stim — Dj_1 . Kjanti—sim . Dj (] =x,, Z)
(8)
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Burada D kosegen bir matris olup

elimizdeki Hamiltonianin degerleri ile
olusturulur, K™ ve K7™ benzer
matrisler olarak adlandirilir (Apendiks B).
Sonu¢ benzer matris homojen dagilimh
noktalar ile yaratilmig Hamiltonian ile ayn1
reel  karakteristik  degerlere  sahiptir.
Benzerlik doniisiimii sonras1 elde edilen
K™ Ks™ ve K5'™  asafida  gsterilen
sekilde Kronecker carpimi kullanilarak 2
boyutlu veya 3 boyutlu kinetik operatorlerin

olusturulmasinda kullanilabilir:

KSE™ = Iy @ K™ + K3'™ @ Iy,
9

K3E" = Inz® (Iny® K™ +

K™ ® Ing) + KS™ Q@ Inx.ny
(10)

Kinetik  operator  yukaridaki  sekilde

olusturulduktan sonra potansiyel operator

ile toplanarak Hamiltonian olusturulup

problemin ¢oziimii aranabilir.
Bulgular ve Tartisma
Chebyshev noktalari ile ¢6ziim 1 nm kenar

uzunluguna, L, sahip bir kutuda pargacik

problemine bir, iki ve ii¢ boyutlu sistemler
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icin uygulanmis ve sonuglarin asagida

sunulmustur. Bu amagla elektronun efektif
me = 0,19 q=
1.60217733e71° C ve potansiyel duvari
i¢in 10 eV ve 1000 eV olmak tizere 2 farkl

kutlesi Mo,

deger alinmistir. Burada mo elektronun

kiitlesidir. Bdyle bir sistemde teorik
karakteristik enerjileri asagidaki formiil ile
hesaplanabilir:

hZ
Ep = 5o (6 + 15 + K3) (11)

ki = — (i=x1y,2) (12)

3 boyutlu ¢éziimlerde nokta sayisint boyut

basmma  50’nin  iizerine  ¢ikarmanin
hesaplamay1 bilgisayar kaynaklari (islemci
giici ve hafiza kapasitesi) acisindan
neredeyse imkansiz hale getirmesi kuantum
hesaplamalarin en biiyiikk problemlerinden
biridir buradaki caligmada da 15 nokta
sayist ile 3 boyutlu c¢oziimler ile elde
tizerinden  tiim

ettigimiz  sonuglar

karakteristik degerlerin davranisini
irdelerken, bu davranislarin nokta sayisina
gore degisimi 1 boyutlu ¢éziimler tizerinden
sunulacaktir. Bu
ozellikle NEGF (Non-Equilibrium Green

Function) gibi reel uzay kuantum mekanik

hesaplama  zorlugu

hesaplamalarda yiiksek hassasiyete

ulasmak  i¢in  sliper  bilgisayarlarin

kullanimini zorunlu tutmaktadir [2].
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Sekil 2. V = 1000 eV lik potansiyel duvari ile elde edilen 3 Boyutlu kutuda pargacik

probleminin karakteristik degerleri karsilagtirmasi.
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Sekil 3. V = 10 eV’luk potansiyel duvar ile elde edilen karakteristik degerler (a) ve teorik

degerlere gore % hata miktar1 (b) gosterilmektedir.

Homojen ve Chebyshev Hamiltonianlar ile
Schrodinger denklemi 3B kutudaki parg¢acik
icin 1000 eV’luk potansiyel duvari ile
cozildiiglinde Chebyshev noktalar ile
olusturulan Hamiltonian ¢Ozlimiiniin ilk
karakteristik degerlerde teorik ¢6ziime daha
yakin sonug verdigi ve hesaplanan yiiksek
karakteristik enerjiler i¢in ise teorik degerin
listinde  degerler

Chebyshev

vermeye  basladig

gorilmiustir. Hamiltonian
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sonuglarinin ilk karakteristik enerjilerde
Homojen Hamiltonian ile yakin sonuglar
buldugu gozlemlenirken 200. ve 440.
Chebyshev

Hamiltonian’in sonuglarinin teorik degere

karakteristik degerler arasi
¢ok daha yakin oldugu gézlemlenmektedir.
Chebyshev Hamiltonian 450. homojen
Hamiltonian 500. Karakteristik enerji
degerinden sonra teorik degerden hizla

uzaklagmaktadir (Sekil 2). Buna karsin
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homojen noktalar ilk karakteristik degerleri

Chebyshev

noktalara

yakin

basarida

hesaplarken yiiksek Kkarakteristik enerji

degerlerinde hesap hassasiyeti

giderek

diismektedir. Nokta sayist ile degisimi

gérmek i¢in yapilan 1 boyutlu ¢oziimlerde

diisiik  potansiyel

bariyer

=
©
s3]

= =
© ©
> ~

=
©
~

Karakteristik Enerji (eV)
-
©
[4)]

degerinde
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Chebyshev noktalarin teorik degere g¢ok

daha yakin sonuglar verdigi goriilmektedir
(Sekil  3).

arttirilldiginda her iki ¢oziimde de teorik

Potansiyel bariyer siddeti
degere yaklasilmakla beraber davranista

dalgalanmalar go6zlemlenmektedir (Sekil
4).

Homojen

1.93 —— Chebyshev
= = Teorik
1.92 . 1
10t 102 103
Nokta Sayisi

Sekil 4. V = 1000 eV lik potansiyel duvari ile elde edilen karakteristik enerjilerin nokta

sayistyla degigimi.

Hassasiyet Homojen Chebyshev

Nokta Sayisi Zaman (sn.) Nokta Sayisi Zaman (sn.)
%95 70 2,242 10* 7 2,307 10°
%97 131 4,998 10* 10 2,857 10°
%99 389 4,22310° 24 5,179 10°
%99,9 - - 94 2,654 10*

Tablo 1. Nokta sayisina bagli hesaplama hassasiyeti ve zamani tablosu.

Tablo 1. Bir boyutlu problemin 2,6 GHz
islemci giicii ve 16 GB RAM’e sahip bir is
istasyonunda yapilan hesaplama
zamanlarinmi ve karakteristik enerji degerine
ne kadar yaklastiklarini (hassasiyetlerini)
yiizde olarak gdstermektedir. Chebyshev
¢cozlimiinlin %95 hassasiyetteki sonuca 10

kat daha hizli ulagtig1 goriillmektedir. Daha
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yiiksek hassasiyet degerlerine ¢ikildiginda
Her iki
yontemde de nokta sayisi artirildiginda
Chebyshev
¢Oziimiin ¢ok daha hizli teorik ¢Oziime

yakinsadig1 goriilmektedir (Sekil 3-4). 200

bu fark daha da artmaktadir.

hassasiyet artmakta fakat

nokta ile yapilan hesaplarda Chebyshev

noktalar teorik degere yakinsamaktadir,
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diger yandan Chebyshev ¢oziimiin 50 nokta
ile ulastig1 sonuca homojen ¢6ziim ancak
1000 nokta ile ulagmaktadir. Burada goz
Online alinmasi gereken Onemli nokta
homojen ¢Ozlimiin hatalarin1  minimize

etmek icin yiikksek potansiyel duvari

kullanilmis  olmasidir, hesabin

Chebyshev

yani

noktast ile elde edilen
sonuglardaki hassasiyeti yakalamasi icin
reel olmayan bir sinir kosulu devreye
sokulmustur. Bu durumda bile Chebyshev
noktast ile ¢oziimiin daha hassas ¢oziim

elde ettigi goriilmektedir.

Sonuglar

Bu makalede, Chebyshev noktalari
kullanilarak kurulan sonlu fark yontemi ile

Schrédinger  denklemi  ¢oziilmis  ve
homojen dagilmis noktal
Chebyshev

sonucu elde edilen simetrik olmayan

¢oziim ile
karsilagtirilmistir. noktalari
Hamiltonian benzerlik doniisimii  ile
simetrik hale getirilmistir. Chebyshev
noktalar1 ile ¢oziim ydnteminin basit ve
metodolojik  bir  degisikligine  gerek
duymadig1 ve daha yiiksek yakinsama elde
ettigi gosterilmistir (Tablo 1.). Ozellikle
kuantum taginim problemleri gibi genis
enerji seviyelerinde hassaslik gerektiren
dogrusal olmayan ¢oziimlerde bu hassasiyet
olduk¢a oOnemlidir. Chebyshev noktalari

kullanilarak hassas ¢6ziime daha az nokta
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kullanim1 ile ulagma siiresini kisaltacagi

gosterilmistir.

Apendiks A: Vandermonde sistemi

Ikinci dereceden sonlu fark sistemi 2
noktast kullanilarak tanimlanabilir. Bu
sayede noktalara etkiyen diferansiyel

operator asagidaki sekilde yazilir:

Dy =ay;+bpi 1 +ciy
(A1)

i

i-1 i i+1

Wiy Y Wi,
Sekil 5. Ag noktalar1

Taylor seri agilimi ile a, b, ve ¢ degerleri
hesaplanabilir. Bu hesab1 yapan dogrusal

sisteme Vandermonde sistemi denir [3]:

-4
1 1 17 e [h%;h%]
" H Olzlbl:h%+h%
0 5 1 bl fe 2
hi+h3

(A2)

Apendiks B: Benzerlik doniisiimii

Benzerlik doniistimii asagidaki sekilde ifade

edilir:
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stim — Dj—l . Kjanti—sim . Dj (] =Xy, Z)
(B1)

Burada D kosegen bir matris olup, K/’ m ve

I(j“"”‘Simbenzer matrisler olarak

adlandirilir. D matrisinin ~ kdsegen

clemanlar1 asagidaki 6zyinelemeli karekok
formiilii ile hesaplanir. Bu yontem sadece
karekok

ifadesinin  i¢i  pozitif ise

yapilabilmektedir.
d1=1$d2=\/;‘:1‘d1:d3=\/2:2‘
dy = - (B2)
d; -~ 0
D= < P ) (B3)
0 - dy
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