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ÖZ 

Bu çalışmada, 𝐺 ⊂  𝐸𝑛 bölgesinde tanımlanmış “σ -yarım boynuz” ve “kuvvetli σ -yarım boynuz” koşulunu sağlayan  

 r

p ,f B G,s 

   fonksiyonunun diferansiyel fark özelliklerinin korunması şartıyla 𝐺 ⊂  𝐸𝑛 bölgesinin dışına 

genişletilmesine ilişkin gömülme teoremleri biçiminde yeni sonuçlar verilmiştir.  

Anahtar Kelimeler: Besov tipli uzay, gömülme eşitsizlikleri, integral ayrılış 
 

 

Extension of Functions  r

p ,f B G,s    Dependent on the Multi Package Variables Outside 

the G ⊂ En Region with Preservation of the Class  

 
ABSTRACT 

In the present paper, in the case when the domain 𝐺 ⊂ 𝐸𝑛 satisfies the “σ - half-horn condition” and the “ σ - 

strong half-horn condition”, we extend the functions from the spaces  r
p,f B G,s
 

   outside the domain  𝐺 ⊂

𝐸𝑛to the preservation of the class. 

 

Keywords: Besov space, embedding inequalities, integral representation 

 

GİRİŞ  

 

Fonksiyon uzayları teorisinin gelişimi ve onların 

matematiksel fiziğin denklemlerine uygulamaları, bu 

teorilerin birleştirilmesi ve de genelleştirilmesi 

doğrultusunda yeni problemler ortaya koymaktadır. 

Matematiksel fizikte fonksiyonel analizin bazı 

uygulamalarını kapsayan bu teori ilk olarak, S. L. 

Sobolev tarafından ortaya atılmıştır [1]. Sonraki 

aşamalarda, teorinin gelişmesinde, S.L.Sobolev, 

L.N.Slobodetskii (
r
pW  Sobolev -Slobodetskii uzayı); 

S.M. Nikol’skii (  r
pH G  - Nikol’skii uzayı);  L.D. 

Kudryavtsev (  r
p ,W G  - Sobolev – Kudryavtsev 

ağırlıklı fonksiyon uzayı), P.V. İlyin,  P.İ. Lizorkin 

(  l
pS W G  - Nikol’skii- Lizorkin-Dzhabrailov uzayı), 

O.B. Besov (  r
p ,B G  - Nikol’skii-Besov  uzayı), S.M. 

Nikol’skii A.D. Dzhabrailov, T.M. Amanov   

(  l
p ,S B G - Nikol’skii-Dzhabrailov-Amanov uzayı), 

V.I. Burenkov, Y.S Bugrov,Grisvard P, Gagliardo E, 

Benedek A, Panzone R, Garding L , Lions J.L , Kalderon 

A.P,  Zygmund A , Nirenberg L  gibi görkemli 

matematikçiler çok büyük katkılarda bulunmuşlardır [2-

6]. 

Ref.[7-12]’de nG E
 

bölgesinde belirlenmiş çok 

değişkenli diferansiyellenebilir fonksiyonlar için yeni  
r

p ,B ( G,s )
 


 
 fonksiyon uzayları oluşturulmuş ve elde 

edilen yeni integral gösterimlerinin yardımıyla, bu 

fonksiyon uzayları için yeni gömülme (embedding) 

teoremleri ispatlanmıştır. Bu teoremlerin sonuçları 

olarak, verilmiş uzaylarda farklı normların eşdeğerliliği 

gösterilmiştir [9]. 

Ref.[11-16] elde edilen sonuçlar, matematiksel analizin 

“fonksiyon uzayları teorisi ‘ne veya çok değişkenli 

diferansiyellenebilir fonksiyonların gömülme 

teoremlerine (Theory of Embedding Theorems) ilişkin 

yeni orijinal sonuçlar içermektedir. Çok değişkenli 

diferansiyellenebilir fonksiyonlar için oluşturulmuş yeni 

fonksiyon uzayları 
r

p ,B ( G,s )
 


 
(Dzhabrailov-Alisoy) 

özel durumlarda s=1 için Nikol’skii–Besov ve s=n için 
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ise Nikol’skii-Dzhabrailov-Amanov fonksiyon 

uzaylarına dönüşmektedir [5,6,8,12]. 

Bu çalışmada, nG E  bölgesinde tanımlanmış “ -

yarım boynuz” ve “kuvvetli  - yarım boynuz” koşulunu 

sağlayan r
p ,B ( G,s )
 

   fonksiyonunun diferansiyel fark 

özelliklerinin korunması şartıyla nG E  bölgesi dışına 

genişletilmesine ilişkin yeni sonuçlar verilmiştir. Başka 

bir deyişle tüm 𝐸𝑛’de tanımlı ve 𝐺 ⊂ 𝐸𝑛 bölgesinde 
r

p ,B ( G,s )
 

  fonksiyonu ile çakışan bir  𝑓�̃� = 𝑓�̃�(𝑥) 

inşa edilir ve bu fonksiyon için  

 

‖𝑓𝜈‖𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐸𝑛,   𝑠)

≤ 𝑐‖𝑓‖
𝐵𝑝,𝜃

<𝑟>(𝐺,   𝑠)                  

 

gömülme teoremleri biçimindeki integral eşitsizlikleri 

ispatlanır. Çalışmada elde edilen sonuçlar ilk kez alınan 

sonuçlar olup daha önce Besov- Il’yin [3] ve Besov-

Dzhabrailov [5] tarafından elde edilmiş sonuçları 

genelleştirir. 

 

1.Ön  Bilgiler 

 

Bu bölüm, makale kapsamında bilinmesi gerekli olan 

bazı temel kavram, tanım ve teoremler hakkındaki 

bilgileri kapsamaktadır. 

 

1.1. Sobolev Anlamında Genelleştirilmiş Türev 

 

Tanım 1.1. Varsayalım ki 𝑓 𝑣𝑒 𝜒  fonksiyonları 𝐺 ⊂ 𝐸𝑛 

açık kümesinde yerel toplanabilir fonksiyonlardır. Eğer 

𝐺 - açık kümesinde keyfi sonsuz diferansiyellenen ve 

sonlu  𝜑- fonksiyonu  için          

 

∫
𝐺
χ(𝑥)𝜑(𝑥)𝑑𝑥 = (−1)|𝑘|∫

𝐺
χ(𝑥)𝜑(𝑘)(𝑥)𝑑𝑥   (1) 

 

eşitliği doğru ise o halde   𝜒 – fonksiyonuna 𝐺 - açık 

kümesinde  𝑓- fonksiyonunun genelleştirilmiş türevi 

denir ve aşağıdaki ifade ile belirlenir [1-3].   

 

               𝑓(𝑘) = 𝐷𝑘𝑓 =
𝜕|𝑘|𝑓

𝜕𝑥1
𝑘1  ,…,𝜕𝑥𝑛

𝑘𝑛
                  (2) 

 

𝑚 = (𝑚1, ⋯ ,𝑚𝑠) vektörünün bileşenleri 𝑚𝑘 =

(𝑚𝑘,1, ⋯ ,𝑚𝑘,𝑛𝑘
) biçiminde tanımlanan ve negatif 

olmayan tamsayılar olsun. Başka bir değişle her 𝑘 =
1,2,⋯ , 𝑠  ve 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛𝑘 için 𝑚𝑘,𝑗 ≥ 0 olsun. 

   Bu durumda 𝑓(𝑥) fonksiyonunun Sobolev anlamında 

genelleştirilmiş türevi aşağıdaki gibi olacaktır 

 

𝐷𝑚𝑓(𝑥): = 𝐷1
𝑚1 ⋯𝐷𝑠

𝑚𝑠𝑓(𝑥)                        (3) 

 

Burada 

𝐷𝑘
𝑚𝑘𝑓(⋯ ; 𝑥𝑘; ⋯ ) = 𝐷𝑘,1

𝑚𝑘,1 ⋯𝐷𝑘,𝑛𝑘

𝑚𝑘,𝑛𝑘  𝑓(⋯ ; 𝑥𝑘; ⋯ ) = 

 

=
𝜕|𝑚𝑘|

𝜕𝑥𝑘,1

𝑚𝑘,1  ⋯ 𝜕𝑥𝑘,𝑛𝑘

𝑚𝑘,𝑛𝑘  
𝑓(⋯ ; 𝑥𝑘; ⋯ )                          (4) 

 

1.2. Bölge Koşulları 

 

 Bu bölümde “ 𝜎 − yarım boynuz” ve “kuvvetli  𝜎 −
 yarım boynuz” koşulunu sağlayan bölgeler sınıfı 

açıklanmıştır.  

 

Tanım1.2.1. Varsayalım ki, her  

𝑘 = 1,⋯ , 𝑠   ve    𝑗 = 1,⋯ , 𝑛𝑘  için; 

i) Bileşenleri sırasıyla, 

𝐻𝑘 > 0 ve 𝜎𝑘 = (𝜎𝑘,1, ⋯ , 𝜎𝑘,𝑛𝑘
), 𝜎𝑘,𝑗 > 0 şeklinde olan  

 1 s
H= H ,...,H , ve  1 sσ= σ ,...,σ   vektörleri ve 

ii)  Bileşenleri sırasıyla,  

,,1
,...,

k nkk k
k k k

H H H
 

   
 


 ve 𝛿𝑘 = (𝛿𝑘,1, ⋯ , 𝛿𝑘,𝑛𝑘

) 

şeklinde olan  

 
 
 

σσσ s1
1 s

H = H ,...,H  ve 𝛅 = (𝛅𝟏, ⋯ , 𝛅𝐬) vektörleri 

verilmiş olsun.  

Bu durumda 
k

c  ve 
k

c


 birer sabitler olmak üzere 

her  0 k kh H   için 
*k k

k k
k

k

y
c c

h



    koşulunu sağlayan  

𝑦 = (𝑦1 , ⋯ , 𝑦𝑠) ∈ 𝐸𝑛   (𝑦𝑘 ∈ 𝐸𝑛𝑘
)  multi-indisli noktalar 

kümesi 

, ,

0 ,
;

k j k jk
k n k kH k jk k k

k

y
R H y E c c

H



 

 
        

   
 



 


        (5) 

şeklinde tanımlanır [9,11,12].   

 Burada 

𝑦𝑘𝛿𝑘

ℎ𝑘

𝜎𝑘
= (

𝑦𝑘,1𝛿𝑘,1

ℎ𝑘

𝜎𝑘,1
, ⋯ ,

𝑦𝑘,𝑛𝑘
𝛿𝑘,𝑛𝑘

ℎ𝑘

𝜎𝑘,𝑛𝑘
) 

ve   

 

 𝑅𝛿(𝐻𝑘
𝜎𝑘) = 𝑅𝛿1

(𝐻𝑖
𝜎1) × ⋯× 𝑅𝛿𝑠

(𝐻𝑠
𝜎𝑠) 

olmak üzere  x R



H  kümesine tepe noktası 

nx E ’de bulunan “𝜎 −yarım boynuz”denir [9,11,12]. 

 

Tanım 1.2.2.  Her bir x  için öyle bir 𝜹 = (𝛿1, ⋯ , 𝛿𝑠) 

vektörü vardır ki, tüm  x R G 


σ
H  olur. O 

takdirde 𝛺 ⊂ 𝐺 ⊂ 𝐸𝑛  alt bölgesi  “𝝈 −yarım boynuz” 

koşulunu sağlayacaktır [11]. 

 

                    ⋃ Ω𝑗 = 𝐺𝑀
𝑗=1                                     ( 6) 

 

Not:  “𝜎 −yarım boynuz” koşulunu sağlayan 𝐺 ⊂ 𝐸𝑛 

bölgeler sınıfı 𝐶(𝐻𝜃) = 𝐶(𝜎, 𝐻)    ile gösterilmiştir. 
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Tanım 1.2.3.  Eğer, ⋃ 𝛺𝑗 = 𝐺𝑀
𝑗=1  koşuluna ek olarak 

⋃ 𝛺𝑗,𝜀 = 𝐺𝑁
𝑗=1  koşulu da sağlanıyorsa, o takdirde  𝐺 ∈

𝐶(𝝈,𝐻) bölgesi “kuvvetli 𝜎 −yarım boynuz” koşulunu 

sağlar denir [8,9 ]. 

Burada                       
, j

; ; \ 0
j j

y y G     


                

(7)                        
 

Not: “kuvvetli  - yarım boynuz” koşulunu sağlayan

G E n bölgeler sınıfı   ;C H


  ile gösterilmiştir. 

 

1.3.Fonksiyonların İntegral Temsilinin Fark 

Denklemleri Cinsinden Gösterilmesi 

 

Tanım 1.3.1.  Her 𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑠  için  𝑥𝑘 =

(𝑥𝑘,1, ⋯ , 𝑥𝑘,𝑛𝑘
) ∈ 𝐸𝑛𝑘

 ve 𝑥 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑠) ∈ 𝐸𝑛 olmak 

üzere G En  bölgesinde tanımlı çok değişkenli   xf  

fonksiyonunun 𝐿𝑝(𝐺)- normu  

 

 

 

1

1
p p

G
p,G

x G

f x dx , p
f

ess sup f x , p






       
  


        (8) 

 

şeklinde tanımlanır [1-3].  

 

Tanım 1.3.2. Her  1,2,...,k s ve 1,,..., kj n  için, 

𝑚𝑘 = (𝑚𝑘,1, ⋯ ,𝑚𝑘,𝑛𝑘
) biçiminde bileşenlere sahip    

𝒎 = (𝑚1, ⋯ ,𝑚𝑠) vektörü negatif olmayan tamsayı bir 

vektör olsun, yani  𝑚𝑘,𝑗 ≥ 0 olsun. Bu durumda, 

𝑡 = (𝑡1, ⋯ 𝑡𝑠) ∈ 𝐸𝑛 bir vektör adımı olmak üzere her 𝑘 =
1,2,⋯ , 𝑠 için  𝑓(𝑥) fonksiyonunun 𝒎 mertebeden sonlu 

farkı aşağıdaki ifade ile tanımlanır [3,8,9,12]. 

  

∆𝒎(𝑡)𝑓 = ∆1
𝑚1(𝑡1)⋯∆𝑠

𝑚𝑠(𝑡𝑠)𝑓(𝑥)                 (9) 

 

Bu eşitlikte 𝑓(𝑥) fonksiyonunun  𝑥𝑘,𝑗 yönünde 𝑡𝑘,𝑗 adımlı  

𝑚𝑘,𝑗 mertebeden sonlu farkı              ∆
𝑘,𝑗

𝑚𝑘,𝑗
(𝑡𝑘,𝑗)𝑓 şeklinde 

gösterilir ve her 𝑘 ∈ {1,⋯ , 𝑠} = 𝑒𝑠   için aşağıdaki 

şekilde belirlenir. 

 

∆𝑘
𝑚𝑘(𝑡𝑘)𝑓(⋯ ; 𝑥𝑘; ⋯ ) = 

 

∆𝑘,1

𝑚𝑘,1(𝑡𝑘,1)⋯∆𝑘,𝑛𝑘

𝑚𝑘,𝑛𝑘(𝑡𝑘,𝑛𝑘
)𝑓(⋯ ; 𝑥𝑘; ⋯ )             (10) 

   

Bu durumda  

 

∆
𝑘,𝑗

𝑚𝑘,𝑗
(𝑡𝑘,𝑗)𝑓(⋯ ; 𝑥𝑘,𝑗; ⋯ ) =

 
 

= ∆
𝑘,𝑗

𝑚𝑘,𝑗−1
(𝑡𝑘,𝑗)⋯∆𝑘,𝑗

1 (𝑡𝑘,𝑗)𝑓(⋯ ; 𝑥𝑘,𝑗; ⋯ )        (11) 

 

Bu eşitlikten aşağıdaki ifadeler yazıla bilir. 

          
 

∆𝑘,𝑗
0 (𝑡𝑘,𝑗)𝑓(⋯ ; 𝑥𝑘,𝑗; ⋯ ) = 𝑓(⋯ ; 𝑥𝑘,𝑗; ⋯ )           (12) 

 

∆𝑘,𝑗
1 (𝑡𝑘,𝑗)𝑓(⋯ ; 𝑥𝑘,𝑗; ⋯ ) = 

 

 = 𝑓(⋯ ; 𝑥𝑘,𝑗 + 𝑡𝑘,𝑗; ⋯ ) − 𝑓(⋯ ; 𝑥𝑘,𝑗; ⋯ )            (13) 

 

Hatırlayalım ki (11) ifadesi 𝑓(⋯ ; 𝑥𝑘,𝑗; ⋯ )  

fonksiyonunun tüm  𝑘 ∈ {1,2,⋯ , 𝑠} = 𝑒𝑠 için jkx ,    

yönünde jkt ,  adımlı   (𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛𝑘) , ,k jm  

mertebeden sonlu farkını ifade etmektedir. Eğer fark 

tamamen 𝐺-bölgesinde bulunan çokgenin tepe 

noktalarına göre oluşturulursa o halde   

     ,
m m

t G f t f x  ,                                 (14) 

farklı  durumlarda ise    

   , 0 
m

t G f x                                                (15) 

olduğunu kabul edeceğiz. Bu varsayımlar doğrultusunda 

 

𝜓(𝑡) = ∏ ∏ |𝑡𝑘,𝑗|
𝛼𝑘,𝑗

𝑗∈𝑒𝛼𝑘
𝑘∈𝑒𝛼

                          (16) 

 

işaretlemesi yapılarak, 𝑓(𝒙) fonksiyonunun yarı-normu

1  durumu için, 

‖𝑓‖
ℒ𝑝,𝜃

<𝑚+𝛼; 𝛽>(𝐺,𝑠)
= [∫ ‖

∆𝛽(𝑡;𝐺)𝐷𝑚𝑓(𝑥)

𝜓(𝑡)
‖

𝑝,𝐺

𝜃

𝐸|𝑒𝛼|

𝑑𝑡

𝑡
] 

1

𝜃   (17) 

 

 ve   durumu için ise 

 

‖𝑓‖
ℒ𝑝,𝜃

<𝑚+𝛼; 𝛽>(𝐺,𝑠)
= 𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑢𝑝

𝑡∈𝐸|𝑒𝛼|

‖
∆𝛽(𝑡;𝐺)𝐷𝑚𝑓(𝑥)

𝜓(𝑡)
‖

𝑝,𝐺

       (18) 

 

şeklinde tanımlanır. Hatırlayalım ki (17) ve (18) 

ifadelerinde yer alan 𝑚 = (𝑚1, ⋯ ,𝑚𝑠) ve 𝛽 =
(𝛽1, ⋯ , 𝛽𝑠) vektörleri, her  1,2,...,k s  için, bileşenleri 

uygun olarak 𝑚𝑘 = (𝑚𝑘,1, ⋯ ,𝑚𝑘,𝑛𝑘
)  ve  𝛽𝑘 =

(𝛽𝑘,1, ⋯ , 𝛽𝑘,𝑛𝑘
) biçiminde tanımlanan ve negatif 

olmayan tamsayı birer vektörlerdir.  Ayrıca bu ifadelerde 

yer alan 𝛼 = (𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑠) vektörü, her 1,2,...,k s  için, 

bileşenleri 𝛼𝑘 = (𝛼𝑘,1, ⋯ , 𝛼𝑘,𝑛𝑘
) olan negatif olmayan 

ve 𝑒𝛼𝑘
= 𝑠𝑢𝑝𝑝𝛼𝑘 = 𝑠𝑢𝑝𝑝𝛽𝑘 taşıyıcılarına 

(destekleyicilerine) sahip bir vektördür. Başka bir deyişle 

𝛼𝑘 = (𝛼𝑘,1, ⋯ , 𝛼𝑘,𝑛𝑘
) vektörünün ikinci indislerinin 

sıfırdan farklı kümesi 𝑒𝛼 = {𝑘 ∈ 𝑒𝑠 ; 𝑠𝑢𝑝𝑝𝛼𝑘 ≠ ∅} ‘dir. 

Bu varsayımlar doğrultusunda her 𝑘 ∈ 𝑒𝛼 için 

 

𝐸
|𝑒𝛼𝑘

|
= {𝑡𝑘 ∈ 𝐸𝑛𝑘

;  𝑡𝑘,𝑗 = 0   (∀𝑗 ∈ 𝑒𝛼𝑘
)}          (19) 

 

kümesinin kartezyen çarpımı aşağıdaki biçimde 

belirlenecektir. 

 

𝐸|𝑒𝛼| = 𝐸𝛼1
× ⋯× 𝐸𝛼𝑠

= ∏ 𝐸
|𝑒𝛼𝑘

|𝑘∈𝑒𝛼                (20) 
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Hatırlayalım ki (17) ifadesiyle tanımlanan 𝑓(𝑥) 

fonksiyonunun yarı-normunun geçerli olması 

durumunda (19) ifadesi ile tanımlanan küme için 

aşağıdaki eşitlik doğrudur.  

  

         
𝑑𝑡

𝑡
= ∏ ∏

𝑑𝑡𝑘,𝑗

𝑡𝑘,𝑗
𝑗∈𝑒𝛼𝑘

𝑘∈𝑒𝛼                                (21) 

 

Her k=1,2,…,s ve j = 1,2,…, kn  için, sabit ve negatif 

olmayan 𝑟 = (𝑟1, ⋯ , 𝑟𝑠) vektörünün bileşenleri 𝑟𝑘 =

(𝑟𝑘,1, ⋯ , 𝑟𝑘,𝑛𝑘
) olsun. Bu vektör için iki özel duruma 

bakalım. i) , 0k jr   durumunda en büyük tam sayı �̅�𝑘,𝑗 <

𝑟𝑘,𝑗   ; ve ii) 0, jkr  durumunda ise k, jr 0  olsun. Bu 

varsayımlar doğrultusunda tüm k=1,2,…,s için her bir 

 ,...,
1

r r r
s

 vektörü, bileşenleri  ,1 ,,...,
kk k k nr r r  

olan  1,..., sr r r  vektörünü belirleyecektir. O takdirde 

her  𝑘 = 1,⋯ , 𝑠 ve tüm  𝑗 ∈ 𝑒𝑟𝑘
= 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑟𝑘 için 0 <

 𝑟𝑘,𝑗 − 𝑟𝑘,𝑗̅̅ ̅̅ ≤ 1 olacaktır. 

Her 𝑘 = 1,2, … , 𝑠  ve  𝑗 = 1,2, … , 𝑛𝑘  için 

 1
,...,

s
    vektörünün bileşenleri 

,1 ,
,...,

k k k n
k

 
  
 

    olsun.  
,

1
k j

  veya 
,

0
k j

  

olduğunu kabul ederek,  1
,...,

s
    vektörleri 

arasından öyle bir 𝜔𝑟 vektörü seçelim ki 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝜔𝑘 =
𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑟𝑘 olsun. Yukarıdaki varsayımlar doğrultusunda 

(17) ve (18) denklemiyle tanımlanan yarı- norm 

ifadelerinde           

{

𝑚 = �̅�
  𝛼 = 𝑟 − �̅�
𝛽 = 2𝜔𝑟

                                                            (22) 

alınırsa 𝑓(𝒙) fonksiyonunun yarı- normu için aşağıdaki 

eşitliği elde ederiz 

 

‖𝑓‖
ℒ𝑝,𝜃

<�̅�+(𝑟−�̅�); 2𝜔𝑟>
(𝐺,   𝑠)

= ‖𝑓‖
ℒ𝑝,𝜃

<𝑟>(𝐺,   𝑠)                  (23) 

  

2. 
r

p ,B (G,s )  
- Fonksiyon Uzayı 

 

Her k=1,2,…,s için bileşen vektörleri 

 i nk k 0 1, , . . . ,  değerlerini almak üzere 

 i i i Qs 1 , ... ,  olsun. O takdirde, 𝑄  kümesinin 

eleman sayısı aşağıdaki ifade ile belirlenecektir 

. 

            mesQ Q nk
k

s

  

 1

1

                 (24) 

 

Öyle ki 

 

               |𝒬| = {
𝑛 + 1     𝑒ğ𝑒𝑟 𝑠 = 1

2𝑛         𝑒ğ𝑒𝑟 𝑠 = 𝑛
              (25) 

 

genel durumda ise Q kümesinin eleman sayısı 

( 1) 2   nn Q  olacaktır. 

Varsayalım ki,  r r rs 1 , ... ,  tüm (k=1,2,…,s) için 

bileşenleri  
knkkk rrr ,1, ,...,  olan pozitif bir vektördür. 

Başka bir deyişle tüm 

 k s j nk 1 2 1 2, , . . . , ; , , . . . ,  için 0, jkr . Her 

bir  r r rs 1 , ... ,  pozitif vektörüne karşılık, Qi

olmak üzere, r r ri i

s
i
s 

 



1
1 , . . . , vektörlerinin bir 

kümesi oluşturulur. Oluşturulmuş bu vektörler kümesi 

için aşağıdaki önermeler geçerlidir. 

      i)∀𝑘 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑠) için 𝑖𝑘 ≠ 0 yani 

 0,...,0,,0,...,0 , k

k

ik

i

k rr   ve 

      ii)∀𝑘 ∈ {1,2,⋯ , 𝑠} ∖ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑠) için ise, 

ik  0   yani   rk
0 0 0 , ... ,  olacaktır. 

Bu varsayımlar doğrultusunda,  p1  olmak 

üzere 𝑓 fonksiyonu için aşağıdaki norm tanımlanmıştır.      

                     

‖𝑓‖𝐵 (𝐺,   𝑠)𝑝,𝜃
<𝑟> = ∑ ‖𝑓‖

ℒ (𝐺,𝑠)𝑝,𝜃
<𝑟𝑖>𝑖=(𝑖1,⋯,𝑖𝑠)∈𝒬 < ∞    

(26) 

Tanım 2.1. 

    nG E  bölgesinde Sobolev anlamında tüm Qi  için 

genelleştirilmiş  
irD f G pL  türevleri mevcut ve 

(2.3) ifadesiyle tanımlanan norma sahip sonlu ölçülebilir 

fonksiyonlar kümesine,   
r

p ,B ( G,s )
 

  fonksiyon uzayı 

denir. 
r

p ,B ( G,s )
 

  fonksiyon uzayı tam normlu uzaydır [9]. 

Not: r
p ,B ( G,s )
 

  uzayının nG E  bölgesinde 

yeterince düzgün fonksiyonların kapanışı 
r

p ,B (G,s )  

biçiminde gösterilecektir. 

 

3. Esas Sonuçlar 

   Çalışmanın temel sonuçları, B –fonksiyon  uzay tipine 

ait çok değişkenli  f
r

p ,B ( G,s ) 

    fonksiyonların 

diferansiyel fark özelliklerinin (fonksiyon sınıfının) 

korunması şartıyla  nG E   bölgesinin dışına 

genişletilebilir olması aşağıda tanımlanan iki teoremle 

ifade edilmiştir.       

 

Teorem 3.1   

1. Varsayalım ki   ,    p1 ,                         

 f B G s
p 
r

,
,

                               (27) 
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ve tüm (k=1,2,…,s) için  1r r ,...,rs
, bileşenleri 

 1k k , k ,nk
r r ,...,r  olan pozitif  bir vektördür. Başka 

bir deyişle,  tüm (k=1,2,…,s)     

, 0 ( 1,2,..., ) k j kr j n olsun. 

2. Varsayalım ki     ;G C H                        (28) 

Burada  1
H H ,...,H ,

s
  0Hk    (𝑘 = 1,⋯ , 𝑠).           

Tüm 𝑘 = 1,⋯ , 𝑠  ve 𝑗 = 1,⋯ , 𝑛𝑘 için                      𝝈 =
(𝜎1 ;⋯ ; 𝜎𝑠) pozitif sabit bir vektör olmak üzere 

 ,1 ,,...,   
kk k k n  bileşenlerine sahip olsun. Başka 

bir deyişle tüm 𝑘 = 1,⋯ , 𝑠  ve 𝑗 = 1,⋯ , 𝑛𝑘 için 

0, k j  olsun. 

3. Tüm  𝑘 = 1,⋯ , 𝑠  ve  𝑗 = 1,⋯ , 𝑛𝑘  için

 1 s,...,    vektörü ,  
knkkk vvv ,1, ,...,    

bileşenlerine sahip ve k,j 0   koşulunu sağlayan              

tam sayı bir vektör olsun.  

        Eğer,  1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞  için 

𝜒𝑘,𝑖𝑘
= 𝑟𝑘,𝑖𝑘

𝜎𝑘,𝑖𝑘
− (𝜈𝑘 , 𝜎𝑘) − (

1

𝑝
−

1

𝑞
) |𝜎𝑘| > 0,      (29)                                                                        

ve ayrıca 

  (𝜈𝑘 , 𝜎𝑘) = 
 

= ∑ 𝜈𝑘,𝑗𝜎𝑘,𝑗   ,   |𝜎𝑘| = |𝜎𝑘,1| + ⋯+ |𝜎𝑘,𝑛𝑘
|

𝑛𝑘
𝑗=1        (30)     

 

 olduğunu düşünürsek, o halde 

 v

qD f G;sL                                                      (31) 

olmak üzere tüm  𝐸𝑛’de tanımlı ve  𝐺 ⊂ 𝐸𝑛 bölgesinde 

𝐷𝜈𝑓(𝑥)  fonksiyonu ile çakışan bir 𝑓�̃� = 𝑓�̃�(𝑥) inşa edilir 

ve bu fonksiyon için  

 

‖𝑓𝜈‖ 𝐿𝑞(𝐸𝑛,   𝑠)
≤ 𝑐 ‖𝑓‖

𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺,   𝑠)                              (32) 

 

integral eşitsizliği doğrudur. 

Burada c,  xf  fonksiyonundan bağımsız bir sabittir 

Teorem 3.2    

1. Varsayalım ki Teorem 3.1’in tüm koşulları 

sağlanmaktadır. Ayrıca, 𝜀 > 0 olmak üzere 𝐺 ∈
𝐶𝜀(𝜎; 𝐻)  olsun.  Yani,  𝐺 ⊂  𝐸𝑛  bölgesi  “ kuvvetli 𝜎 − 

yarım boynuz koşulunu sağlamış olsun.                 

2.  Tüm   𝑘 = 1,… , 𝑠  için,   𝜌 = (𝜌1; … ; 𝜌𝑠)  vektörünün 

bileşenleri 𝜌𝑘 = (𝜌𝑘,1, … , 𝜌𝑘,𝑛𝑘
)  olsun ve tüm   𝑖𝑘 =

1,2, … , 𝑛𝑘  için  

          (𝜌𝑘 , 𝜎𝑘) =  ∑ 𝜌𝑘,𝑗𝜎𝑘,𝑗   ≤ 𝜒𝑘,𝑖𝑘
 

𝑛𝑘
𝑗=1                  (33) 

olsun.  

    Bu durumda    

                                𝐷𝜈𝑓 ∈ ℒ𝑞,𝜃∗
<𝜌>(𝐺; 𝑠)                    (34) 

olmak üzere tüm  𝐸𝑛’de tanımlı ve  𝐺 ⊂ 𝐸𝑛 bölgesinde  

𝐷𝜈𝑓(𝑥)  fonksiyonu ile çakışan bir 𝑓�̃� = 𝑓�̃�(𝑥)    inşa 

edilir ve bu fonksiyon için  

 

‖𝑓𝜈‖ℒ
𝑞,   𝜃∗
<𝜌>

(𝐸𝑛;𝑠)
≤ 𝑐‖𝑓‖

𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺,   𝑠)                            (35) 

 

integral eşitsizliği doğrudur.  

Burada c,  xf  fonksiyonundan bağımsız bir sabittir. 

 

4. Teoremlerin İspatı 

 

Burada çalışmada sözü edilen ilgili bölgeler sınıfına ait 

düzgün fonksiyonların integral gösterimi verilerek, 

yardımcı fonksiyonların kümesi inşa edilir ve daha sonra 

ise gömülme teoremleri biçimindeki eşitsizlikler 

ispatlanmıştır. 

 

4.1. Düzgün fonksiyonların integral gösterimi 

  

 1 < 𝑝 ≤ 𝜃 < ∞  olmak üzere 

 

                       𝑓(𝑥) ∈ 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺; 𝑠)                        (36) 

 

ve  her  𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑠  için   pozitif  𝑟𝑘 = (𝑟𝑘,1, … 𝑟𝑘,𝑛𝑘
)            

bileşenlerine sahip  𝒓 = (𝒓𝟏; … ; 𝒓𝒔)  vektörü                  

verilmiş olsun. Bir başka deyişle ∀𝑘 = 1,⋯ , 𝑠   ve ∀𝑗 =
1,⋯ , 𝑛𝑘 için    𝑟𝑘,𝑗 > 0 olsun. Genelliği bozmadan  

  𝑓(𝑥) fonksiyonunun 𝑥 ∈ 𝐸𝑛 noktasında düzgün olduğu 

varsayılarak, özel durumda fonksiyonun  𝑥 ∈ 𝐸𝑛 

noktasındaki integral gösterimi aşağıdaki biçimde 

belirlenmiştir [7,8,11] 

 

𝐷𝜈𝑓(𝑥) = ∑ 𝐴𝑖,𝛿𝑓(𝑥)𝑖=(𝑖1,…,𝑖𝑠)∈𝑄                          (37) 

 

Bu eşitliğinin sağ tarafındaki integral operatörü aşağıdaki 

ifade ile belirlenir  [7,9,11] 

 

𝐴𝑖,𝛿𝑓(𝑥) = 𝑐𝑖 ( ∏ ℎ𝑘

−𝛽𝑘,0

𝑘∈𝑒𝑠∖𝑒𝑖

)∫ ∏
𝑑𝑣𝑘

𝑣
𝑘

1+𝛽𝑘 ,𝑖𝑘
𝑘∈𝑒𝑖

ℎ⃗⃗ 

0⃗⃗ 
 × 

 

× ∫ 𝑑𝑧
𝐸

|𝜔𝑖|
∫ {∆2𝜔𝑖

(
𝑧

2𝜔𝑖)𝐷�̅�   𝑖𝑓(𝑥 + 𝑦)}
𝐸𝑛

𝜙𝑖,𝛿(∙ ∙ ∙)𝑑𝑦                                                         

                                                                   (38) 

 

Burada 0⃗ = (0, … ,0) , ℎ⃗ = (ℎ1, … , ℎ𝑠) ve tüm 𝑘 =
1,… , 𝑠  için  ℎ𝑘 > 0 . Yukarıdaki  (38) ifadesinde  tüm    

𝑘 = 1,… , 𝑠   için  negatif olmayan  𝝂 = (𝝂𝟏; … ; 𝝂𝒔) tam 

sayı  vektörünün  bileşenleri 𝜈𝑘 = (𝜈𝑘,1, … 𝜈𝑘,𝑛𝑘
) ve tüm 

𝑖 = (𝑖1, … , 𝑖𝑠) ∈ 𝑄  için �̅�  𝒊 = (�̅�𝟏
 𝒊𝟏; … ; �̅�𝒔

  𝒊𝒔) vektörünün 

bileşenleri  �̅�𝑘
  𝑖𝑘 = (0,… ,0, �̅�𝑘,𝑖𝑘

, 0, … ,0) , aşağıda 

tanımlı uzlaşma koşulunu sağlamaktadır. 

{
𝜈𝑘,𝑗 ≥ �̅� 𝑘,𝑗

  𝑖𝑘 − 2 (𝑗 ≠ 𝑖𝑘)

𝜈𝑘,𝑖𝑘
< �̅� 𝑘,𝑗

  𝑖𝑘 + 2 (𝑗 = 𝑖𝑘)
 

Yukarıda (4.1.3)  ile verilen integral operatör ifadesinde 

tüm 𝑖 = (𝑖1, … , 𝑖𝑠) ∈ 𝑄  için  𝜔𝑖 = 𝜔𝑟𝑖 ve  her 𝑖𝑘 =

0,1, … , 𝑛𝑘 için, 𝛽𝑘,𝑖𝑘
 sayıları  aşağıdaki eşitliklerden 

belirlenir 
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{
𝛽𝑘,0 = |𝜎𝑘|  + (𝜈𝑘 , 𝜎𝑘), (𝑖𝑘 = 0)

𝛽𝑘,𝑖𝑘
= |𝜎𝑘|  + (𝜈𝑘 , 𝜎𝑘) − �̅�𝑘,𝑖𝑘

𝜎𝑘,𝑖𝑘
+ 𝜎𝑘,𝑖𝑘

(𝑗 = 𝑖𝑘)
                     

(39) 

 

Burada  

 

 |𝜎𝑘| = 𝜎𝑘,1 + ⋯+ 𝜎𝑘,𝑛𝑘
  ,   (𝑘 = 1,… , 𝑠)   

ve 

 (𝜈𝑘 , 𝜎𝑘) =  ∑ 𝜈𝑘,𝑗𝜎𝑘,𝑗   
𝑛𝑘
𝑗=1 .          

 

Hatırlayalım ki (𝑖 ∈ 𝑄) olmak üzere   𝑒𝑖 = 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑖 ifadesi 

𝑖 = (𝑖1, … , 𝑖𝑠) ∈ 𝑄 vektörünün  taşıyıcısıdır. Başka bir 

deyişle    𝑒𝑖 = 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑖 ,    𝑖 = (𝑖1, … , 𝑖𝑠) ∈ 𝑄    vektörünün 

sıfırdan farklı koordinatlarının indis kümesidir. 𝑒𝑠- ise  
{1,2, … , 𝑠} kümesini ifade etmektedir. 

Her bir 𝑖 = (𝑖1, … , 𝑖𝑠) ∈ 𝑄  için  𝐸𝑛 × 𝐸|𝜔𝑖| ‘de yeterince 

düzgün ve sonlu olan çekirdek aşağıdaki ifade ile 

belirlenir 

 

Φ𝑖,𝛿(∙∙∙) = 
 

= ∏ Φ𝑘,𝛿𝑘
(

𝑦𝑘

𝜐𝑘

𝜎𝑘 ;
𝑧𝑘,𝑖𝑘

𝜐𝑘

𝜎𝑘,𝑖𝑘
)𝑘∈𝑒𝑖 ∏ Φ(

𝑦𝑘

𝜐𝑘

𝜎𝑘)𝑘∈𝑒𝑠∖𝑒
𝑖        (40) 

 

Bu durumda, 𝑠𝑢𝑝𝑝Φ𝑘,𝑖𝑘
(𝑦𝑘;  𝑧𝑘,𝑖𝑘

)  taşıyıcılarına sahip 

her bir Φ𝑘,𝛿𝑘
= Φ𝑘,𝛿(𝑦𝑘; 𝑧𝑘,𝑖𝑘

)   (𝑘 ∈ 𝑒𝑖) fonksiyonunun  

𝐸𝑛𝑘
× 𝐸1’de  yeterince düzgün ve sonlu bir fonksiyon 

olduğu ve (𝑛𝑘 + 1)  ölçülü   

 

             {(𝑦𝑘; 𝑧𝑘,𝑖𝑘
);

0 < 𝑦𝑘𝛿𝑘 ≤ 1
0 < 𝑧𝑘,𝑖𝑘

𝛿𝑘,𝑖𝑘
≤ 1}       

 

dikdörtgen prizma bölgesinden olduğu varsayılır. 

Ayrıca Φ𝑘,𝑖𝑘
= Φ𝑘,𝑖𝑘

(𝑦𝑘)        (𝑘 ∈ 𝑒𝑠 ∖ 𝑒𝑖) 

fonksiyonunun  𝐸𝑛𝑘
’de yeterince düzgün ve sonlu bir 

fonksiyon olduğu ve (𝑛𝑘) - ölçülü {𝑦𝑘 ∈ 𝐸𝑛𝑘
  ; 0 <

𝑦𝑘𝛿𝑘 ≤ 1 }   dikdörtgen prizma bölgesinden olan 

𝑠𝑢𝑝𝑝Φ𝑘,𝑖𝑘
(𝑦𝑘)  taşıyıcılarına sahip olduğu varsayılır. 

(37) ifadesi ile tanımlanan integral gösteriminin  𝐺 ⊂ 𝐸𝑛  

bölgesindeki taşıyıcıları, tepesi 𝑥 ∈ 𝐺 noktasında 

bulunan  𝑥 + 𝑅𝛿(𝜎 ;𝑯)  "𝜎 − yarım boynuz” olarak 

adlandırılır. 

 

4.2. Yardımcı Fonksiyonların Bir Kümesinin İnşası.  

 

Varsayalım ki 𝐺 ⊂ 𝐸𝑛  , 𝐶(𝜎; 𝐻) bölgeler sınıfına aittir. 

Bu durumda tanıma göre  "𝜎 − yarım boynuz ” koşulunu 

sağlayan alt 𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑁 ⊂ 𝐺 bölgeleri mevcuttur. 

Başka bir değişle 

  

                      𝐺 = ⋃ 𝐺𝜇
𝑁
𝜇=1                                  (41) 

 

Bu durumda tüm (𝜇 = 1,2, … , 𝑁) için bileşenleri 𝛿𝑘,𝑗
𝜇

=

(𝛿𝑘,1
𝜇

; … ; 𝛿𝑘,𝑛𝑘

𝜇
)   olan 

 

𝜹𝝁 = (𝜹𝟏
𝝁
; … ; 𝜹𝝁)                                                  (42) 

 

vektörler seti vardır. Öyle ki tüm (𝑗 = 1,2, … , 𝑛𝑘)  için   

𝛿𝑘,𝑗
𝜇

= 1 veya  𝛿𝑘,𝑗
𝜇

= −1. Bu varsayımlarda tüm 𝜇 =

1,2, … , 𝑁 için  

 

𝐺𝜇 + 𝑅𝛿𝜇(𝜎; 𝐻) ⊂ 𝐺                                              (43) 

 

olacaktır. 

 Şimdi ise (43) ifadesi ile tanımlanan bölgede 𝐷𝜈𝑓(𝑥) 

fonksiyonu ile çakışan    𝑓𝜈,𝜇 = 𝑓𝜈,𝜇(𝑥)   yardımcı 

fonksiyonlar setini belirleyelim. Buna göre tüm (𝜇 =
1,2, … , 𝑁   ) için 

 

𝑓𝜈,𝜇(𝑥) = ∑ 𝐴𝑖,𝛿𝜇
∗ 𝑓(𝑥)𝑖=(𝑖1,…,𝑖𝑠)∈𝑄                            (44) 

 

doğrudur. Burada integral operatörleri aşağıdaki biçimde 

belirlenir. 

 

𝐴𝑖,𝛿𝜇
∗ 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑖 ( ∏ ℎ𝑘

−𝛽𝑘,0

𝑘∈𝑒𝑠∖𝑒
𝑖

)∫ ∏    
𝑑𝑣𝑘

𝑣𝑘

1+𝛽𝑘 ,𝑖𝑘
𝑘∈𝑒𝑖

ℎ⃗⃗ 

0⃗⃗ 
 × 

 

× ∫ 𝑑𝑧
𝐸

|𝜔𝑖|
∫ {∆2𝜔𝑖

(𝑧; 𝐺𝜇 + 𝑅𝛿𝜇) 𝐷�̅�   𝑖𝑓(𝑥 + 𝑦)}
𝐸𝑛

×   

 

× 𝜙𝑖,𝛿𝜇(∙ ∙ ∙)𝑑𝑦                                           (45) 

 
Hatırlayalım ki (45) ifadesinde 𝑖 = (0, … ,0) sıfır vektör 

olursa o halde, 

𝐷�̅�   𝑖𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥 + 𝑦)  olacağından dolayı integral 

altı fonksiyon Κ(Gμ + Rδμ) f(x + y)  biçiminde 

olacaktır. Burada  𝛫(𝐺𝜇 + 𝑅𝛿𝜇)  işaretlemesi  𝐺𝜇 + 𝑅𝛿𝜇 

karakteristik fonksiyonunu ifade etmektedir. 

 

4.3.Teorem 3.1’in İspatı. 

 

   Varsayalım ki 𝐺 ⊂ 𝐸𝑛 bölgesinin {𝐺𝜇,𝜀} örtüsü 

boyunca birim ayrılışı 𝜂𝜇 = 𝜂𝜇(𝑥)  (𝜇 = 1,2, … , 𝑁) 

sonsuz diferansiyellenebilen fonksiyonlar sınıfı ile 

tanımlanır. Başka bir deyişle,  

 

 0 ≤ 𝜂𝜇(𝑥) ≤ 1, 𝑥𝜖𝐸𝑛                                                

∑ 𝜂𝜇(𝑥) = 1𝑁
𝜇=1 ,  𝑥𝜖𝐺                 (46)                      

𝜂𝜇𝑥 = 0, 𝐺𝜇,𝜀 𝑏ö𝑙𝑔𝑒𝑠𝑖𝑛𝑖𝑛 𝜀 𝑐𝑖𝑣𝑎𝑟𝚤 𝑑𝚤ş𝚤𝑛𝑑     

 

 

Ayrıca, varsayalım ki 

 

|𝐷𝛼𝜂𝜇(𝑥)| ≤ 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡                                             (47)  

           

 Burada 𝜶 = (𝜶𝟏; … ; 𝜶𝒔)  her  (𝑘 = 1,2, … , 𝑠) için 

bileşenleri  𝛼𝑘 = (𝛼𝑘,1, … , 𝛼𝑘,𝑛𝑘
) olan negatif olmayan 

tam sayı vektörüdür. Bu durumda 

 

|𝛼| = |𝛼1| + ⋯+ |𝛼𝑠| ≤ |�̅�| + 2𝜔 
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𝑓 = 𝑓𝜈(𝑥)  devam fonksiyonu için aşağıdaki ifade 

doğrudur. 

 

𝑓𝜈(𝑥) = ∑ 𝜂𝜇(𝑥)𝑓𝜈,𝜇(𝑥)𝑁
𝜇=1                                    (48) 

                                                          

Bu ifade de  𝑓𝜈,𝜇(𝑥) fonksiyonu  (44) ifadesiyle belirlenir 

ve tüm 𝐸𝑛’ de tanımlı olup, 𝐺 ⊂ 𝐸𝑛   bölgesinde 𝐷𝜈𝑓(𝑥) 

fonksiyonu ile çakışır. 

(47) ifadesinden 

 

‖𝑓𝜈‖𝐿𝑞(𝐸𝑛)
≤ 𝑐 ∑ ‖𝑓𝜈,𝜇‖𝑞, 𝐸𝑛

𝑁
𝜇=1                            (49) 

 

yazıla bilir. 

 (44) eşitliği ve (49) eşitsizliğinden, 0 < ℎ𝑖 ≤ 𝐻𝑘   (𝑘 =
1,2, . . , 𝑠) için aşağıdaki eşitsizlik  ifadesi elde edilir. 

 

 ‖𝑓𝜈‖ 𝐿𝑞(𝐸𝑛;   𝑠)
≤ 

 

≤ 𝑐 ∑ ∑ (∏ℎ𝑘

𝜒𝑘,𝑖𝑘

𝑠

𝑘=1

)
𝑖=(𝑖1,…,𝑖𝑠)∈𝑄

‖𝑓‖
ℒ𝑝,𝜃

<𝑟𝑖>(𝐺𝜇+𝑅𝛿𝜇 ;  𝑠)

𝑁

𝜇=1

 

(50) 

Böylece sonuç olarak, aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz. 

 

‖f̃ν‖Lq(En ,s)
≤ c∑ (∏ h

k

χk,iks
k=1 )i=(i1,…,is)∈Q ‖f‖

Lp,θ
<ri>(G;  s)

 

(51) 

 

Bu eşitsizlik ise  

 

     ‖𝑓𝜈‖𝐿𝑞(𝐸𝑛 ,𝑠)
≤ 𝑐‖𝑓‖

𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺,   𝑆)                      (52) 

ifadesinin ve dolayısıyla Teorem 3.1’in doğruluğunu 

ispatlar. 

 

4.4.Teorem 3.2’in İspatı 

 

Teorem 3.2’de (35) ifadesi ile verilen 

 

‖𝑓𝜈‖ℒ
𝑞,   𝜃∗
<𝜌>

(𝐸𝑛;𝑠)
≤ 𝑐‖𝑓‖

𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺,   𝑠) 

 

eşitsizlikte, her 𝑘 = 1,… , 𝑠  için, bileşenleri 𝜌𝑘 =

(𝜌𝑘,1, … , 𝜌𝑘,𝑛𝑘
) olan 𝝆 = (𝜌1; … ; 𝜌𝑠)  vektörünün bir 

sıfır vektör olmasını durumuna bakalım. Bu takdirde 

aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz 

 

‖𝑓𝜈‖𝐿𝑞(𝐸𝑛;𝑠)
≤ 𝑐‖𝑓‖

𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺,   𝑠)                     ( 53)            

 

Bu eşitsizliğin doğruluğu Teorem 3.1’de kanıtlanmıştır. 

İnşa edilen 

𝑓𝜈(𝑥) = ∑ 𝜂𝜇(𝑥)𝑓𝜈,𝜇(𝑥)

𝑁

𝜇=1

 

devam fonksiyonunun fark özellikleri aşağıdaki eşitlikle 

verilir 

 

𝑓𝜈,𝜇(𝑥) = ∑ 𝐴𝑖,𝛿𝜇
∗ 𝑓(𝑥)

𝑖=(𝑖1,…,𝑖𝑠)∈𝑄
 

 

Bu ifadedeki 𝐴𝑖,𝛿𝜇
∗ 𝑓(𝑥) integral operatörü (45) ifadesiyle 

belirlenir. Böylece belirlenen 𝑓𝜈 = 𝑓𝜈(𝑥)  fonksiyonu 

tüm 𝐸𝑛’de ve 𝐺 bölgesinde  𝐷𝜈𝑓(𝑥)  fonksiyonu ile 

çakışır. (44) ve (45) ifadelerinden hareketle 

 

‖𝑓‖
ℒ
𝑞,𝜃∗
<𝜌>(𝐸𝑛;𝑆)

≤ 𝑐 ∑ ‖𝜂𝜇𝑓𝜈,𝜇‖ℒ
𝑞,𝜃∗
<𝜌>

(𝐸𝑛;𝑆)
≤𝑁

𝜇=1   

 

≤ 𝑐 ∑ ∑ ‖𝜂𝜇𝐴𝑖,𝛿𝜇
∗ (𝑓)‖

ℒ
𝑞,𝜃∗
<𝜌>(𝐸𝑛;𝑆)

               

𝑖=(𝑖1,…,𝑖𝑠)∈𝑄

𝑁

𝜇=1

 

(54) 

 

eşitsizliğini elde ederiz. Bu demektir ki Theorem 3.2’nin 

ispatı (54) eşitsizliğindeki  

 

‖𝜂𝜇𝐴𝑖,𝛿𝜇
∗ (𝑓)‖

ℒ
𝑞,𝜃∗
<𝜌>(𝐸𝑛;𝑆)

 integral operatörlerinin her bir 

𝑖 ∈ 𝑄  ve  ∀𝜇 = 1,⋯ ,𝑁 için değerlendirilmesi ile 

verilecek. ∀𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑠   için 0< ℎ𝑘 ≤ 𝐻𝑘 olmak üzere 

Teorem 3.2’nin  koşullarının geçerli olması durumunda 

aşağıdaki eşitsizlik doğrudur 

 

‖𝑓𝜈‖ℒ
𝑞,𝜃∗
<𝜌>(𝐸𝑛;𝑆)

≤

𝑐 ∑ ∑  (∏ ℎ𝑘

𝜒𝑘,𝑖𝑘
−(𝜌𝑘 ,𝜎𝑘)

𝑆
𝑘=1 ) ‖𝑓‖

ℒ𝑝,𝜃
<𝑟𝑖>(𝐺𝜇+𝑅𝛿𝜇 ;𝑆)

𝑖=(𝑖1,…,𝑖𝑠)∈𝑄
𝑁
𝜇=1                         

                                                                            

 (55) 

Sonuç olarak, (52) ve (55) ifadeleri ile tanımlanan 

eşitsizlikler çalışmanın esas sonuçlarını ifade etmekte 

olup, f , ( , )r

pB G s 

 , fonksiyonunun diferansiyel 

fark özelliklerinin korunması şartıyla  nG E  bölgesinin 

dışına genişletilmesine olanak sağlar. 

 

SONUÇ 

Bu çalışmada tüm 𝐸𝑛’de tanımlı ve 𝐺 ⊂  𝐸𝑛 bölgesinde 

, ( , )
r

pf B G s  fonksiyonu ile çakışan bir  𝑓�̃� =

 𝑓�̃�(𝑥) inşa edilmiş ve bu fonksiyon için  ilk kez 

 

‖𝑓𝜈‖𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐸𝑛,   𝑠)

≤ 𝑐‖𝑓‖
𝐵𝑝,𝜃

<𝑟>(𝐺,   𝑠)                  

 

gömülme teoremleri biçimindeki integral eşitsizlikleri 

ispatlanmıştır 
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