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Oz

Sheppard's diizeltmeleri giiniimiizde halen kullanilmakta olan iyi bir diizeltme prosediiriidiir. Bu prosediir
genellikle ele alinan ana dagilimin siirekli oldugu durumlarda s6z konusudur. Bu prosediirde gruplama, verileri
toplama esnasinda denetleme ve kategorilere ayirmayi igerir, dolayisiyla sadece siirekli degiskenleri icermez.
Verilerin gruplanmasi yuvarlama hatalaria sebep olur. Yuvarlama hatalar1 da elde edilen sonuglarda sapmaya
neden olur. Sayisal olarak belirlenmis bir dagilistan momentler hesaplandigi zaman, dagilistan elde edilen veriler
gruplanmis ise gergekte momentlerin hesaplanmasinda, frekanslarin araliklarin orta noktalarinda yogunlastig
varsayimi yapilmaktadir. Dogal olarak bu varsayimin dogurdugu bir takim hatalar da olusmaktadir. Bu ¢aligmanin
amaci belirli kosullar altinda bu yaklagimin neden oldugu hatalari diizeltmektir.

Anahtar kelimeler: Momentler, Euler-Maclaurin Formiilii, Sheppard Diizeltmesi, Pearson Tip | Dagilis.

Numerical Calculation of Moments

Abstract

A good correction procedure is given by Sheppard's corrections that are nowadays still employed. Sheppard's
corrections are usually referred to continuous parent distribution. But grouping includes also censoring or splitting
data into categories during collection or publication, and so it does not only involve continuous variables. The
grouping of the data cause rounding errors. Rounding errors cause biases in the result obtained. When moments
are calculated from a numerically specified distribution which grouped, there is present a certain amount of
approximations owing to the fact that the frequencies are assumed to be concentrated at the mid-points of intervals.
Naturally, there are some mistakes that arises from assumptions. The purpose of this work is to correct for this
effect under certain conditions.

Keywords: Moments, Euler-Maclaurin Formula, Sheppard’s Corrections, Pearson Type | Distribution.

1. Giris

Sayisal yontemler analitik ¢oztimlerden farkli olarak belli bir hata pay1 igerirler. Bunun yani sira
girig verisi de bir miktar hatali olabilir. Baz1 reel sayilarin ondalik sistemde sonsuz sayida basamakla
ifade edilmesi gerekir. Bir reel saymin virgiilden sonra belirli sayida basamagi gosterilebildiginden,
geriye kalan basamaklar atildiginda bir miktar yuvarlama hatasi olusur. Bu tiir hatalar birikerek
biiyiiyebilmekte ve sonucu 6nemli 6l¢iide etkilemektedir[1,2,4]. Calisgmanin ikinci kisimda yuvarlama
hatas1 ve Sheppard diizeltmesi tanitilmigtir.

Momentler bir dagilisin parametrelerini tanimlayan, dagilisi belirleyen ve dagilisin 6zelliklerini
Olemek icin kullanilan yararh sabitlerdir. Sayisal olarak belirlenmis bir dagilistan momentler, veriler
gruplandirilarak da hesaplanabilir. Gruplanmis dagilimin n.ci momenti fi,, ile gosterilirse, siirekli ana
kiitle dagilimim ham momenti f,, yardimiyla bulunabilir[3].

Gegmiste matematiksel istatistik alaninda galisan bir¢cok arastirmaci, momentlerin sayisal
hesabina yonelik, yukaridaki varsayima dayanan pek ¢ok ¢alisma yapmustir. Schneeweiss ve Komlos,
bir regresyon dogrusunun ya da bir sans degiskeninin varyansini hesaplamak i¢in gergek veriler yerine
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yuvarlanmis veriler kullanildiginda sonuglarin sapmali olacagini, bununla birlikte sans degiskeninin
dagilimi iizerine uygun yumusatma (smoothness) kosullar1 altinda Sheppard diizeltmesi kullanarak,
sapmalar1 yiiksek hassasiyetle diizeltilebilecegini gostermistir[1]. Heitjan, gruplanmis veriler igin
istatistiksel yoOntemlerin gelisimini, Ozellikle ana sonuclar ve bunlarin yorumlanmasi iizerine
odaklanarak incelemistir[2]. Schneeweiss, Komlos ve Ahmad, momentleri ve regresyon katsayilarini
tahmin etmek i¢in yuvarlanmig veriler kullanildiginda, yuvarlamanin etkilerini Sheppard'in diizeltme
formiilii tarafindan yaklasik olarak diizeltilebildigini, bu yaklasgimlarin gegerli oldugu kosullar ve
yuvarlamadan kaynaklanan etkinlik kaybini aragtirmigtir[4]. Nardo, Sheppard diizeltmesi i¢in olduk¢a
basit kapali yapidaki bir formili, klasik umbral calculus kullanarak tanimlamistir. Bu sembolik
metodun kullanilmasiyla, kesikli dagilimlar icin daha genel kapali formda bir formiil elde etmis ve ¢cok
degiskenli dagilimlar i¢in genellemesini yapmistir[5]. Withers ve Nadarajah, artiklarin sifir ortalamaya
sahip ve bilinmeyen bir dagilimdan geldigi varsayim altinda, dogrusal regresyon modeli kurmus,
bagimli degiskenin yuvarlanmis degerlerini kullanan en kiiclik kareler tahminlerinin hala sapmasiz
oldugunu, dagilimm momentlerin ve kiimiilantlarinin Sheppard diizeltmelerini kullanarak tahmin
edilebilecegini gostermistir[6]. Vardeman, tamsayir yuvarlama etkilerini anlamak i¢in "Niceleme
Giiriiltiisii Modeli" (Quantization Noise Model) adi verilen bir model kurmus, Sheppard diizeltmesinin
onemli kisitlamalarint kullanarak modelden diizeltme ile model arasinda gercek bir baglanti olup,
olmadigini belirlemek igin modelin zayif bir bigiminin basit stirimlerini kullanilmasini 6nermistir[7].

Gruplanmis verilerde frekanslarin, araliklarin orta noktalarinda yogunlastigi varsayiminda
olusan hatalar1 diizeltmek amaciyla, Euler-Maclaurin toplam formiiliinden yararlanilarak ana kiitle
momentleri gruplanmig frekanslardan elde edilen momentler cinsinden elde edilecektir. Sayisal olarak
elde edilen momentlere ham momentler adi verilir [3,5]. Calismanin dérdiincii kisminda Pearson Tip |
dagilimmin ham momentleri, tam momentleri ve diizeltilmis momentleri hesaplanacak ve
karsilastirilmasi yapilacaktir.

2. Yuvarlama Hatasi ve Sheppard Diizeltmesi

Gruplanmus verilere iligkin literatiir, farkli aragtirma alanlarim kapsar[4-7]. Gruplanmis frekans
dagilimi ile hesaplanan momentlere, ana kiitle dagiliminin momentlerine ilk yaklasim olarak bakilir,
fakat bu momentler gruplama nedeniyle olusan hatalardan etkilenir. Bunun nedeni momentlerin
hesaplanmasinda frekanslarin araliklarin orta noktalarinda yogunlastigi varsayimidir. Bu varsayim
nedeniyle olusan etkileri diizeltmek i¢in yapilan ¢aligmalar, istatistikte Sheppard diizeltmeleri olarak
bilinir [1-3].

Gruplama diizeltmesi ya da Sheppard denklemi, olasilik yogunluk fonksiyonu her iki ugta x-
eksenine asimptot oldugunda, kalan terimi sifira giden Euler-Maclaurin toplam formiiliinii kullanarak
ortaya cikan iki terimden olusan bir toplamdir. Ilk terim grup araligmin uzunluguna baghdir. Ikincisi ise
konumum bir periyodik fonksiyonudur. Bernoulli sayilari, gruplanmis verilerin moment diizeltmeleri
icin 6nemlidir. Siirekli durum igin, integralleri uygun Bernoulli polinomlar1 vasitasiyla temsil etmek
gerekir.

3. Gruplandirilmis Veriler i¢cin Diizeltme

f(x),a <x <b araliginda siirekli bir fonksiyonu olsun. a < x < b araligin1 her birinin
uzunlugu h olan n tane alt araliga bolelim. jici alt araliktaki frekans,

xj=a+(j—%)h

noktasinda merkezlendigi kabul edilerek,
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fy = 1 £ (o + t)de (31)

ile tanimlanir[3]. Gruplanmis frekanslardan hesaplanan momentler ' ile gosterilirse,

_, h/2
o=y, T f (g +t)dt (3.2)
ile hesaplanir[3].

2m.ci mertebeden tiirevlenebilir, y(X) fonksiyonu i¢in Euler-Maclaurin formiiliiniin bir
versiyonu agagidaki gibidir[3,8].

F Jy y@dx = Ty y(a + (k= Dh) = it G B ) 0 B) -y V@) = Som - (33)

Esitlik(3.3)'de ¥y (x), y(x) fonksiyonunun r.ci tiirevini, B,,(1/2), 2k.c1 Bernoulli polinomunun
1/2’deki degerini gostermektedir[3,8]. Ayni1 zamanda,

th
Sam = Gy D2m(3) ¥ ™ (a +nh6), (0<6<1) (3.4)
olup, Euler-Maclaurin formiiliiniin kalan terimidir. Simdi,

y@) =x [0 fGc+Odt

fonksiyonunu esitlik(3.3)'deki Euler-Maclaurin formiiliinde yerine yazalim, araligin ug noktalarinda y(x)
fonksiyonun ilk 2m-3 tiirevini sifir oldugunu kabul edelim, bu durumda esitlik(3.4)'deki Sz ihmal
edilebilir[3,8]. Yani,

b h h .
%fa X" (f_}{fzf(x + t)dt) dx =+ f [ ,{fz X" f(x + t)dtdx = i
olur, son integralde x + t = u doniisiimi yapilirsa,

h
L = 07 fw)dtdu

o)™

T  h'a r+1

fwdu (3.5)

elde edilir. Esitlik(3.5)’de integral isareti altindaki (u + h/2)"*! ve (u — h/2)"*1 ifadelerinin Binom
formiiliinden yararlanarak agilimlari yapilir ve farklari olusturulursa,

(u+g)r+1 _ (u—g)ﬂ-l _ (T .|1_ 1)urh+ (r;1)ur_2h;+ (HS-l) ur_ull_z_l_

buradan,

(u+%)r+1;(u—§)r+1 _ (T _{1_ 1) o+ (T -; 1) ur-2 h:z + (T‘ ‘g 1) uT—‘l-;l_; 4.

olup, (3.5)’de yerine yazilirsa,
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= 2T (e (e o

i = ()L reodus (TE) B) et o (5T () e rdu -

T r41

i = ﬁ{(r Jlr 1) u+ (7 J:,: 1) 2 (2)2 +(" Jsr 1) [T (g)4 + } (3.6)

bulunur. (3.6) esitliginde sirasiyla r = 1,2,3, --- verilirse, gruplanmig verilerden elde edilen momentler
ana kiitle momentleri cinsinden,

f1 =y

o ,+h_2
Ho = Hz T 15
[1’=,Ll,+h—2[l’
SO el > (3.7)
_ , h? , 1
#4:#4"'7.“2"‘5}14

_y ' 5 1
fis = s + Zh?us + - h*ug
: J

bulunur. Esitlik(3.7)’deki ana kiitle momentleri, gruplanmus verilerden elde edilen momentler cinsinden,

11 = bofty )
! —/ 1
2 = bofiz = gbzhz
_, 3 _, 3
s = bofts — Ebzhzﬂi - Zb3h3
s = bofly, — 3bsh? [y — 3bsh I —  byh*
, - _, 35 _, 15

us = bofls — 5bph? iz — §b4h4l~l'1 - 1_6195}15

> (3.8)

J

olarak yazilip, Esitlik(3.8) deki momentler genellestirilirse,

’ r — —
i = Timo (5,) @17 = Dbk, (39)
elde edilir. Esitlik(3.8) ve Esitlik(3.9)'daki b, katsayilar1 Bernoulli sayilaridir.
4. Uygulama

-1,4692 ile 20,72739 arasinda tiiretilmis 500 veri, Pearson Tip | dagilim [10] ve

2B,-3B,—6 -y1+VD
r=l8 B =t p = =T D = gy - 456 + ) = T @1)
_ —y1—VD _ va (148 _ (1426 __yi (148) _ (1426 '
2575 'ml_@(a) (5)’m2_ \/5(5) (5)

esitlik(4.1)’deki [9] formiiller kullanilarak,
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r, = —1,4692,r, = 20,72739 olmak iizere,

71 = 1,224581 (carpiklik), B, = 4,9952 (basiklik),
my = 0,949485, m, = 26,50321

olarak hesaplanir.

Bu dagilim é6nce,

doniisiimii ile standart hale, sonra da,

z-1;

2T

dontistimii kullanilarak,

f@©) =5 ! tMi(1—t™M2), (0<t<1) (4.2)

(m1+1,m2+1)

bi¢iminde Beta dagilimina dondstirilmiistir[9]. 0 <t < 1 aralign h = 0,05 alinarak, yirmi tane alt
araliga boliinmiis ve bu alt araliklarin her birinde integraller hesaplanarak teorik frekanslar bulunmustur.
Buradan elde edilen sonuglar Tablo 1’de gosterilmektedir.

Tablo 1. Beta dagiligindan hesaplanan teorik

frekanslar
Araligin Merkezi Frekans
0,025 0,4360440889
0,075 0,3668780926
0,125 0,1419995863
0,175 0,0420475961
0,225 0,0103804957
0,275 0,0021871461
0,325 0,0003941992
0,375 0,0000602509
0,425 0,0000076792
0,475 0,0000007962
0,525 0,0000000648
0,575 0,0000000039
0,625 0,0000000001
0,675 0,0000000000
0,725 0,0000000000
0,775 0,0000000000
0,825 0,0000000000
0,875 0,0000000000
0,925 0,0000000000
0,975 0,0000000000
Toplam 1,0000000000
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Sonra tglincti bolimde elde edilen esitlik(3.5) yardimiyla, integraller hesaplanarak ham
momentler bulunmustur. Elde edilen sonuglar Tablo2’de ikinci stitunda goriilmektedir. Hesapladigimiz
ham momentleri kullanarak, esitlik(3.9) yardimiyla, diizeltilmis momentler hesaplanmistir. Bulunan
diizeltilmis momentler yine Tablo2’de dordiincii siitunda,
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momentler Tablo2’de iigiinci siitunda goriilmektedir.

karsilagtirma yapilabilmesi i¢in de tam

Tablo 2. Ham mometlerden elde edilen, tam momentler ve diizeltilmis momentler.

Moment Ham Moment Tam Moment Diizeltilmis
u' 0,066190377450 0,06619037750 0,06619037745
u'2 0,006619191789 0,00641084559 0,00641085845
u'3 0,000846372770 0,00080500378 0,00084223577
' 0,000130865890 0,00012277421 0,00012277419
u's 0,000023538059 0,00002183511 0,00002183501
e 0,000004795597 0,00000440438 0,00000440473
u'7 0,000001085331 0,00000098758 0,00000009833
i's 0,000000268831 0,00000024246 0,00000022686
' 0,000000072030 0,00000006441 0,00000006445
1'10 0,000000020687 0,00000001834 0,00000001878
u'n 0,000000006319 0,00000000555 0,00000000545
' 0,000000002040 0,00000000177 0,00000000178
13 0,000000000692 0,00000000059 0,00000000058
' 0,000000000245 0,00000000021 0,00000000020
u's 0,000000000091 0,00000000007 0,00000000006
1'16 0,000000000035 0,00000000002 0,00000000003
' 0,000000000013 0,00000000001 0,00000000011
' 0,000000000005 0,00000000000 0,00000000002
19 0,000000000002 0,00000000000 0,00000000000
120 0,000000000001 0,00000000000 0,00000000000

5. Sonu¢ ve Oneriler

Gruplanmis verilerden, uygun dagilis kullanilarak integral yardimiyla hesaplanan ham
momentler ile tam momentler karsilagtirildiginda aralarinda az da olsa fark oldugu, fakat diizeltilmis

momentlerin, tam momentlere daha yakin oldugu goriilmektedir.
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