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Öz 

Bu çalışmada matris değişkenli normal dağılım ve üstel dağılımın ölçek karması olarak matris değişkenli Laplace dağılımı 

önerilmiştir. Ayrıca önerilen dağılımın özellikleri incelenmiştir ve parametrelerinin tahmini için EM (Expectation-

Maximization) algoritmasına dayalı en çok olabilirlik tahmin edicileri verilmiştir.  

Anahtar Kelimeler: EM algoritması, matris değişkenli dağılım, parametre tahmini. 

Abstract 

Matrix variate Laplace distribution: Properties and parameter estimation 

In this study, we proposed matrix variate Laplace distribution as a scale mixture of matrix variate normal distribution and 

exponential distribution. Also, we examine some distributional properties and give maximum likelihood estimators of its 

parameters based on the EM algorithm. 

Keywords: EM algorithm, matrix variate distribution, parameter estimation. 

1. Giriş 

Laplace dağılımı ekonomi, sağlık bilimleri ve mühendislik başta olmak üzere birçok alanda 

sıklıkla kullanılmaktadır (Kotz vd., 2001).  Tek değişkenli Laplace dağılımı 1774 yılında Laplace 

tarafından tanımlanmıştır. Laplace dağılımı genellikle normal dağılımdan daha kalın kuyruklu 

durumlarda modelleme için kullanılmaktadır. Andrews ve Mallows (1974) normal dağılımın 

ölçek karması olarak Laplace dağılımını tanımlamışlardır. Ölçek karması yaklaşımı daha kalın 

kuyruklu dağılımlar türetmek için kullanılan bir yöntemdir. İki değişkenli Laplace dağılımı ise 

Ulrich ve Chen (1987) tarafından tanımlanmıştır. Çok değişkenli Laplace dağılımı ise Anderson 

(1992) tarafından tanımlanan çok değişkenli Linnik dağılımının özel hali olarak ifade 

edilmektedir. Eltoft (2006) ise ölçek karması yaklaşımından yararlanarak çok değişkenli Laplace 

dağılımını tanımlamış, bazı dağılımsal özelliklerini incelemiş ve parametrelerinin tahmini için 

EM algoritmasına (Dempster vd., 1977) dayalı bir tahmin yöntemi vermiştir. Normal dağılımın 

ölçek karması şeklinde tanımlamanın avantajı EM algoritması kullanılarak parametre 

tahminlerinin daha kolay yapılabiliyor olmasıdır.  
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Tek değişkenli Laplace dağılımının karakteristik fonksiyonu ve olasılık yoğunluk fonksiyonu 

Eşitlik (1) ve Eşitlik (2)’deki gibi tanımlanır. 

 

 

(1) 

 
 . 

(2) 

Çok değişkenli Laplace dağılımının karakteristik fonksiyonu ve olasılık yoğunluk fonksiyonu ise 

Eşitlik (3) ve Eşitlik (4)’te verilmiştir. 

 

 

(3) 

 
  

(4) 

Matris değişkenli durumda ise özel olarak Laplace dağılımı ele alınmamıştır. Fakat Sánchez-

Manzano vd. (2002) tarafından tanımlanan matris değişkenli güç üstel dağılımın özel hali ya da 

Gallaugher ve McNicholas (2017) tarafından tanımlanan matris değişkenli varyans-gamma 

dağılımının özel hali olarak düşünülebilir. Bu çalışmanın amacı, uygulama da normal dağılıma 

alternatif olarak kullanılan Laplace dağılımını matris değişkenli durumda matris değişkenli 

normal dağılımın ölçek karması olarak tanımlamaktır. Matris değişkenli dağılımlar son 

zamanlarda görüntü tanıma konusunda sıklıkla kullanılmaktadır. Önerilen dağılımın bu alanda 

matris değişkenli normal dağılıma alternatif bir dağılım olarak kullanılabileceği düşünülmektedir.  

Bölüm 2’de matris değişkenli Laplace dağılımı tanımlanmış ve istatistiksel özellikleri 

incelenmiştir. Bölüm 3’te EM algoritması yardımıyla tanımlanan dağılımın parametreleri tahmin 

edilmiştir. Bölüm 4’te ise önerilen algoritmanın performansını test etmek için simülasyon 

çalışması yapılmıştır. Sonuç ve öneriler ise Bölüm 5’te verilmiştir. 

2. Matris değişkenli Laplace dağılımı 

Bu bölümde normal dağılıma alternatif olarak önerilen Laplace dağılımı matris değişkenli olarak 

tanımlanacaktır. Ayrıca, önerilen dağılımın bazı dağılımsal özellikleri incelenecek ve dağılımın 

lineer dönüşüm altında değişmez olduğu gösterilecektir. 

Tanım 2.1:  rassal matrisi Eşitlik (5)’te verilen hali ile matris değişkenli 

normal dağılımın ölçek karması olarak yazılabilir. 

 
 

(5) 

burada  ve   dağılımlarına sahiptir ve tek boyutlu  rassal 

değişkeni,  boyutlu  matris değişkeninden bağımsızdır. Burada  konum matrisi, 

 ve  matrisleri sırasıyla pozitif tanımlı  ve varyans-kovaryans matrislerinin 

kareköküdürler.   verildiğinde  rassal matrisinin dağılımı matris değişkenli normal 

dağılımdır  Matris değişkenli normal dağılıma sahip  matrisinin beklenen 

değeri ve kovaryans matrisi aşağıdaki gibidir (Gupta ve Nagar, 1999). 

  

. 

 



Y. M. Bulut / İstatistikçiler Dergisi: İstatistik&Aktüerya, 2018, 11, 32-41 

 
34 

Burada  Kronecker çarpımını ifade etmektedir. Bu beklenen değer ve kovaryans yardımıyla 

Eşitlik (5) ile verilen  rassal matrisinin beklenen değer ve kovaryansı, Eşitlik (6) ve Eşitlik 

(7)’deki gibi elde edilir. 

  (6) 

  (7) 

 

Önerme 2.1:  ve  olsun. Ayrıca  rassal matrisi ve  rassal 

değişkeninin birbirinden bağımsız olduğunu varsayalım. Bu durumda Eşitlik (5)’teki gibi 

tanımlanan rassal  matrisinin olasılık yoğunluk fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 

 

 

 

 
                             

 

 
 . 

(8) 

Burada,  iz fonksiyonu,  ise üçüncü tip düzeltilmiş Bessel fonksiyonudur.  

İspat:  rassal matrisinin ve  rassal değişkeninin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu  

 

 

 

şeklindedir. Eşitlik (5) ile verilen dönüşüm kullanılırsa,  olur. 

Dönüşüme ait jakobiyen değeri ise  olarak hesaplanır. Bu değerler yardımıyla  

ve  rassal değişkenlerinin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu aşağıdaki gibi elde edilir.  

 
 

 

                  .  

Daha sonra  rassal değişkenine göre  fonksiyonunun integrali alınırsa  rassal 

matrisinin olasılık yoğunluk fonksiyonu  

 

 

 

 
                            

 

 
                            

  

 
                            

 

olarak elde edilir. Burada  ve  alınırsa çok değişkenli Laplace dağılımını elde 

edilir (Kotz vd., 2001).        
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Tanım 2.2:  rassal matrisi Eşitlik (8)’de verilen olasılık yoğunluk 

fonksiyonuna sahip ise matris değişkenli Laplace dağılımına sahiptir denir ve kısaca 

 şeklinde gösterilir.   

Önerme 2.2:  olsun.   boyutlu bir matris,  matrisleri 

sırasıyla  ve  boyutlu tekil olmayan matrisler olmak üzere  şeklinde 

tanımlanan rassal  matrisi matris değişkenli Laplace dağılımına sahiptir ve 

 şeklinde ifade edilir. Burada  konum matrisi, 

 ve  matrisleri varyans-kovaryans matrisleridir. 

 

İspat:  olduğundan,  dönüşümü uygularsak jakobiyen 

 olur. Bu durumda  rassal matrisinin olasılık yoğunluk fonksiyonu aşağıdaki gibi 

elde edilir. 

 

 

 

 
          

 

 

 

 

Bu durumda,  rassal matrisi  parametreleri ile matris değişkenli 

Laplace dağılımına sahiptir. 

Önerme 2.3:  olsun.  rassal matrisinin karakteristik fonksiyonu, 

 

 

(9) 

şeklindedir. Burada  dir. 

 

İspat:  

   

              

              

              

              

 
            

 

 
            

 

            .  
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2. Parametre tahmini 

Bu bölümde önerilen dağılımın parametrelerinin tahmini için EM algoritması kullanılmıştır (Dempster 

vd., 1977).  bir birinden bağımsız aynı dağılımlı veri matrisleri 

olsun. Bu veri matrisleri ,  ve  bilinmeyen parametrelere sahip matris değişkenli Laplace dağılımı 

yardımı ile modellenmek istenmektedir. Bilinmeyen parametre matrislerinin en çok olabilirlik tahmin 

edicilerini elde edebilmek için aşağıdaki log-olabilirlik fonksiyonunun maksimize edilmesi gerekir. 

 

 

 

    

 

 

 

Bu çalışmada, log-olabilirlik fonksiyonunun doğrudan maksimizasyonu zor olduğundan parametrelerin 

tahmini için dağılımın ölçek karması gösteriminden yararlanarak EM algoritması yardımıyla tahmin 

ediciler elde edilmiştir.  ve  değişkenleri sırasıyla gözlenen ve kayıp değişkenler,  ise tam veri 

olarak tanımlanır ise tam verinin log-olabilirlik fonksiyonu  

 
  

 

 

                        

 

 

        

 

şeklinde elde edilir. Log-olabilirlik fonksiyonunda parametre içermeyen terimler ihmal edilebilir. Tam 

verideki  değişkeni gözlemlenemediğinden gözlenen veri  ve parametrelerin şu anki tahmin değerleri 

verildiğinde  fonksiyonunun koşullu beklenen değeri alınırsa amaç fonksiyonu aşağıdaki 

gibi elde edilir. 

 
  

 

 

                       

 

 

       . 

 

Burada  ve  ifadeleri  ve rassal değişkenlerinin gözlenen 

veri ve parametrelerin şu anki tahminleri verildiğindeki koşullu beklenen değerleridir. Bu koşullu 

beklenen değerleri hesaplayabilmek için  verildiğinde  rassal değişkeninin koşullu dağılımının elde 

edilmesi gerekir.  Bu koşullu dağılım tam verinin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu kullanılarak Eşitlik 

(10)’daki gibi elde edilir. 
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(10) 

 

              

 

Yukarıda elde edilen koşullu dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu incelendiğinde bu dağılımın 

genelleştirilmiş ters gamma dağılımı olduğu görülmektedir. Dolayısıyla 

 olarak ifade edilir (Barndorff-Nielsen, 1997). 

Eşitlik (10)’da verilen koşullu dağılım yardımıyla  ve  koşullu 

beklenen değerleri sırasıyla aşağıdaki biçimde elde ediilir. 

 
 

(11) 

 

 

 

 
 

(12) 

 

 

 

Koşullu beklenen değerler  ve  olarak yerine yazılırsa  ve  parametrelerini tahmin 

etmek için Eşitlik (13)’da verilen amaç fonksiyonu elde edilir. 

 

 

(13) 

 

 

 

İlgili parametrelere göre amaç fonksiyonunun türevlerinin alınıp sıfıra eşitlenmesiyle Eşitlik (14)-

(17)’de verilen konum matrisi, varyans-kovaryans matrisleri ve ölçek parametresinin tahmin 

edicileri elde edilir. 

 

 

(14) 

 

 

(15) 
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(16) 

 

 

(17) 

EM algoritmasının adımları aşağıda özetlenmiştir. 

E-Adımı:  veri matrisleri ve parametrelerin şu anki değerleri verildiğinde tam verinin log-

olabilirlik fonksiyonundaki koşullu beklenen değerler bulunur. Bu adım  amaç 

fonksiyonundaki  ve  koşullu beklenen değerlerinin hesaplanmasına karşılık gelmektedir.  

M-Adımı: Yeni parametre tahminlerini elde etmek için , ,  ve  parametrelerine göre 

 fonksiyonu maksimize edilir. Bu adım E-adımında hesaplanan koşullu beklenen 

değerleri kullanarak Eşitlik (14)-(17) ile verilen parametre değerlerinin güncellenmesidir. 

EM algoritmasının adımlarını kullanarak, parametrelerin en çok olabilirlik tahmin edicilerini 

hesaplamak için aşağıda verilen iteratif yeniden ağırlıklandırılmış algoritma yazılabilir. 

 

İteratif yeniden ağırlıklandırılmış algoritma  
1. İterasyon sayısı k=1 alınır ve parametrelerin başlangıç değerleri seçilir. 

2.  için , ,  ve  parametrelerinin güncel değerleri ve Eşitlik (11) ve 

Eşitlik (12) ile verilen  ve  ağırlık değerleri hesaplanır.  

3. , ,  ve  ile gösterilen parametrelerin yeni değerlerini hesaplamak için aşağıdaki 

eşitlikler kullanılır. 

 

 

(18) 

 

 

(19) 

 

 

(20) 

 

 

(21) 

4. Yakınsama sağlanıncaya kadar adımlar tekrar edilir. 

 

4. Simülasyon çalışması 
Bu bölümde iteratif yeniden ağırlıklandırılmış algoritmanın iddia edildiği gibi çalıştığını 

göstermek için simülasyon çalışması yapılacaktır. Simülasyonda kullanılacak veriler Eşitlik (5) 

ile verilen ölçek karması gösteriminden yararlanılarak türetilmiştir. Ayrıca çalışmada  

olarak alınmış ve sabit olarak kabul edilmiştir.  ve  varyans-kovaryans matrisleri ve  konum 

matrisi aşağıdaki gibi seçilmiştir. 

,  ve   



Y. M. Bulut / İstatistikçiler Dergisi: İstatistik&Aktüerya, 2018, 11, 32-41 

 
39 

Matris değişkenli normal dağılıma sahip  matrisi R programındaki LaplacesDemon paketi 

kullanılarak türetilmiştir.  ise 1 parametreli üstel dağılımdan türetilmiştir. Tahmin edicilerin 

performanslarını göstermek için parametrelerin tahmin değerleri ile gerçek değerleri arasındaki 

Öklid uzaklığı kullanılmıştır. Kullanılan Öklid uzaklıkları, 

  ve 

 şeklinde hesaplanmaktadır. Yakınsama kriteri olarak 

literatürde sıklıkla  değeri kullanılmaktadır. Bu çalışmada da yakınsama kriteri  olarak 

seçilmiş ve simülasyonlar 200 tekrarlı olarak gerçekleştirilmiştir. Ayrıca yakınsamanın kaç 

adımda sağlandığını görebilmek için ortalama iterasyon sayısı hesaplanmıştır. Örneklem hacmi 

 ve  olarak alınmıştır. Simülasyon sonuçları Tablo 1-5’te verilmiştir. 

Tablolarda tahmin edilen  ve  matrisleri ve bu matrislere ilişkin Öklid uzaklıkları 

verilmiştir. 

 

Tablo 1. n=30 için tahmin edilen matrisler, Öklid uzaklıkları ve ortalama iterasyon sayısı  

  Ortalama 

iterasyon sayısı 

 

 

 

 

 

 

28.35 
 

 

 

 

 
0.6091  

 
0.5661  

 
1.0153  

 

Tablo 2. n=40 için tahmin edilen matrisler, Öklid uzaklıkları ve ortalama iterasyon sayısı  

  Ortalama 

iterasyon sayısı 

 

 

 

 

 

 

25.43 
 

 

 

 

 
0.5599  

 
0.5492  

 
0.9884  
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Tablo 3. n=60 için tahmin edilen matrisler, Öklid uzaklıkları ve ortalama iterasyon sayısı  

  Ortalama 

iterasyon sayısı 

 

 

 

 

 

 

22.31 
 

 

 

 

 
0.4360  

 
0.5117  

 
0.9025  

 

Tablo 4. n=80 için tahmin edilen matrisler, Öklid uzaklıkları ve ortalama iterasyon sayısı  

  Ortalama 

iterasyon sayısı 

 

 

 

 

 

 

21.02 
 

 

 

 

 
0.3629  

 
0.4782  

 
0.8745  

 

Tablo 5. n=120 için tahmin edilen matrisler, Öklid uzaklıkları ve ortalama iterasyon sayısı  

  Ortalama 

iterasyon sayısı 

 

 

 

 

 

 

19.36 
 

 

 

 

 
0.3030  

 
0.4517  

 
0.8301  
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Tablo 1-5 incelendiğinde örneklem hacmi arttıkça bütün parametreler için Öklid uzaklıklarının 

giderek azaldığı görülmektedir. Benzer olarak ortalama iterasyon sayısı da azalmaktadır.  Bu 

durum tahmin edicilerin tutarlı tahmin ediciler olduğunu göstermektedir. Bu nedenle parametre 

tahmini için verilen algoritmanın iyi çalıştığı görülmektedir. 

 

6. Sonuç ve öneriler 

Bu çalışmada matris değişkenli Laplace dağılımı ve parametre tahmini için EM algoritması 

açıklanmıştır. Önerilen dağılım için EM algoritmasının tutarlı sonuçlar verdiği gösterilmiştir. Bu 

dağılım matris değişkenli verilerin analizinde normal dağılıma alternatif olarak kullanılabilir. 
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