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Oz

Bu calismada segilen bazi kararsiz ¢ok boyutlu dalga denklemleri geri adimlamali sinir deger kontrol kuramu ile kararli hale
getirilmistir. Bu amagcla bir boyutlu geri adimlamali kontrol teorisinden yola ¢ikilarak ¢cok boyutlu sistemler i¢in kontrolcii tasarimi
yapilmis ve hedef sistemler Lyapunov kararlilik analizi ile incelenmistir. Her boyut i¢in sistemin bir ucundan tutturulup diger ucundan
kontrol uygulandigi diistiniilmistiir. Boylelikle iki boyutlu bir sistem ig¢in iki adet, {i¢ boyutlu bir sistem i¢in ii¢ adet ve n boyutlu bir
sistem i¢in de n adet kontrolcii tasarlanmistir. Kararsiz sistemin {istel kararli bir hedef sisteme donistiiriilebilmesi i¢in
Volterra/Felholm tipi doniisiimler kullanilmistir.

Anahtar Kelimeler

“Geri adimlamali Kontrol, Dagilmis parametreli sistemler, ¢ok boyutlu dalga denklemi ”

Abstract

In this study, we consider the problem of the stabilization of chosen unstable multi-dimensional wave equations by using boundary
backstepping control theory. For this purpose, we design boundary backstepping controllers inspired by the 1-D unstable wave
equation stabilization procedure and the target systems are considered by using Lyapunov stability procedure. We assume that
one side of the boundary is hinged and the other side is controlled for each direction. Thus, we design two controllers for 2-D
domain, three controllers for 3-D domain and “n” controllers for n-D domain. Generalized Volterra/Fredholm type transformations
are used to map the unstable systems to an exponentially stable system.
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1. GIRIiS

Kismi diferansiyel denklemler i¢in geri adimlamali sinir deger kontrolii bir boyutlu sistemler igin literatiirde bir ¢ok ¢alismada
basarili bir sekilde uygulanmaktadir. Krstic ve Smyshlyaev (2003)’te bir boyutlu 1s1 denklemi i¢in dort farkli kontrol tasarimina
rastlanmaktadir. Yine Krstic ve Smyshlyaev (2008), Krstic ve digerleri (2008) ve Krstic (2011)’de birgok farkli kismi diferansiyel
denklem sistemleri icin farkli tasarimlar yapilmistir. Sezgin ve Krstic (2015)’te akis kaynakli zar titresimlerinin kontrolii bir
boyutlu dalga denklemine uygulanmistir. Krstic ve Smyshlyaev (2008) ve Bekiaris-Liberis ve Krstic (2010)’da gecikmeli
zamandan bagimsiz lineer sistemler icin gecikme sorununu yok etmek amacriyla i¢ ige gegmis birinci mertebe bir boyutlu hiperbolik
bir kismi diferansiyel denklem yardimu ile kontrolcii tasarlanmigtir. Yine literatiirde buna benzer tek boyutlu kismi diferansiyel
denklemler i¢in tasarlanmig bir¢ok calismaya rastlanabilmektedir. Fakat iki ve daha ¢ok boyutlu kismi diferansiyel denklemler i¢in
geri adimlamali smir deger kontrolii bir ¢alismada (Krstic ve Smyshlyaev (2008)), bir kestirim(estimator) araciligi ile
bulunmaktadir.

Bu ¢aligmada, bahsedilen geri adimlamali sinir deger kontrolii ¢calismalardan ilham alinarak bir boyut sistem seg¢ilmis bazi ¢ok
boyutlu dalga denklemleri igin genisletilmistir. Her bir boyutta bir ucundan tutturulmus diger ucundan kontrolcii uygulanmis ¢ok
boyutlu dalga denklemlerinin geri adimlamali sinir deger kontrolii ile ilgilenilmistir. Her boyutta bir ugta bir kontrolci
tasarlandigindan n boyutlu bir sistem icin n adet kontrolcii kullanilmalidir. Ileriki calismalarda tasarlanilan kontrolcii dalga
denklemlerini ilgilendiren sistemlerde kullanilabilecegi gibi ayni zamanda da gecikmeli kaskad sistemlerde de kullanilabilir bir hal
alacaktir ki literatiirde bu alanda Bekiaris-Liberis ve Krstic (2010) ve (2011) gibi birgok ¢aligmaya rastlamak miimkiindjir.

Oncelikle kolaylikla anlagilabilmesi i¢in basit bir iki boyutlu dalga denklemi ile baglanmistir. Burada temel amag kararsiz bir
sistemi hedef bir kararli sistem gibi hareket ettirebilecek kontrolciiyii elde etmektir. Bu amagla hedef sistemin kararliligi da
Lyapunov Yontemi ile ileriki boliimlerde verilmistir

2. IKi VE COK BOYUTLU DALGA DENKLEMININ GERi ADIMLAMALI KONTROLU

2.1. Bir ucu serbest bir ucu sénimli iki boyutlu dalga denkleminin kontrolu

Asagidaki gibi bir ucu serbest ve diger ucundan eyleyici etkisi altinda iki boyutlu bir dalga denklemi géz dniine alinsin;

Ug (X, 51) =u, (X, Y, t)+uy, (X, y,t) (1)
u,(0,y,t)=u,(x,0,t)=u,(x,0,t)=u,(0,y,t)=0, )
u (Lyt)=—cu (L y.t), ©)
u, (x,1,t)=—cu, (x,1,t), (4)
burada C, > 0. (1)-(4) sistemine asagidaki gibi bir doniisiim uygulansin.
X y
w(x,y,t)=u(x, y,t)+coju(§, y,t)d§+coju(x,n,t)d7y (5)
(5) doniistimii (1)-(4) sisteminoe uygulandiginda sist(;mi yonlendirmek istedigimiz hedef sistem
W, (X, y,t) =w, (X, y,t)+w, (X, y,t) (6)
w, (0,y,t)=w, (0,y,t)=c,w(0,y,t), @)
W, (x,0,t) =w, (x,0,t) =c,w(x,0,t), (8)
W, (Lyt)=w, (Lyt)=—cw (1y,t), 9)
w, (x,1L,t)= wy(x,l,t)z—clwt(x,l,t), (10)

olur Ki (6)-(10) sistemi kararllik analizinde ispatlanacag iizere iistel kararlidir. Burada C, kii¢iik degerler icin de segilebilir. (5)

doniisiimiinii zamana ve konum degiskenlerine gore tiirevlenirse sirasiyla asagidaki sonuglar elde edilir.
X y

W, (X, Y, t) =ug (X, y,t)+couy (X, y,t +c0juyy &y, t)dE+cu, (x,y,t +coju x,n,t)d (11)
0 0

W, (X, Y, 1) = Uy (X, Y, )+ Cou, (X, Y, 1) +C [ Uy (X,77,t)dn (12)

O <
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uy, (&,y,t)de (13)

Elde edilen (11)-(13) denklemleri (6) denkleminde yerlerine yazilirsa X =1 ve Y =1 i¢in asagidaki kontrol kuvvetleri elde
edilir.

w,, (X, y,t)=uy, (X, y,t)+cu, (X, y,t)+¢,

O Sy <

1
u (Lyt)=—cu(lyt)-cu (L y,t)—clco_[ut (&,y.t)dé, (14)
0

1
u, (x,1,t) = —cou(x,4,t)—cyu, (x,l,t)—clcojut (x,7,t)dn. (15)
0

Baylelikle iki boyutlu sistem i¢in elde edilen (14)-(15) kontrolculeri ile (1)-(4) sistemi {istel kararl1 (6)-(10) denklem sistemi gibi
davranir. Burada ilk iki terim sanki bir oransal tiirev(PD) kontrolcii gibi davranir. Son terim ise geri adimlamali kontrolcl terimidir.
Farkli uygulamalarda bu terimlere klasik kontrol teorilerindeki gibi farkli terimler eklenebilir ya da ¢ikarilabilir. Bu tasarimeiya

kalmig bir durumdur. Ornegin (7)-(8) denklemlerinde esitlik sifira esit alinabilirdi. Ya da farkli bir sylemle biyiik C, degerlerinde

X=0"daw, (0, y,t) = COW(O, y,t) terimi W(O, y,t) =0 gibi davramir. Boylece biyik C, degerlerine gerek
duyulmamaktadir.

2.2. Kelvin-Voigt sénimli iki boyutlu dalga denkleminin kontroli

Asagidaki gibi bir Kelvin-Voigt sontimlii iki boyutlu bir dalga denklem sistemi géz oniine alinsin;

Ug (X, Yot) =U (X, Y, 1) +u, (X, Y, 1)+ duy, (X, y,t)+du,, (X, y,t) (16)
u, (0,y,t)=u,(x,0,t)=u,(x,0,t)=u,(0,y,t)=0, (17)
u(Ly,t)=U,(y.t), (18)
u(x,Lt)=U,(xt), (19)
burada d kigiik bir pozitif sabittir. (16)-(19) sistemine asagidaki gibi bir déniisiim uygulansin.
X y
w(x,y,t)=u(x, y,t)+jk(x,§)u(§, y,t)d§+jl (y,m)u(x,n,t)dn (20)
0 0

Burada K(x,&) ve I(y,7n) fonksiyonlari ¢ekirdek fonksiyonlardir. (20) déniisiimii (16)-(19) sistemine uygulandiginda sistemi
yonlendirmek istedigimiz hedef sistem

W, (X, Y,t) =W (X, y,1)+ W, (X, y,t)+dw, (X, y,t)+dw,, (X, y,t)

(21)

—CoW(X, Y,t)—Cow, (X, Y,t)
w, (x,0,t)=w, (x,0,t)=w,(0,y,t)=w,(0,y,t)=0, (22)
w(x,Lt)=w(x,Lt)=w(Lyt)=w(Ly,t)=0. (23)

olur ki (21)-(23) sistemi {istel kararlidir. Sistemin kararlilik analizi 3. boliimde incelenmistir. (20) doniisiimii zamana ve konum
degiskenlerine gore tiirevlenirse sirastyla asagidaki sonuglar elde edilir.

W (%, ¥,8) = U (%, 1) = [k (%, ) ug (& y, 1) dé=[1(y,m)u,, (x,m,t)dry (24)

Zamana gore tiirevlenen (24) denkleminde (16) denklemi kullanilirsa;

W, (X, Y,t) = Uy, (X y,t)+uy, (X, y,t)+dug, (X, y,t)+du, (X y,t)

k(X 5)[% (&, y.t)+u, (& y.t)+du. (& y,t)+du,, (¢ y,t)]d§ (25)

L(y7)[ Uy (X7, t) + U, (X77,t) + dug, (X,77,8) +du,, (X,77,t) ]dry

Ot < O ey <
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(25) denkleminde son iki terimde kisimlarla integrasyon uygulanir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa elde edilen sonug (26)
denklemindeki gibidir.

W, (X, Y,t) = U, (X y,t)+uy, (X, y,t) +dug, (X, y,t)+du, (x,y,t)=k(x, x)u, (X, y,t)
+k(x,0)u, (0,y,t)+k. (x, x)u(x,y,t)—k.(x,0)u(x,0,t)

X

—ik(x,g)u(f, y,t)df—fk(x,f)u(fl y,t)d& —dk (X, x)u, (X, y.t)

+dk (x,x)u (O, y,t)+dkz (%, x)u, (x, y,t)—dk, (x,0)u, (0, y,t)

X

—d [k (6£)u (&) dE—d [K(x,£)u,, (£, y,)de

0

O ey <

L(y,77)u, (x,7,t)dn=1(y,y)u, (x,y,t)+1(y,0)u,(x0,t)

+1, (v, y)u(x, v,t)—'n(y,O)U(Xioit)—f'm (y.7)u(xn.t)dy

—dI(y,y)u, (xy,t)+dl(y,0)u, (x,0,t)+dl (y,y)u (x y,t)

_dlq(y,O)ut(x,O,t)—dilﬂﬂ(y,n)ut(x,n,t)dn—djy‘l(y,n)uxxt(x,77,t)d77 (20)
(24) denklemi X konum degiskenine gore tslrevlenirse; i
W, (X, y,t)=u, (X, y,t)—%[k(x,x)]u(x, y, )=k (%, x)u, (X, y,t) =k, (x,x)u(x,y,t)
X y @7)
—J.kxx(x,f)u(f, y,t)dn—J-I(y,n)uxx(x,n,t)dn,
(24) denklemi y Okonum degiskenine gore tﬁre:)/lenirse;
wy, (% 1) =uy, (% y,t)—diy['(y, y)Ju(xy.t)=1(y.y)u, (x ¥ ) =1, (v, y)u(x y.1)
(28)

X y
—[k(x&)u, (& y.t)de=[1, (y.n)u(xmt)dn
0 0
(16) denklemindeki son iki terimin de doniistimleri yapilmalidir. (27) denkleminin zaman gore tiirevi;

Wi (X, Vo) = U (X, y,t)—%[k(x, X) Ju, (% Y, t) =k (X, X) Uy (%, ¥, 1) =K, (X, X) U, (X, ¥, 1)
X y (29)
[k (&)U, (& y.t)dn=[1(y,7)upe (x,7,t)dr,

0
(28) denkleminin zaman gore tlrevi;

W, (X, y,t) =uy, (x, v,t)—diy['(y,y)]ut(X, Y1) =1(, )y (% ¥, 1) =1, (v y) U (%, v, 1)
) y (30)
~[k(x&)uy (&) dg=[1,, (yom)u, (x7,t)dn

Elde edilen (26)-(30) denklemleri (21) denkleminde yerlerine yazilip diizenlenilirse;
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U(E Y1) Ko (X&) =k (x,&) =k (x,€) [dE+u(0,y,t)k, (x,0)~u, (0,y,t)dk. (x,0)

-|- O ey <

_|_
Ot < Ot < Oy <

u (£, 1) dk,, (x,&)—dk.. (x,&)—cdk (x,&) |dé

u(x,n,t)[lw(y,n)—lw(y,n)—cl(y,n)]dn+u(x,0,t)ln(y,O)—ut(x,O,t)In(y,O)
(31)

+

U (x,7,t)[ dl, (y,)=dl,, (y.7)—cdi (y,) |dry
+u(x,y,t){2:—x[k(x, x)]+2diy[l (y, y)]+c}

U, (x,y,t)[Zd %[k(x, x)]+2d diy[l(y’ y)]+cd}=0

elde edilir. (31) denkleminin sifira esit olabilmesi i¢in gerekli sartlar diizenlenilip ¢oziildiigiinde aranilan kontrolcii elde edilecektir.
Son iki terim incelenirse x’e bagli bir fonksiyon ile y’ye bagli bir fonksiyon toplandiginda sonucun sifira esit olabilmesi i¢in -C gibi
bir sabite esit olmas1 gerektigi gériilmektedir. Bu durumda her iki fonksiyonun da sabit olmasi gerektigi anlasilmaktadir. Burada
herhangi birisi i¢in bir se¢im yapildiginda digerinin elde edilecegi asikardir. Boylece (31) denkleminin sifira esit olabilmesi i¢in

asagidaki durum secilebilir.

Ly (i) =1, (y.m)=cl(y.n), (32)
I(y,y)=—clz_cy, (33)
,(y,0)=0. (34)

Burada C; ve C pozitif taniml kontrol parametreleridir. (32)-(34) denklem sisteminin ¢éziimi Krstic ve Smyshlyaev (2008) de
elde edilmistir.

Il[ c(yz—nz)]

I(y,n)=—(c,—¢)n (35)
c ( yz _ 772 )
Benzer sekilde diger ¢ekirdek fonksiyonunun denklem sistemi ise asagidaki gibi olacaktir.
kXX(X,é)—k§§(X,f):Ck(X,é:), (36)
k(x, x):—%x, (37)
k: (x,0)=0. (38)

(36)-(38) denklem sisteminin ¢ozimu ise;

L] Je(2 ) |

k(x,&)=-c¢& —
Vel¢"-x)

Boylelikle elde edilen ¢ekirdek fonksiyonlar1 yardimu ile (18) ve (19) esitlikleri (20) denklemi igerisinde kullanilarak aranilan
kontrolcii tanimlanabilir.

(39)
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U, (y,t) =Ik(l,§)u(§, y,t)d§+_[|(y,77)u(1,77,t)d77 (40)
U, (x1) =fk(x,5)u(§,1,t)d§+j|(1,n)u(x,77,t)dn (41)

Aranilan kontrolciileri elde edilir. Bu diislince genellestirilebilir. Bir sonraki iki boliimde kisaca elde edilen sonuclar ¢ok boyutlu
sistemlere genellestirilmistir.

2.3. Bir ucu serbest bir ucu séniimli ¢ok boyutlu dalga denkleminin kontrolu

Bir énceki bdlimde elde edilen sonuglar n boyutlu sistem igin genellestirilebilir. Asagidaki gibi n boyutlu dalga denklemi ele
almsin.

U (x,t)=>"u,, (xt) (42)
i=1

u, (0,%,,t)=0, (43)

u, (Lx,,t)=-cu (1,x,,t), (44)

burada X =[X, X, Xg oo Xy |+ X =Xy X, Xy Xy X

i+l

X, | k=1{12,3...,n} —i. (42)-(44) sistemine asagidaki gibi
bir doniisiim uygulansin.

w(x,t)=u( ZJ‘ (&% 1) (45)

i=l o
(45) doniistimil ile (42)-(44) sistemini asagidaki sisteme doniistiirmek hedeflenmektedir.

t)=>w, (xt) (46)
i=1

w, (0,%,,t)=cw(0,x,,t), (47)
w, (L%, 1) =—cw (1, %, 1), (48)
(45) denklemi tiirevlenir ve (46) de yerlerine yazilirsa aranilan kontrolcii kuvvetleri agagidaki gibi elde edilir.
1
u, (1%,,t)=-Cu (L, t)—cu, (1,%,,t) —clco.[ut (&,%,,t)d¢&, (49)
0

2.4. Kelvin-Voigt sonimli ¢cok boyutlu dalga denkleminin kontroll

Elde edilen sonuglar n boyutlu sistem i¢in genellestirilebilir. Asagidaki (50)-(52) sistemi irdelensin.

t)zzn:uxlxl (xt)+d -Zn:uw(x,t) (50)
i=1 i=1

u, (0,%,,t)=0, (51)
u(Lx,t) =U; (X, t). (52)
Burada X=[X1 X, Xg.one X ] X, = [X Xy Xgeee. Xi g Xipg ver Xn], k= {1,2,3...,n}—i . (50)-(52) sistemi i¢in uygulanmasi
gereken doniisiim asagidaki gibidir.

w(xt)=u(x,t) ka X, & )u(& %, t)dé (53)

i=1l o
(53) doniistimiiniin (50)-(52) sistemini asagidaki iistel kararli sisteme yonlendirmesi beklenmektedir.

n n n

W, (x,1) =D w, (x,t)+d- D w, (xt)-c- > w(xt)-c-d -iZ:l:Wt (%,t) (54)

i=1 i=1 i=1
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w, (0,x,,t)=0, (55)
w(L,x,,t)=0. (56)

(53) doniigiimiiniin daha 6nceki boliimlerde anlatildigi gibi tiirevlenmesi sonucunda elde edilen sonuglarin (54) denkleminde
yerlerine yazilmasi sonucunda elde edilecek kontrolciiler (57)’de verilmistir.

(X 1) jk LE (&, %, t)dE +zjk Du(& %t (57)
_1 0
Burada geklrdek fonksiyonlar1 ise asagidaki gibi bulunabilir.

L] e(e %) |

(&= %)

ki (Xi , §I ) = _Cié:i (58)

n
buradaki C; sabitleri Z C, = C kosulunu saglayan keyfi tasarim degerleridir.
i=1

3. KARARLILIK ANALIZi
3.1. Bir ucu serbest bir ucu soniimlii sistem i¢in Lyapunov kararlilik analizi

Bir onceki boliimde secilmis iki farkli durum igin kontrolcii kuvvetleri iki boyutlu durum igin elde edilmis ve ¢ok boyutlu bir
sistem icin genellestirilmistir. Tiim durumlarda mevcut incelenen sistemler iistel kararli bagka bir sistemlere yonlendirilmisse de
yonlendirilen sistemlerin iistel kararli olup olmadig1 hakkinda herhangi bir ispat yapilmamistir. Bu boliimde kontrolcii tasariminda
kullanilan kararli sistemler bir Lyapunov fonksiyonu yardimiyla irdelenmistir.

(1)-(4) sistemi (6)-(10) sistemine yonlendirilmistir. (6)-(10) sistemi i¢in agagidaki Lyapunov fonksiyonu kullanilsin.

A

w+w +w dxdy+_[cw Oytdy+jcw th)d}

- OL_,H

(59)
+5H 1+x W, dedy+5” 1+ y W ,w,dxdy.
Bu noktada Young esitsizligi kullamhrsa,
W2 Wt2 W>2, Wtz
(Wx+Wy)WtS—X+—+— — (60)
2 2 2 2

1
o< E secilmesi durumunda V1 fonksiyonunun pozitif tanimli olacagi agikardir. Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanildiginda

kiiglk O degerlerinde 6yle M,, M, >0 vardir ki;

muU, <V, <m,U, (61)
olur ki burada

11 1 1
U, :% ”(wf +W, +wt2)dxdy+jcow2 (O, y,t)dy+_|.cow2 (x,0,t)dx (62)
00 0 0

Bdylece secilen Lyapunov fonksiyonu zamana gore tirevlenirse;
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:[Wxthdxdy + j ijtwydxdy + j‘ j w,w,, dxdy + j j; w,w,, dxdy

o'—.H

_[ (0,y,t)w 0ytdy+jcwx0t) L (x,0,t)dx
’ (63)

(1+x [W W+ W W, +wayy]dxdy

+0

1
+5J.
0
1
(L+y)| Wy W, +ww,, +w,w, ] dxdy.

0

o*—.»—\ o'-—.r—\

Ucuncu ve doérdlncl integralde kismi integrasyon yapilir ise;

w,w, dxdy = J' w, w, |~ dy — [ [w,w,dxdy, (64)

N O'—.H
- ot—.._-

w,w,, dxdy = j W, WX| dy — I J' W, w, dxdy, (65)

o [ w?
w, wdx =—| — 66
o2 -

2
W2
(7] @

W, W, dx = 9
OX
0w

WyIWtdy = 5 7 (68)
o(w

w,w,, dy =5(7y] (69)

Dolayistyla (64)-(69) esitlikleri (63)’te kullanilir ise
1
\)%:I[wt (Ly.t)w, (Ly,t)—w, (0,y,t)w, (0, y.t)+c,w(0,y,t)w, (0,y,t)|dy
0
1
+.”:Wt(X,1,t) L (%L1)—w (%,0,t)w, (x,1,t)+cw(x,0,t)w (x,0, t)]dx
0
t o (w w r o(w W
+5_([£(1+ x){&[?+7ﬂdxdy+5£z[(l+ y){a(?+7y1|dxdy

+5ﬂ[ (L+x)wow,, +(1+y) w,w,, |dxdy

(70)

Bu noktada sinir degerlerdeki kosullar kullanilir ise;
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1 1 1
Vo —cl'[wt2 (1 y,t)dydy —(:IJ‘Wt2 (x,1,t)dydy + 5I[Wf (Ly.t)+ws (L, y,t)] dy
0 0 0

—gj[wf(o, y,t)+w (0, y,t)}dy—gjj[(wz+wf)]dXdy
10 ) 00 (71)
+5I[ (x,,t)+w; (X, 1t)}dx—§j[ W (X O,t)+w§(x,0,t)]dx

0 0

——”[ W + W )}dxdy+5” 1+ X)W, W, +(1+y) w,w,, |dxdy

denklemmm on terimi i¢in asagidaki ozdeshklerden faydali olacaktir.

o[ w?
W, W, dX = 5(_] (72)

WZ
W, W, dX = i(—y] (73)

(71) denklemi diizenlenilip (72) ve (73)’te elde edilenler de kullamldiginda;

Vo ( ~5(1+¢7) )_[W (1,y,t)dydy - ( s(1+cf) )IW (x,1,t)dydy

__I (0,y,t)+W2(0,y,t) ]dy— H[ 20 + W2 + W }dxdy
00

——I[W (x,0,t)+w; (x,0,t) dx+ _1[ 1+ x)w, (x,1,t)w, (x,l,t)}dx

0
1 (74)

5[[(1+x) L (%,0,t)w, x0t]dx+5j[1+y Ly t)w, (1yt)}dy

= O

5][(1+ y)w, (0,y,t)w, (0, y,t)} dy += > j(1+ X)W i: dx

0
+— jl+y dy——”w dxdy—5“ wdxdy
00

Siir degerler tekrar kullanilir ise sonugta

\é:—( 5(1+7Djw 1yt)dydy—(c —5(1+ ;Djw (x,L,t)dydy

__I (0, y,t)+w; ( Oyt dy—gﬁ[w + W, + W }dxdy
00

—E'([[Wf(x,O,t)+W§(x,O,t)]dx+5:[[(1+x L (xLt)w, (xlt)]d (75)

—5c§j(1+ X)w? (x,O,t)dx—écgj(lJr y)w?(0,y,t)dy

350 jxw (x,1t) dx+J'th (Ly.t)dy |.

seklini alir. Burada sadece son terimin isareti pozitiftir. Son terim irdelenirse;
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1 1 1
J.XWIZ (x,1t)dx < .|.|x|wf (x,L,t)dx < jwf (x,1,t)dx (76)

.[ywt 1,y,t dy<j|y| (Lyt) dy<_[w (Ly,t)dy an
0

Bu durumda Lyapunov fonksiyonunun zamana tiirevinin isareti ile ilgili (76) ve (77) esitsizlikleri (75) esitligi ile birlikte

irdelendiginde elde edilen sonu¢ O parametresine baghdir. (78) esitsizliginden de goriilecegi gibi O < kosulunun
C
saglanmasi durumunda fonksiyonun tiirevi negatif tanimli olur.
V< (c -5 (1+4c] )jw (1, y,t)dydy - (c -5 (1+4c]) )Iw (x,1,t)dydy
5Lt
__J[w 0,y,t)+Ww, (0,y,t) |dy - > ”[(wf + W +wf)]dxdy
00 (78)

—— || wZ (x,0,t)+ w5 (x,0,t) |dx— 5c 1+x w? (x,0,t)dx
w*(x,0,t)

—§COI 1+y)w?(0,y,t)dy.
0

O parametresinin kontrol tasarim parametresi oldugu diisiiniilse keyfi segilebilir. & < 5 kosulunun saglanmasi durumunda

1+4c;
olas1 bilyiik bir M degeri i¢in

_t
U, (t) < Me MU, (0) (79)
yazilabilir. Sonug olarak (61) ve (79) esitsizlikleri (6)-(10) hedef sisteminin iistel kararli oldugunu ispatlar.

Benzer bir ispat genellestirilmis ¢ok boyutlu sistem i¢in de asagidaki Lyapunov fonksiyonu yardimiyle elde edilebilir.

n

:%ﬁj(w +ZW jdx+c IZW (% =0,%,,t)dx, |+ 5} .1[ (14 Jw, w,dx,. (80)
0 0 5 o

i=i 0 i=0 |:1

3.2. Kelvin-Voigt séniimlii sistemi i¢in kararhlik analizi

Bir 6nceki boliimde incelenmis olan ¢ok boyutlu Kelvin-Voigt soniimlii sistem i¢in asagidaki (81)-(83) kararli sistemi hedef sistem
olacak sekilde secilmisti. Fakat (54)-(56) sisteminin kararlili§inin analizi bu noktaya birakilmis idi.

:Zn:Wx.x. X,t)+d- Z ot ( )—C-Zn:W(X,t)—C-d-Zn:Wt(X,t) (81)
i=1 i=1 i=1
w, (0,x,,t)=0, (82)

w(Lx,,t)=0. (83)
(81) denklemi igin

t)'lilxi(xi) (84)

Seklinde bir ¢6ziim Onerisinde bulunulur ve (81) denklemine yerlestirilir ise;
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T"+Co-_||-_+C0 noy )
T =Z = (85)
1+ — =
T

Denklemine ulagilir ki buradan T (t) =e% ve Xi (Xi ) = g™ ¢Oziim Onerisi ile karakteristik denklemler agagidaki gibi elde
edilebilir.

ol +o,[d(c,—4)]+(c,—2)=0, (86)
A = —[%Jr ninJ (87)

n
BuradaZﬂ,I = A ’dir. Boylelikle karakteristik denklem;

i=1

ol +o, d[co_zn:ﬂﬂj}+(co_iﬂ1]=0f (88)

[ n 2 n 2
ol+o. |d c0+2(%+ninj + CO+Z(%+niﬁj =0 (89)

i=
halini alir. Burada herhangi farkli degerler alinarak (89) denkleminin 6zdegerleri bir bilgisayar programi yardimiyla

incelendiginde Sekil 1’deki sonug elde edilmektedir.

Ozdegerlerin sanal ve gergel kisimlari
80 ~ — — =z — -

60 X X 4
40 X ]

20+ Ky

Im [r}]

20k x"
X X
x
x X |
a0} x X 4
| X
x
x« x "
-60 + 4
X X
-B0 - e + 4 i J
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 ]
Re[#]

Sek. 1. (81)-(83) kararh sistemin 6zdegerlerinin davranisi

Sistemin tiim 6zdegerlerinin seklin solunda kaldig1 gériilmektedir. Bu analiz yapilirken birisi disindaki tiim N, degerleri sifir alinip

6zdegerlerinin benzer ¢ikacagi (89) denkleminden anlasiimaktadir. Analiz esnasinda 0 =0.001 , ¢ =0 ve 10 gibi herhangi
pozitif tanimli kiiciik degerler alinmistir.

4. SONUCLAR

Bu calismada daha once tek dalga denklemi ile modellenmis sistemlerin kontrolii ¢ok boyutlu sistemler i¢in genellestirilmistir.
Se¢ilmis olan iki farkli dalga denklemi ile modellenmis sistem Oncelikle iki boyutlu durumda ve sonrasinda da ¢ok boyutlu
durumda irdelenmis ve sistemleri iistel kararlt bir hale yonlendirmek amacli kullanilmasi gereken kontrolciiler kismi tiirevli
denklemler igin geri adimlamali kontrolcii teorisi yardimiyla tasarlanmistir.
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Ardindan yonlendirilmek istenilen hedef sistemlerin kararliliklar1 incelenmis ve hedef sistemlerin iistel kararli olduklari
ispatlanmistir. Boylelikle bugiine degin ¢ok boyutlu sistemler i¢in elde edilmemis olan geri adimlamali kontrolcii ¢ok boyutlu
dalga denklemi ile modellenen sistemler icin de elde edilmis analitik olarak sonuglar net bir bi¢imde sunulmustur.
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