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Oz

Bu ¢alismada, parametrik esnek yari grup kavrami verildi. Ayrica bu kavramin temel 6ézellikleri
arastirildi ve sonuglar1 arasindaki iliskiler degerlendirildi.
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Parametric Soft Semigroups

Abstract

In this paper, the concept of soft intersection semigroup is given. Also, basic properties of this
concept are investigated and relationships between its results are introduced.
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1. Giris

Esnek kiime teorisi Molodtsov (1999) tarafindan belirsizliklerle basa ¢ikabilmek igin yeni bir
matematiksel ara¢ olarak ortaya konuldu. Esnek kime teorisi bircok yonu ile zengin bir
uygulama potansiyeline sahiptir. Bu uygulamalardan bazisi Molodtsov (1999) tarafindan kendi
oncii caligmasinda gosterilmistir. Son zamanlarda esnek kiime teorisi iizerindeki ¢alismalar
hizl1 bir sekilde ilerleme gostermistir. Maji ve ark. (2003) esnek kiime teorisinin uygulamalarini
tanimladilar ve esnek kiime teorisi tizerinde bir¢ok islemle ¢alistilar. Chen ve ark. (2005) esnek
kiimelerin parametre doniisiimleriyle ilgili yeni tanimlar ortaya koydular ve bu tanimlarin kaba
klime teorisi (Pawlak, 1982) ile olan iligkisini incelediler. Pei ve Miao (2005) esnek kiimelerle
bilgi sistemleri arasindaki iliskiyi tartistilar. Maji ve ark. (2001) tarafindan esnek kiumeler
bulanik alt kiimelere tasinarak bulanik esnek kiimeler tanimlandi. Bu sekilde esnek kiimeler
i¢in daha 6nceden bilinen tanim ve teoremler bulanik kiime yapisina uyarlanmis oldu.

Esnek kiimlerin cebirsel yapisi bazi bilim adamlari tarafindan incelendi. Ilk olarak, Aktas ve
Cagman (2007) esnek gruplarin yapisini inceleyerek, esnek gruplarin bulanik alt kiimeler ve
kaba kiimelerle olan iliskisini degerlendirdiler. Ayrica Molodsov’un esnek kiimelerle ilgili
tanimini kullanarak esnek gruplarin bazi 6zelliklerini ortaya koydular. Jun (2008) esnek BCK-
BClI cebirlerini tanimladi ve bununla ilgili ¢alismalar yapti. Feng ve ark. (2008) esnek yar1 halka
kavramini ifade ettiler ve esnek kiimeler i¢in mevcut olan 6zellikleri yar1 halka yapisina
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uyarladilar. Ali ve ark. (2009) esnek kiimeler icin bilinen (1, U gibi cebirsel yapilari yeniden
duzenleyerek esnek kiimelerde yeni ifadeleri olusturdular. Celik ve ark. (2011) esnek kiimeleri
halka yapisi {lizerinde ele aldilar, esnek halka ve esnek ideal kavramlarini ortaya koydular.
Aslam ve Qurashi (2012) esnek grup kavramini genislettiler ve normal esnek grup, devirli
esnek grup, degismeli esnek grup gibi yeni yapilar1 tanimladilar. Feng ve ark. (2013) esnek
kiimeler iizerinde kongriians bagmtisin1 tanimladilar ve bu bagintiy1 yar1 gruplar iizerinde
incelediler. Ali ve ark. (2010) bir yar1 grup lizerinde esnek ideal, esnek quasi ideal ve esnek bi
ideal kavramlarini ortaya koydular ve bunlara ait temel 6zellikleri aragtirdilar.

Bu ¢aligsmada biz parametrik esnek yar1 grup kavramini vererek bu kavramin temel 6zellikleri
ve sonuglar1 arasindaki iliskileri degerlendirdik.

2. Genel Bilgiler

Tammm 2.1. S# @ ve “’*’’ S {izerinde tanimli bir ikili islem olsun. Eger her a,b,c €S i¢in a *
(b*c) = (axb)=ciseS yebir yari grup denir.

Tanmm 2.2. (S,*) bir yar1 grup ve A# @ CS olsun. Eger A*ACA ise A ya S’nin bir alt yar1
grubu denir. Eger A*ScA ise A ya S nin sag ideali, S*ACA ise A ya S nin sol ideali denir.

Tanmmm 2.3. (Cagman ve Enginoglu, 2010) U+ @ bir evren E¥ @ ve AC E olsun. U
uzerinde, f,: E— P(U) doniisiimii ile verilen (f,,E) ikilisine U Uzerinde bir esnek kiime denir.

fa= {(x'fA(X)) tx €E, fu(x) € P(U)}

Tamim 2.4. (Cagman ve Enginoglu, 2010) f, , fz € S(U) olsun. VX€eE i¢in f,(x) € fg(X) ise
fa ya fg nin bir esnek alt kiimesi denir ve f, € fg seklinde gosterilir.

Tamim 2.5. (Cagman ve Enginoglu, 2010) f, , fz € S(U) olsun. VX€E i¢in f,,5(X) = fa(X) U
fs(X) olmak Uzere f, U fz = faup seklinde tanimlanan f,; U fg esnek kiimesine f, ve fg nin
birlesimi denir.

Tamim 2.6. (Cagman ve Enginoglu, 2010) f, , fz € S(U) olsun. VX€E i¢in f1n5(X) = fa(X) N
fs(X) olmak Gzere f4 N fz = fanp seklinde tanimlanan f,; N fz esnek kiimesine f, ve fz nin

kesisimi denir.

Tammm 2.7. (Cagman ve Enginoglu, 2010) f, , fz € S(U) olsun. V(x,y) €EEXE igin
farg OGY)= fa(X) N f5(y) olmak Uzere fyAfg=fap seklinde tanimli f, A f5 esnek kimesine f,
Ve fp nin A- arakesiti denir.

Tamim 2.8. (Celik ve ark., 2011) f4, fz €S(U) olsun. ¢:A—B bir fonksiyon olsun. f; nin ¢
dontisiimii altindaki goriintiisii ¢(f,) ile gosterilir ve her beB igin

(U{fa(a):a€eAvep(a)=b}, egerqp 1(b)+ 0
(q)(fA))(b)_{ ) ! diger durumda

seklinde tanimlanir.
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fz nin @ altindaki ters goriintiisii ¢~ *(f;) ile gosterilir ve her a€A icin (¢~ (f3))(a) =
f5(p(a)) seklinde tanimlanir.

Tanmim 2.9. f, € S(U) ve y CU olsun. {x € A: f;(x) 2 y } kiimesine f, nin y-seviye kiimesi
denir ve U(f,;y) ile gosterilir.

Tamim 2.10. f; ve g U izerinde esnek kiimeler olsunlar. Her x,y,z € S igin;

Jtrong@y  x=yziken
f.; ° gS = X=yz
1) diger durumda

seklinde tanimlanan f; o gs  ye f; ve g, nin parametrik esnek ¢arpimi denir.

Ornek 2.1. S = {a, b, ¢, d} yar1 grubu asagidaki gibi tanimlansin:

o o T 9

0 o o o W
o o o v T
o o 9 ©» o
o o o o o

U=D;={< x,y >:x3 = y? = ¢, xy = yx?}={e,x, x%, vy, yx, yx?}
fs(@ = {e,x,y,yx}, s(b) = {e,x,y%}, f5(0) = {e,y,yx?}, fu(d) = {e,x,x%, ¥}
gs(@) ={e,y,¥%}, gs(b) = {e,x,yx}, g5(c) = {e,yx, yx*}.g5(d) = {e, y, yx}
b =cc, b =dc, b= dd oldugundan,
fs © gs(b) = {fs(c) N gs(c) } U {fs(d) N gs()} U {£s(d) N gs(D} ={e, y, yx, yx?}
Benzer sekilde f; o g5 (@) = {e, x,y,yx} Ve f; o gs(c) = fs © gs(d) = @ dir.
Onerme 2.1. f; , gs , hs € S(U) olsun. Bu takdirde;
i) (fs © gs) © hs = fs © (gs © hs)
i) f09s# gsofs
i) fe(gs VU hs)=(fs°95) U (fs o hy)

(fs U gs) @ hs =(fs © hs) U (gs  hs)

V) foo(gsNhs)=(fs°95) N (fs o hs)
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(fs N gs) © hs =(fs © hs) N (gs ° hs)
V) Eger f; C gsise fsohy © gsohs Ve hgo fy € hg o g,
vi) ts,ls €ES(U) ikent, € fyvel, € gsisetsols & fio0gs
Tanim 2.11. X < S olsun.

U xeXise
Sx(x) = {(D, x & X ise

seklinde tanimlanan Sy fonksiyonuna X’in karakteristik fonksiyonu denir.
Agikea goriiliiyor ki esnek karakteristik fonksiyon U {izerinde bir esnek kiimedir.

Onerme 2.2. X,Y S yar1 grubunun bostan farkli alt kiimeleri olsun. Bu takdirde asagidaki
ozellikler gecerlidir:

) X CYise Sy € Sy dir.

||) SX n SY:SXﬂY ve SX V) SY:SXUY
“l) SX o Sy:SXy

3. Parametrik Esnek Yari Gruplar

Bu bélimde parametrik esnek yart grup kavramini verecegiz, bu kavrama ait bazi temel
ozellikleri arastiracagiz ve sonuglari arasindaki iligkiyi ortaya koyacagiz.

Tamm 3.1. S bir yar1 grup ve f;,U Uzerinde bir esnek kiime olsun. Her x,y € S igin
fs(xy) 2 f(x) N f;(y) ise f;ye S nin parametrik esnek yarigrubu denir. Parametrik esnek
yar1 grubu kisaca PE-yar1 grup olarak yazacagiz.

Ornek 3.1. S = {a, b, ¢, d} 6rnek 2.1 deki gibi bir yar1 grup olsun.

fs,» U = S5 simetrik grubu izerinde bir esnek kiime olsun.

fs(@) = {(1),(123), (132), 12)}, fs(b) = {(123),(12)},

f:(c) = {(12)}, f;(d) = {(123)} seklinde tanimlanan f; esnek kiimesi U (zerinde bir PE-
yar1 gruptur.

Simdi, U = {[i 8] ' X, yeZ4} seklinde 2x2 tiirlinde matrisini tanimlayalim.

U Uzerinde g, esnek kiimesi asagidaki sekilde tanimlansin.
s@={g ol oz oz o} e®={g o ol
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9@ ={ly ol ol'l5 o) 5@ ={ly ol [z of

gs(dc) 2 gs(d) N gg(c) oldugundan gg, U izerinde PE-yar1 grup degildir.
Eger her x € Sicin f;(x) = U ise f; U Uzerinde bir PE-yar1 grup tur.

Bu sekildeki PE-yar1 gruplart S ile gosterecegiz. Agikca S = Sg dir. Yani her x € S igin
S(x) = U dur.

Onerme 3.1.
) SoScCS
i) LoSCSve Sof,CS
i) LUuS=S§
iv) NS =f

Teorem 3.1. f;, U Uzerinde esnek bir kime olsun. f;, U Uzerinde PE-yar1 gruptur < f; o

fs € fs.

Ispat: f,, U Uzerinde PE-yar1 grup olsun. aeS alalim.

Eger, (fs o fs)(a) = @ise (fs o fs)(a) € f;(a) dir. Boylece f; o f; € f; dir.
Diger durumlarda;

x,y € S alalim dyleki a = xy olsun. f;, PE-yar1 grup oldugundan,

(fs © £)(@) = Ua=xy (fs(x) N f5 (1)) € Ug=ny f5 (xy) = Ua=xy fs (@) =f5(a)
Boylece, f; o f; € f; dir.

Tersine, f; o f; € f; olsun. x,y € S ve a = xy alahm.

fs(xy) = fs(@) 2 (fs © f)(@) = U FG)nf () 2 ) 0 £0)

a=xy
fs(xy) 2 fs(x) N f;(y) oldugundan f; , U Uzerinde PE-yar1 gruptur.

Teorem3.2. X # @ € S. X, S nin alt yar1 grubudur < Sy, S nin PE-yar1 grubudur.
Ispat: Varsayalim ki, X, S nin alt yar1 grubu olsun. O halde XX < X dir.

Onerme 2.2 den Sy o Sy = Syy € Sy yazariz.

Boylece Teorem 3.1 den Sy, U Uzerinde PE-yar1 gruptur.
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xeXX ve Sy, S nin PE-yar1 grubu olsun. Teorem 3.1 den Sy (x) 2 (Sx o Sx)(x) = Sxx(x) =
U.

Anlasiliyor ki, Sy(x) = U. Bunun sonucu olarak xeX dir. Béylece XX € X ve X, S nin alt
yar1 grubudur.

Onerme 3.2. fyve fr, U lizerinde PE-yar1 grup olsun. Bu takdirde f; A f de U lizerinde PE-
yar1 gruptur.

Ispat: (x1,y1), (x2,¥,) € S X T olsun.

fsar (X1, ¥1), (X2, ¥2)) = fsar(X1%2, ¥1¥2)
= fs(axz) 0 fr(y1y2)
2 (fsCe) 0 fs(e)) 0 (fr ) 0 fr(v2)
= (fs(x) 0 fry)) 0 (fs(x2) 0 fr(2))

= foar (X1, Y1) N foar (X2, ¥2)

Buradan, fs,r de U Uzerinde PE-yar1 gruptur.

Tamim 3.2. fsve fr, U Uzerinde PE-yar1 grup olsun. fsve f; nin parametrik esnek Kartezyen
carpimi fg X fr=fsxr seklinde tanimlidir ve bitiin (x, y) € S X T icin foyr(x, ¥) = fo(x) X

fr(y) dir.

Onerme 3.3. fsve fr, U lzerinde PE-yar1 grup ise fy X fr de U x U lzerinde PE-yar
gruptur.

ispat: Tamim 3.2°den fy X fr=fexr dir.

BUN (x,Y) € S X T igin feur (x,y) = fs(x) X fr(y) dir.

Simdi, (x5, ¥1), (x3,¥,) € S X T alalim;

foxr ((x1,¥1), (X2,¥2)) = foxr (X1X2,¥1Y2)
= fs(ax2) X fr(ny2)
2 (fs(x) 0 £5(x2)) X (fr 1) 0 fr(32))
= (fs(e) X fr ) 0 (fs(x2) X fr (v2))
= for (1, Y1) N foxr (2,32)

Buradan, fs X fr=fsxr de U X U Uzerinde bir PE-yar1 gruptur.
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Onerme 3.4. £, ve hg , U Uizerinde PE-yar1 grup ise f; N hg de U iizerinde PE- yari gruptur.
Ispat: x,y € S alalim.
(fs N ko) (xy) = fs(xy) N hs(xy)

2 (fs(x) N £s()) N (hs(x) N hs(¥))

= (s(x) N hs(x)) N () N hs(¥))

= (s N h)(x) N (fs N hs)(Y)
Boylece, f; N hg de U zerinde PE-yar1 gruptur.
Onerme 3.5. f,,U uzerinde esnek kiime olsun. Im(f,) = {B € U: f,(x) = B, xeS icin}
olmak lzere p € Im(f;) < U olsun. Eger f;, U Uzerinde PE-yar1 grupsa U(f;; ) da S’nin
alt yar1 grubudur.
Ispat: Bazi x € S icin f;(x) = B oldugundan U(f;; B) # @ < S dir.
x,y € U(fs; B) alalim. f;(x) 2 B ve f,(y) 2 f dur.

Bizim ihtiyacimiz olan xy € U(f;; B) oldugunu gostermektir. f;, U lzerinde PE-yar1 grup
oldugundan;

fi(xy) 2 f,(x)n f;(y) 2 B n B = B.Buradan xy € U(f;; B) dir.

Tamm 3.3. f;, U lizerinde PE-yar1 grup olsun. Bu takdirde U(f;; B) alt yar1 gruplarma f;
nin B alt yar1 gruplar denir.

Onerme 3.6. f;, U lzerinde esnek kime, her B € U icin U(f;; B), f, nin B-alt yar1 gruplar
ve Im(f;) bir sirali kiime olsun. Bu takdirde f;, U lizerinde bir PE-yar1 gruptur.

Ispat: x,y € S, f.(x) = B4, f(y) = B, ve B; S B, olsun.
Buradan xe U(f;; B1) ve y € U(fs; o) dir.

B1 € B2, x,y€U(fs; B1) ve U(fs; B), S nin bltin g € U igin alt yar1 grup oldugundan
xyeU(fs; By) dir.

Buradan f;(xy) 2 a; = a; N a, = f;(x) N f;(y) dir.
Boylece f;, U lzerinde PE-yar1 gruptur.

Onerme 3.7. f ve fr U Uzerinde esnek kiimeler. ¢, S den T ye bir yar1 grup izomorfizmasi
olsun. Eger fs, U lizerinde PE-yar1 grup ise ¢ ( fs) de PE-yar1 gruptur.
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Ispat: t;,t, € T olsun. ¢ 6rten fonksiyon ve s;, s, € S olsun. Oyleki ¢(s;) = t;, o(s,) =
t, dir.

o(fs)(tity)=

_ U{fs(s):s €S, ¢(s) = tity}

= U{fs(s):s €S, s=¢ (tt)}

= Jserses,  s=07(0(s150) = 15
- U{fs(slsz):si €S, o(s) =t;,i=12)

> U{fs(sl) Nfils):si €S, @(s) =t;,i =12}

= (U{fs(so:sl €5,¢(s = t}) N (U{fs(sz):sz €5,9(s; = 1})

= (@(f)) (1) N (@ (f5)(t2)

Boylece ¢(f;), U lzerinde PE-yar1 gruptur.

Onerme 3.8. fs ve fr U Uzerinde esnek kimeler olsun. ¢,S>den T’ ye bir yari grup
homomorfizmasi olsun. Eger fr, U Uizerinde PE-yar1 grup ise ¢ ~1(fr) de PE-yar1 gruptur.

Ispat: s;,s, € S olsun.
(07 () (s152) = fr(0(s1s2))
= fr(9(s)9(s2))
2 fr(@(s)) N fr(9(s2))
= (@ (f(s) N (@7 () (s52)

Buradan, ¢ ~1(f7) nin de U Uizerinde PE-yar1 grup oldugu goriiliir.
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