Ankara University, Journal of Faculty of Educational Sciences, year: 2007, vol: 40, no: 2, 295-319

Undergraduate Students’ Mathematical Proof Processes
in a Calculus Course: A Case Study

Meltem SARI* Arif ALTUN* Petek ASKAR™

ABSTRACT. This qualitative case study is designed to
determine students’ views on and processes of constructing proofs.
The participants were two females and one male freshman students in
a mathematics teacher training program. The participants were
selected representing their proficiency level in Intro to Analysis Il as
low, medium and high achievers. Data were gathered through
classroom observations, structured interviews and papers where
students reflected their proof processes. The data were analyzed
through content analysis by using a qualitative analysis software
program, Nvivo 7. The findings describe students’ proof schemes and
approaches, as well as display the patterns in showing the relationship
between proof schemes and approaches.
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SUMMARY

Purpose and significance: The purpose of this study is to determine
students’ views on and processes of constructing proofs. Existing literature
reports students’ views and ideas about proof (e.g., Raman, 2003), thinking
styles (e.g., Almeida, 2000), approaches to proof production (e.g., Weber,
2004b) and their proof schemes (e.g., Harel&Sowder, 1998). It is crucial to
investigate students’ difficulties in constructing proofs in order to guide
students on the way of acquiring proof construction and to develop
instructional materials. Therefore, there is a need to conduct cognitive-based
research (see, Hart 1994, cited in Weber, 2001). In this study, students’ proof
construction processes were investigated to explore the cognitive patterns
between their proof production approaches and proof schemes.

Methods: This case study has been conducted in Intro to Analysis Il
course with freshmen in the department of mathematics education during
2006-2007 academic year. The participants were selected representing their
proficiency level in Intro to Analysis Il as low, medium and high achievers.
Data were gathered through classroom observations, structured interviews
and papers where students reflected their proof processes. Researcher
attended the course throughout the semester and kept observational notes to
describe the course flow and classroom environment. Two structured
interview sessions were held with students about their views on proof
construction and the course itself. In the first interview, a pre-prepared
interview form was used whereas in the second interview, a mathematical
theorem was given to students to construct its proof. The interview sessions
were video and tape recorded. The data were transcribed and entered into
Nvivo 7 qualitative software analysis program. A content analysis has been
done to observe the emerging codes in students’ views on proof production
process and proof schemes.

Results: The findings indicate that high achiever participant tended to
use transformational proof scheme and reached a valid proof by using
syntactic proof production. Medium achiever participant started with
inductive and switched to transformational proof scheme toward the end. He
reached a valid proof by using procedural proof production. Low achiever
participant performed both authoritative and perceptual proof scheme
characteristics. She used procedural proof production, yet did not reach a
valid proof.

Discussion and Conclusions: The findings support the idea that
students’ success in Intro to Analysis course is parallel to their proof
construction success. This finding can be interpreted as students’ approach to
the course might be related to their approach to proof construction. This
study is limited to a single theorem with three participants at three different
levels; therefore, more research is needed to further explore the patterns in
students’ proof construction processes with different variables.
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Universite Ogrencilerinin Analiz Dersi Kapsaminda
Matematiksel Kanmitlama Siirecleri: Ornek Olay
Calismasi

Meltem SARI* Arif ALTUN*" Petek ASKAR™

OZ. Bu calismanin amact 6grencilerin kanitla ilgili goriislerini
belirlemek ve kanitlama siireglerini  incelemektir. Nitel olarak
desenlenen bu caligma bir durum caligmasidir. Calismaya ikisi kiz biri
erkek ii¢ 6grenci katilmis, hepsi matematik dgretmenligi birinci sinif
ogrencileridir. Katilimcilar, Analize Giris II dersi kapsaminda diisiik,
orta ve yiiksek basar1 gosteren Ogrenciler olarak calismaya
secilmiglerdir.  Veriler, ders gozlemleri, 06grencilerle yapilan
goriismeler ve goriismede sorulan ifadeyi kanitladiklari kagitlardan
olusmaktadir. Verilere igerik analizi uygulanmis ve gériismeler Nvivo
7 programinda kodlanmistir. Calismada &grencilerin sahip olduklar
kanit semalar1 ve kanit yapma yaklagimlar1 belirlenmis, farkli basari
seviyesindeki  Ogrencilerin  kanit semalar1 ve kanit yapma
yaklagimlarmin arasinda nasil bir biligsel oriintli oldugu arastirilmistir.

Anahtar sozciikler: analiz dersi, kanit, matematik egitimi,
iniversite 6grencileri
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GIRIS

Bugiin anlasildign anlamiyla kamtin kaynagimi M.O. IV. yiizyilda
yaymlanan, Euclid’in “Elements™i olusturmaktadir. Matematiksel kanit; bir
sonucu dogrulamak, baskalarini bilgilendirmek ve bu bilgiye ikna etmek, bir

sonu¢ bulmak ve sonuglar1 tiimdengelimsel bir sistem igine yerlestirmek igin
kullanilir (Almeida, 2003).

Matematik kanitlama disiplinidir ve bu 06zelligi matematik ile diger
disiplinler arasindaki temel farki agiklar. Aksiyomlar, tanimlar, varsayimlar,
teoremler ve teoremin kanitlar1 bilimsel bir disiplin olarak matematigin yap1
iskeletini  olusturur  (Heinze&Reiss, 2003). Matematik derslerinde
kanitlamanmin 6nemi ve rolii nedeniyle, Ozellikle yiiksek matematik
ogreniminde, iizerinde olduk¢a zaman harcanan bir konudur. ileri diizey
matematik derslerinin Oncelikli amaci, 6grencilere kanitlama becerisini
kazandirmaktir ve 6grencilerin kanitlamadaki yeterlikleri, performanslarinin
bir degerlendirmesi olarak goriilir (Weber, 2001). Matematiksel kamtlama
bu kadar 6nemli olmasina ve lisans egitiminde lizerinde durulmasina ragmen
iiniversitede yiiksek matematik goren Ogrenciler kanitlamada giiglik
¢ekmektedirler (6rn. Moore, 1994; Harel&Sowder, 1998; Dreyfus, 1999;
Almeida, 2000; Jones, 2000; Weber, 2001; Recio&Godino, 2001; Weber,
2004b; Stylianides, Stylianides and Philippou, 2007).

Son yillarda, matematik derslerinde akil yiirlitme, kanit ve muhakeme
gibi konular, matematik egitimi arastirmalarinda 6n plana g¢ikmaktadir
(Heinze&Reis, 2003). Yurtdisinda, 6grencilerin, 6gretmen adaylarinin ve
Ogretmenlerin kamt ile ilgili gorislerini, kabullenmelerini ve kanitlama
siireglerini ortaya ¢ikarmaya yonelik olarak ¢ok sayida arastirma yapilmigtir
(6rn. Jones, 1997, Harel&Sowder, 1998; Almeida, 2000; Jones, 2001;
Recio&Godino, 2001; Raman, 2001; Weber, 2001; Knuth, 2002; Raman,
2002; Almeida, 2003; Raman, 2003; Solomon,2006; Stylianides, Stylianides
and Philippou, 2007) . Ogrencilerin kanitlamada karsilastiklar1 giigliiklerin
nedenlerini belirlemeye yonelik calismalar, lise ve {iniversite diizeyinde,
ogrencilerin sadece kanitlamada degil, kanitin ne oldugunu hatirlamada bile
zorluk yasadigimi gdstermektedir (6rn. Chazan, 1993, Moore, 1994; akt.
Raman, 2003). Ulkemizde ise bu alanda yapilmis sirli sayida calisma
bulunmaktadir. Ozer ve Arikan (2002) ¢alismalarinda lise iki dgrencilerinin
kanitlama becerilerinin istenilen diizeyde olmadigini gézlemislerdir. Benzer
sekilde Giliven, Celik ve Karatag (2005) ortadgretimde Ogrenim goéren
cocuklarin farkli geometri konularinda kanitlama becerilerinin yetersiz
oldugu sonucuna ulasmislardir. Ogretmen adaylari ile yapilan calismada ise
Ogretmen adaylarinin kanitlamaya yonelik goriislerinin tam olusmadigi,
kanitlamanin matematik ve matematik Ogretimi acisindan Onemini
bilmedikleri goriilmiistiir (Moral, Ugurel, Tiirniikli ve Yesildere, 2006).
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Aydogdu, Olkun ve Toluk (2003) alti, yedi ve sekizinci siiflardan
dorder Ggrenci ile  gergeklestirdikleri  galigmalarinda, ilkogretim
Ogrencilerinin ¢dzdiikleri matematik problemlerinin dogrulugunu gosterirken
Harel ve Sowder’m (1998) simiflamasma gore hangi kanit semalarini
kullandiklarint aragtirmiglar ve Ogrencilerin digsal, deneysel ve analitik
semalardan {iglinii de kullandiklarini gézlemislerdir.

Weber (2001), dgrencilerin ileri matematik konularinda kanit yapma ile
ilgili yasadiklar1 giigliikleri, yapilan ¢aligmalar dogrultusunda, iki agidan
degerlendirmektedir. Bunlardan ilki, Ogrencilerin matematiksel kanitin
nelerden olustugu hakkinda dogru bir fikre sahip olmadiklar: diigiincesidir.
Ornegin, baz1 ogrencilere gore, teoremin bir veya birka¢c oOrnek igin
dogrulugunu gostermek yeterli bir kanittir. Ikinci olarak, &grenciler bir
kavrami veya teoremi anlamada ve sistematik olarak bunu uygulamada eksik
kalabilmektedirler. Ogrencilerin bir gergegi veya teoremi hatirlamasi, bunu
uygun sekilde uygulamalarini saglamamaktadir.

Moore (1994) ise matematik veya matematik egitimi okuyan tiniversite
ogrencileri ile yaptigi ¢alismasinda, 6grencilerin kamitlamada karsilastiklari
glicliiklerin kaynagini belirlemeye ¢alismig ve bunlarin en 6nemlilerinin 1)
kavrami anlama 2) matematiksel dil ve notasyon ve 3) kanita baslama

oldugunu gérmiistiir.

Raman (2003) {niversite Ogrencileri ve Ogretmenlerinin kamta
bakiglarini incelemis ve kisilerin kanitlama ve kaniti1 degerlendirmelerinde
ti¢ farkli diisiince bigimi tanimlamustir. Bunlar, bulussal diislince, prosediirel
diisiince ve anahtar disiince olarak isimlendirilmistir. Bulussal (heuristic)
diisiince informal anlamalara dayanir. Ornegin, deneysel veriye dayandirilir
veya sekille gosterilir. Anlamli olabilir ama formal kanita gotiirmez.
Bulussal diistince bir seyin dogru olduguna dair bir his verir ama ikna etmez.
Prosediirel diisiince ise kanmitlamada kullamlir ve informal anlamalarla
baglanti kurmaksizin, mantik ve formal kanita gotiiren formal
manipiilasyonlara dayalidir. Prosediirel diisiince bir seyin dogru oldugunu
gosterir ikna hissi verir ama anlama hissi vermez. Anahtar diisiince, uygun
mantiksal gecerlikle birlikte formal kanita doniistiiriilebilen bulugsal
diisincedir. Hem anlama hem de ikna hissi verir. Bulugsal diisiince 0zel,
prosediirel diisiince geneldir ve anahtar diisiince bunlarin ikisi arasinda
baglant1 saglar.

Almeida (2000), {niversite Ogrencileriyle yaptigi c¢alismasinda,
goriigmelerin sonunda Ogrencilerin kanitla ilgili algilarin1  dort tipte
siniflandirmustir.

Tip A: Ogrenci formal kanitin gerekliligini kabul eder ve informal
kanit1 red eder.
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Tip B: Ogrenci formal kamtin gerekliligini kabul eder ancak formal
kanitlarda usta olana kadar gegici olarak informal kanitlar1 kullanir.

Tip C: Ogrenci sezgisel ve deneysel argiimanlar1 kanit olarak kabul
eder.

Tip D: Ogrenci formal kanitin gerekliligini kabul eder ama genellikle
bunu sembolik manipiilasyon olarak goriir.

Weber (2004b) de ileri matematik derslerinde lisans Ogrencilerinin
kanitlamada kullandiklar1 farkli yaklagimlar1 tammlamaya calismistir. Bu
yaklasimlar: prosediirel kanit yapma, sentaktik (syntactic) kanit yapma ve
semantik kamit yapma olarak belirlenmistir. Prosediirel kanit yapma, kisinin
Ongoriilmiis olan eylem ve siirecleri takip ederek kanit olusturmasidir ve kisi
bu sekilde gegerli bir kanit olusturacagina inanir. Ogrenci kanit1 prosediirel
olarak yaptiginda, elde ettigi sonucun kamtlanmasi gereken durumu nasil
gosterdiginin farkinda olabilir veya olmayabilir. Sentaktik kanit yapma ise
dogru bir sekilde ortaya konan tamimlarin ve iligkili diger gergeklerin,
mantiksal olarak kabul edilebilir bir yolla manipiile edilmesiyle yazilan
kanittir. Sentaktik kanit yapmada kanitlayan kisi diyagramlar1 veya formal
olmayan gosterimleri kullanmaz. Semantik kanit yapma siirecinde kanitlayan
kisi yaptig1 formal ¢ikarimlari 6ne siirmek ve ifade etmek i¢in durumun
uygulandigi matematiksel nesnelerin gdsterimlerini  kullanir. Mesela
{1,0,1,0,1,...}dizisinin yakinsak olmadigini kartezyen diizlemde c¢izerek
gosterir (bkz., Weber, 2004a; Weber, 2004b; Weber&Alcock, 2004).

Kanitlama ile ilgili farkli diisiinceler ve yaklasimlar olsa da, bir durumu
kanitlamalar1  istendiginde profesyonel matematik¢ilerin  ve uygun
yeterlikteki matematik  Ogrencilerinin  hepsinin, kanitlanan durumla
sonuclanan ve mantiksal gegerligi olan bir argiiman ortaya cikarmak gibi
ortak bir amaci vardir. Ancak, 6grenenlerin genel bilgileri ve kanitla ilgili
bilgileri ayni olmayabileceginden (6rn., iiniversite Ogrencilerinin kanit
kavrami lise Ogrencilerinkinden; gilinlimiiz matematikgilerinin  kanit
kavramlar1 da eski donemlerdeki matematik¢ilerinkinden farklidir, bkz.,
Harel & Sowder, 2007), bu amaca ulasirken farkli siirecler kullanabilirler
(Weber&Alcock, 2004).

Harel ve Sowder (2007) bir kisinin veya toplulugun kanit kavramini
acgiklamak i¢in kanit semasi terimini tanimlamuislardir. Kanit semasi; kisinin
kendini ve digerlerini bir matematiksel durumun dogruluguna veya
yanlighigina ikna etmede kullandig1 argiimanlardir. Harel ve Sowder (1998)
kanit semalarini su sekilde siniflandirmiglardir:

Dugsal ikna kamit semalari: Kisi kendini ve digerlerini digsal bir sey
kullanarak ikna eder. Ug siifa ayrilir.
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= Otoriter kanit semast: Kisi Ogretmenin, kitabin veya bagka bir
otoritenin sdyledigine dayali olarak ikna olur.

= Ritiiel (ritual) kamit semasi: Burada ikna edicilik, kanitin icerigine
degil bigimine dayalidir.

= Sembolik kanit semasi: Sembolik kanitta ikna edicilik, anlamini
bilmeden sembolik manipiilasyonla olur.

Deneysel kanit semalari: Deneysel kanit semalari tiimevarimsal veya
algisal olabilir.

» Timevarimsal kanit semasi: Bu kanit semasina sahip olan dgrenci,
genel durumun dogruluguna ikna edici delil olarak, bir veya daha ¢ok
ornegi gbz oniinde bulundurur, argiimanlar 6zel durumlara ve orneklere
dayanuir.

» Algisal kamit semasi: Ogrenci, tiimdengelimden saglanmans,
yetersiz zihinsel gosterimlere dayali ¢ikarimlar yapar ve bu ¢ikarimlarin
kendisi ve digerleri i¢in ikna edici oldugunu disiiniir.

Analitik  (¢tkarimsal-tiimdengelimsel) kanmit semalarr: Doniistimsel
veya aksiyomatik olabilir.

= Doniistimsel (transformational) kanit semasi: Bu kanit semasinda
ogrenci kendini ve bagkalarmi g¢ikarimsal bir siiregle ikna eder. Bu
siiregte 0grenci genellenebilir durumlar1 géz dniinde bulundurur; amaca
yonelik zihinsel operasyonlar1 uygular; tamimlar, teoremler ve sekiller
arasinda gecisler yapar. Ug 6zelligi vardir: genellenme, operasyonel
diisiinme ve mantiksal ¢ikarim.

= Aksiyomatik kanit semasi: Bu sema, doniisiimsel kanit semasinin
ozelliklerine sahiptir ve bu ozelliklere ek olarak 6grenci, matematiksel
sistemlerin kamtsiz olarak kabul edilen durumlara dayandigini fark eder
(bkz., Housman&Porter, 2003; Harel&Sowder, 1998; Harel&Sowder,
2007; Knapp, 2005 ).

Biitiin bu c¢alismalara bakildiginda ¢esitli modellerin ve kanit
yaklagimlarmin ortaya konmus oldugu goriilmektedir. Caligmalar,
Ogrencilerin kanit1 algilayislarini, kanitlamadaki diisiinme bigimlerini, kanit
yapma yaklasimlarmi ve sahip olduklar1 kanit semalarmi tamimlamaya
yoneliktir. Hart’a gore (1994) Ogrencilerin kamitlama siireglerini ve bu
siirecte diistiikleri hatalarin nedenlerini dogru bir sekilde ortaya koyabilmek
icin kanitlama ile ilgili, Ogrencilerin diisiinme siireglerini incelemeye
yonelik, biligsel tabanli ¢alismalar yapilmasi gerekmektedir (akt. Weber,
2001).
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Ayrica, Ogrencilerin ¢ogu nasil kanitlayacagini, kanitlamaya nerden
baglamasi gerektigini, kanitlama siirecinde kullanmasi gereken kavramsal
bilgileri, tanimlar1 ve bunlar1 nasil kullanmasi gerektigini bilmemektedir.
Ogrencilerin  kanitlarken diistiikleri hatalarin nedenini anlamak icin
Ogrencilerin kanitlama siireglerini incelemek gerekmektedir (Weber, 2001).
Dolayisi ile bu galigmada farkli basar1 seviyesindeki 6grencilerin kanitlama
stirecleri incelenmistir. Bu amagcla, bu ¢alismada “6grencilerin kanit yapma
yaklasimlar1 ve kanit semalarinda nasil bir biligsel oriintli bulunmaktadir”
sorusuna cevap aranmistir.

YONTEM
Arastirmanin Baglanm

Calisma 2006—2007 akademik yili bahar doneminde matematik egitimi
anabilim dali birinci sinif dgrencileriyle Analize Girig II dersi kapsaminda
yiiriitiilmiistiir. Dersler haftada iki giin ve {iger saat olarak 12 hafta boyunca
stirmiistiir. Analize Giris dersi haftada 4 saat teorik, 2 saat uygulamali olarak
yapilan, birinci sinifin en yogun dersidir. Ders giiz donemindeki Analize
Girig I dersinin devamui niteligindedir.

Gozlem yapilan ders, ileri matematik derslerinin aligilmig yapisina
uygun olarak, 6gretmenin gerekli bilgileri vermesi, konuyu anlatmasi ve
ogrencilerin not almasi seklinde ilerlemektedir. fleri matematik derslerinin
genellikle “tanim-teorem-kamit” bi¢iminde islendigi gibi bir ortak kani
bulunmaktadir (Weber, 2004c). S6z konusu derste de, 6gretmen, tanim ve
teoremleri verip kanitlar1 agiklayarak yapma ve konu igerigine bagh olarak
degisik tiirde sorular ¢dzme bigiminde bir Ogretim uygulamustir. Dersin
teorik kisimlarinda, 6gretmen anlatirken dgrenciler not tutmakta, uygulama
agirlikli bolimlerde ise Ogretmen tahtaya sorular yazip ¢dzmektedir.
Ogrenciler bazen anlamadiklar1 yerleri sorarak veya ogretmenin sordugu
sorulara oturduklar1 yerden yanit vererek derse katilmaktadirlar (Gozlem
notu).

Weber’e (2004c) gdre matematik dersinin amaci; O6grencileri, ilgili
konudaki matematiksel kavramlarla ayrintili kanitlar yapabilecek duruma
getirmektir. Weber (2004c) geleneksel yaklasimda islenen derslerde su
Ozelliklerin gdzlendigini belirtmistir: dersin hocast konuyu anlatir ve
ogrenciler pasif bir sekilde not alirlar; ders mantikli bir sirayla sunulur,
konunun verilen sezgisel nitelikleri tizerine mantiksal ozellikleri, mesela
formal tanimlar, ayrmtili kamtlar, 6rnek olarak verilir. Calismanin yapildig:
Analize Giris II dersinin de bu yaklasimla islenen bir ders oldugu
sOylenebilir.
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Katihmecilar

Calismanin katilimeilari, 2006-2007 6gretim yilinda Ankara’daki bir
tiniversitenin matematik 6gretmenligi bolimiinde birinci sinifta 6grenim
goren ve smif i¢i gozlemler, ders Ggretmeniyle yapilan goriismeler, sinav
kagitlarimin  degerlendirilmesine goére diisiik, orta ve yiiksek basari
seviyesinde olan ikisi kiz biri erkek ii¢ 6grencidir. Caligmada Didem yiiksek,
Mert orta ve Ceren diisiik basar1 seviyesindeki 6grenci olarak yer almaktadir.
Ogrencilerin gercek isimleri gizli tutulup onun yerine arastirmaci tarafindan
isim verilmistir. Ogrenciler giiz doneminde Analize Giris I ve tanim, teorem,
kanit agirlikli bir igerigi olan Soyut Matematik I derslerini tamamlamglardir.
Ogrenciler kant ile ilk defa ve yogun olarak iiniversitede karsilasmislardir.

Verilerin Toplanmasi

Calismada kullanilan veriler, 6grencilerle yapilan goriismeler, ders
gozlemleri ve 6grencilerin kanitlarmin bulundugu kagitlardan olugsmaktadir.
Arastirmaci ¢alismanin gegtigi Analize Giris II dersini bir donem boyunca
takip etmistir. Takip edilen derslerin ikisi i¢in gdzlem raporu yazilarak
dersin islenisinin ve simf ortammin betimlemesi yapilmstir. Ogrencilerin
her biriyle, birebir olarak tniversitede bos bir smifta ikiser goriisme
yapilmustir. Tk gériisme, dgrencilerin, dersin genel islenisi ve kamt yapma
hakkindaki goriislerini belirlemek lizere yapilmis ve ses kaydi alinmistir. Bu
goriismede arastirmaci tarafindan hazirlanan yapilandirilmig goriisme formu
kullanilmis ve Ogrencilere “Dersin islenisi ile ilgili neler disiiniiyorsun?
Dersin teorik mi uygulama agirlikli m1 oldugunu diisiiniiyorsun? Sen hangi
kisma daha cok ilgi duyuyorsun? Kanit yapma ile ilgili ne diisliniiyorsun?”
tiirtinde sorular yoneltilmistir.

[k goriismeden birka¢ hafta sonra ve dgrencilerin ikinci sinavlarinmn
yapilmasiin ardindan ikinci goriisme gerceklestirilmistir. Bu gdriismede
Ogrencilere asagidaki matematiksel ifade verilerek, kanitlamalar1 istenmistir.

“Onerme: f: [a,b]— R tiirevienebilir bir fonksiyon olsun f’nin monoton
artan olmasi i¢gin gerekli ve yeterli kosul x€ [a,b] icin f '(x)>0 olmasidir.”

Ogrencilerden Didem’le yapilan birinci gériisme 17 dakika, ikinci
goriisme 22 dakika; Mert’le ilk goriisme 7 dakika, ikinci goriisme 35 dakika;
Ceren’le ilk goriisme 15 dakika, ikinci goriisme 52 dakika stirmiistiir.

Ikinci goriismede ogrencilere kamitlamalar1 icin verilen ifade,
ogrencilerin ilk donem konular1 kapsamindadir. Secilen ifadenin derste
kanitlanmamis olmasina ve kitapta da yer almamasina dikkat edilmistir. Bu
sekilde 6grencilerin var olan kaniti hatirlayarak yapmalarimi onleyip kendi
diistinme siireclerini ortaya ¢ikarmak amacglanmstir.
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Ogrencilerin kanitlama siiregleri videoya kaydedilmis ve ogrencilere
ihtiya¢ duyduklar1 bilgilere bakmalari i¢in ders kitabi verilmistir. Kanitlama
siirecinde Ogrencilerin ne diigiindiiklerini sesli bir sekilde anlatmalari
istenmistir. Arastirmaci bu siirecte O0grencilerin yaminda beklemis, onlari
gozlemis ve Ogrencilere, ne yaptiklarini ve ne disiindiiklerini sesli olarak
ifade etmeleri konusunda hatirlatmalar yapmustir. Ogrenciler kanitlamaya
caligirken, yaptiklarimin sebeplerini agiklamalari istenmis ve sonugta ortaya
¢ikardiklar1 kanit1 ikna edici bulup bulmadiklar1 sorulmustur. Goriismenin
sonunda 6grencilerin kanit1 yazdiklar1 kagitlar da alinarak matematiksel dil
ve notasyonun kullammi, kanitin dogrulugu ve O&grencinin ifadeleri
bakimindan incelenmistir.

Verilerin Analizi

Calisma bir durum calismasidir ve her 6grencinin kanit yapma siireci
ayr1 ayri ele alinip incelenmistir. Video ve ses kaydi yapilan iki gériismenin
aragtirmaci tarafindan ¢oziimlemesi yapilmis ve icerik analizi uygulanmistir.
Goriismeler Nvivo 7 programinda kodlanmis ve bu kodlara gore 6grencilerin
kanitlama siirecindeki kanit semalar1 ve kamit yapma yaklagimlari
belirlenmistir.

BULGULAR

Bu boliimde, gozlem siiregleri ve katilimcilarin kanitlama siiregleri
dogrudan aktarimla sunulacaktir. Ayrica, her bir katilimci igin betimsel
verilerin sunumu desteklenecektir.

Didem, smifta derse katilim gosteren, ¢ok diizenli not tutan ve
sinavlarda yiiksek basar1 gdsteren bir 6grenci olarak calismaya segilmistir.
Didem kanitlama siirecinde, ilk olarak verilen ifadeyi yiiksek sesle okudu ve
ifadeden anladiklarini, ne yapmas: gerektigini acikladi. Oncelikle ifadede
gecen monoton artan tanimina ihtiya¢ duydu ve tanimi kitaptan buldu.
Didem, ifadede gerek ve yeter kosul bulundugunu ve bu yiizden ifadenin
kanitin1 her iki taraftan gostermesi gerektigini sdyledi. Monoton artan
tanimin1 yazdiktan sonra bir siire buradan tlireve nasil gececegini diisiindii.
Daha sonra kitaptan tlirev tanimina bakti ve tanimlar1 acarak ilerleyecegini
belirtti.

“Ifadede gerekli ve yeterli kosul var iki tarafli gosterecegim. Tanimlar
kullanarak gittim 6nce monoton artan tanimimi yazdim. Tiirevin de
tammin1 yazdim. Ik 6nce f monoton artan olsun dedim ve tanimi
yazdim. Tanimi ¢ok agik gelmedi onu biraz agacagim. Ancak ve ancak
dedigi icin iki taraftan gosterecegim. Fonksiyonun tiirevlenebilir
oldugunu sdylediginden demek ki tiirev ifadesinde kitaptaki tanimda
X1 V& Xo’t monoton artan ifadesindekine gore kullanilabilir hale
getirmek igin x, ve X, dedim isime yarasin diye. (Goriismeci Notu:
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Didem burada tamimlardaki bazi gosterimleri iki tamm arasinda gegis
vapmasmi  kolaylastiracak  bigimde  diizenledi, tamimlar arasi
gecislerle ifadeyi bir taraftan kamitladr). 11k kismi tamamlamis oldum.
Simdi ikinci kismi yapacagimm ve tlirevin olmasini kabul edersem,
tirev tanimindaki limit degeri vardir ve ben bunun 0’dan biiyiik
oldugunu kabul edeyim. S$imdi monoton artan oldugunu
gostermeliyim.”

Ifadenin ilk kismim gosterdikten sonra diger tarafin1 yani tiirevi sifirdan
biiyiik olan fonksiyonun monoton artan oldugunu yine tanimlar1 kullanarak,
tanimlar arasindaki gegislerle gosterdi. Didem iglemleri yaptiktan ve kaniti
yazdiktan sonra “Tamam kanitladim, bitti. Simdi kontrol edeyim” diyerek
kanitin1 adim adim gdzden gegirdi ve bu sirada neler yaptigini agikladi.

Didem, yapilan ilk goriismede verilen bir ifadeyi kanitlamak igin
izleyecegi yolu su sekilde agiklamstir:

“Ya sey onunla ilgili daha 6nceden gordiigiimiiz bir teorem var mi
diye diisliniirim hani ondan yola ¢ikayim diyerek, o bana yardimci
olabilir mi diyereck onu disiinirim. O teoremi orada
kullanamayacaksam da onun kanitini nasil yapmistik diye diisiiniirim
benzetmeye ¢aligirim. Yani o konu ile ilgili biitiin her seyi kafamda
sey yaparim, kategorilere ayiririm hangisini kullanirim, hangisi daha
cok isime yarar, hangisi 6grendigim konuyla baglantiliydi, onun ispati
nasil yapiliyordu, bunu buraya aktarabilir miyim, ayni1 yollar1 izlesem
diye benzeterek yapmaya caligirim”

Didem, kamtta bilinen baska teorem ve kanitlardan yola ¢ikarak belli
adimlar1 izleyerek sonuca ulasilacagim belirtmektedir. Kanitlama siirecinde
de ifadeyi okuyup ne yapmasi gerektigini belirledikten sonra ihtiyaci olan
tanim ve teoremleri belirlemis, kitaptan bu bilgileri yazarak ifadeleri agmis
ve bu ifadeler arasinda uygun gegislerle gostermek istedigi sonuca
ulasmstir.

Kanit1 yazdig1 kagit incelendiginde Didem’in verilen ifadeyi Once
matematiksel sembollerle yazdig1 sonra kanita bagladigi, matematiksel dil
ve notasyonu dogru kullandig1 ve dogru bir sekilde kanitladigr goriilmiistiir.
Kanitin matematiksel olarak dogru olmasinin yaninda kdgidi kullanimi ve
yazist oldukga diizenlidir. Sekilde (Bkz. Sekil 1) Didem’in kanitinin bir
boliimii, ifadenin bir yonden kaniti, goriilmektedir.
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Sekil 1: Didem’in kaniti

Didem kanitlarken yiiksek sesle diisiinmiis ve neler yaptigini kameraya
anlatmustir. Diger 6grencilerin kanitlama siiregleri gozlenirken kimi zaman
yaptiklarim1  kontrol edip hatalarin1 fark etmelerine yonelik sorular
sorulmustur. Ancak Didem i¢in boyle bir seye gerek duyulmamistir. Ayrica
diger iki ogrenciden farkli olarak, kamti bitirdikten sonra goriismeci
tarafindan bir yonlendirme olmadan kanitin1 kontrol etmis ve yaptiklarmin
dogru oldugunu diisiindiigiinii belirtip kanit1 sonlandirmustir.

Mert, gozlemler sonucu derse siirekli katildigi, 6n sirada oturup not
tutarak dersi takip ettigi belirlenen dolayisiyla dersle ilgili oldugu
soylenebilecek bir dgrencidir. Ogretmenin goriisii ve smnav kagidina gore
ortalamanin biraz istii seviyede bir 6grencidir ve ¢aligmanin orta basari
diizeyindeki katilimcis1 olarak secilmistir.

Mert, kanitlamas1 istenen ifadeyi okuduktan sonra gerek ve yeter kosul
oldugu icin ¢ift yonli kanitlanmasi gerektigini ve soyut matematik
derslerindeki kanit yontemlerinden birini kullanacagini belirtti.

Mert kanita f(x) = x*+2x seklinde bir fonksiyon secerek basladi. Sectigi
bu fonksiyonda x yerine degerler verdi ve bu sekilde fonksiyonun monoton
artan oldugunun goriildiigiinii sdyledi. Daha sonra fonksiyonun tiirevini ald
ve 2x+2° nin calisilan aralikta sifira esit veya biiylik olmasi gerektigini
belirtti ve yine deger vererek sifirdan biiyiikk oldugunu gdérmeye calisti.
Ancak bunu tam olarak gosteremedi.

“Analiz dersinde bu tiir sorular vardi nasil yapiyorduk?”

diyerek derste yapilanlari ve bu tiir sorularda kullandiklar1 yontemi
hatirlamaya ¢alisti. Goriigmecinin, ihtiyact olan bilgilere bakmak icin kitab1
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kullanabilecegini hatirlatmasi {izerine kitaba bakti. Goriismeci kitaptan tam
olarak neye bakmak istedigini sordu ve Mert

“Nasil yapildigina bakiyorum yani bu tarz sorularin nasil yapildigina
simdi o aklima gelmedi.”

acgiklamasini yapti. Mert aradigi prosediirii bulamayinca “Acaba grafik
cizerek mi yapsam “ diye diisiindii ve sectigi bir fonksiyonun grafigini
cizerek fonksiyonun artan oldugunu ve tirevinin de artan olacagini
gostermeye calisti. Mert bu sekilde ifadenin sectigi fonksiyon icin gegerli
oldugunu gosterdi.

Goriismecinin bir fonksiyon i¢in gdstermesinin yeterli olup olmadigini
sormasi lizerine Mert yeterli olmadiginin farkinda oldugunu belirtti.

“Yani tam degil matematiksel olarak bunlar1 matematik diline dokmek
gerekiyor. Bana bir fonksiyon verilseydi f(x)=... diye ve gdstermem
istenseydi yapardim ama simdi biraz zorlandim agik¢asi. Genel olunca
yapmakta zorlaniyorum. Bir de gegen donemin konusu hatirlamak zor
biraz.”

Ne yapman gerekiyor peki yeterli olmasi i¢in?

“Kesinlikle su tanimdan devam etmem gerekiyor. Monoton artanlik
tanimindan verilen fonksiyonun tiirevinin 0’dan biiyiik olmasini nasil
gosterebilirim. Tirevle monoton artanligin iliskisi gérmedik bdyle bir
sey.99

Mert, tanim ve teoremleri kullanarak kanitlamaya c¢alismak yerine
konuyla ilgili Onceden yapilmis olan bir kaniti gérmesi gerektigini
distinmekte ve ilk defa gordiigii bir ifadeyi kanitlamaya nereden
baslayacagini bilmemekte dolayisiyla kanitlamada giicliik yasamaktadir.

“Bu soruda bir tarafi dogru kabul edip digerinin de dogru oldugunu
gosterebiliriz ama aklima gelmiyor nasil olacagli. Gorsem devamini
getiririm ama nasil yapilacagini gérmem gerekiyor”

Yapilan calismalar 6grencilerin genellikle 6gretmenlerinin kullandiklari
kamtlama prosediirlerini kullandiklarini gostermektedir. Ogrenciler kimi
zaman nedenini bilmeden sadece 6gretmen onun dyle oldugunu sdyledigi
icin bazi prosediirleri yerine getirirler (Weber, 2004). Mert’in yaklasimi da
bu sekildedir. Mert kaniti Orneklerle yapmaya calismis ancak soyut
matematik dersinde kanitlar1 bu sekilde yapmadiklarini hatirlayarak elde
ettigi sonugtan ikna olmamustir.

Mert kanitlama siirecinin biiyilkk kisminda, sectigi fonksiyon icin
ifadenin dogrulugunu gostermeye calismis ancak goriismecinin bu sekilde
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yapmasinin ikna edici olup olmadigimi sormasi iizerine ikna olmadigini
sOyleyip yeniden diisiinmeye baslamigtir.

Peki, ifadenin dogrulugunu bir ornek ic¢in gostermen
kanmitladigin anlamina geliyor mu?

“Hayir, gelmiyor, belki bagka ornekte baska fonksiyon igin
¢ikmaz. O yiizden tam ikna etmedi. Ters Ornek cikabilir. Yani
soyut matematikte yaptigimiz kanit yontemleri ile yapilmasi
gerekiyordu.”

Mert yaptigindan tam ikna olmamaktadir. Sirekli olarak hazir bir
yontem hatirlamaya calismakta ve hatirlayamadigi ig¢in belli &rnekler
iizerinde ifadenin dogrulugunu goéstermeye c¢aligmaktadir. Mert siirecin
bliyiik kismini bu sekilde gecirmis dolayisiyla formal kanita doniik bir seyler
yapmamigtir. Mert aslinda formal kanitin nasil olmasi gerektiginin ve kanitin
genel tanimlardan yola ¢ikarak, Orneklere indirgenmeden yapilmasi
gerektiginin farkindadir ancak bunu yapamadigi i¢in ona daha kolay gelen,
ifadenin dogrulugunu ornek iizerinde goésterme yontemine bagvurmaktadir.
Mert’in bu davranigi;  insanlar kaniti dogrudan nasil yapacaklarini
bilmiyorlarsa oOrnekler denemek veya grafige bakmak gibi informal
yaklasimlar denerler (Raman, 2002) fikrini desteklemektedir.

“....Yani aklima fonksiyon secerek yapmak geldi aslinda bdyle
yapmiyoruz ama unuttum biraz nasil yaptigimizi. Bu dénemin konusu
olsa daha rahat yapardim. Su anda kaniti nasil yapiyorduk onu
hatirlayamadim.”

Ne yapsaydin ikna oldum derdim?

“Tanimlar1  kullanip yapsaydim mesela... Soyle yapabilirdim
mesela...”

Tamimlar1 yazarak yeniden kanitlamaya bagladi ve monoton artan
tanimini yazdu.

“Monoton artan tanimindan tiireve nasil gececegiz sonucta tiirev bir
fonksiyon.”

diyerek bir siire diisiindii. Mert tiirevin kavramsal tanimin1 kullanmay1
diistinmemekte, sadece bir fonksiyonun cebirsel olarak tiirevinin alinmasiyla
ortaya ¢ikan fonksiyonu goz oniine almaktadir. Gériismecinin tiirev tanimini
diistinmesi konusunda uyarida bulunmasi {izerine Mert, kitaptan tiirev
tanimina bakti ve tanimlar1 kullanip tanimlar arasindaki gecislerle ifadeyi
kanitladi. Mert siirecin sonunda gegerli bir kanita ulagsmistir.
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Ceren derse katilan ama genellikle arka siralarda oturan ve derste
kafasina takilan bir¢ok seyi 0gretmene rahatlikla sorabilen bir 6grencidir.
Smav sonucu ve O6gretmenin degerlendirmesine gore ortanin altinda bir
ogrencidir ve calismada diisilk basar1 seviyesindeki katilimci olarak yer
almaktadir. Arastirmact Ceren’in  goriismesini  ¢oziimlemede diger
Ogrencilere gore daha fazla giicglik ¢ekmistir. Ceren goriismede
diistincelerini acgiklarken karmasik climleler ve anlasilmasi gili¢ ifadeler
kullanmigtir.  Siirecin baginda Ceren aklina gelen her seyi, ise yarayip
yaramadigini ayirt etmeden sOylemistir. Daha sonra ise sessizce kendi
kendine kagit iizerinde bir seyler yapmaya c¢aligmis ve siirekli kitaptaki
tanimlara bakmustir.

Ceren kanitlamas1 gereken ifade verildikten sonra arkadaslarindan farkl
olarak ifadeyi sessizce okudu ve

“Su anda aklima bir sey gelmiyor tanimlar1 bir yazayim ondan sonra
belki bir sey ¢ikar m1 diye bakmaya ¢alisacagim”

diyerek tanimlar1 yazmaya basladi.
Ne yapiyorsun ne diigtiniiyorsun su anda?

“Su anda ne gerekiyor diye bakiyorum tiirevli olmasiyla monoton
artan olmasi arasindaki bag aa biz bunu yapmistik hatirliyorum...

Gerek ve yeter kosul olduguna gore tersten gidebilirim. Benim
hatirladigim, hayal meyal hatirliyorum, monoton artanlikta bdyle
diizenli bir sey bir grafik vardi ve elimizi kaldirmadan g¢iziyorduk,
kopukluk olmuyordu. O zaman da tiirevli oluyordu 6yle bir seyler
vardi ama aslinda bununla alakas1 olmamasi lazim ama.”

Ceren kopuk kopuk ve ne oldugu tam anlasilmayan bazi bilgileri
hatirlamaya c¢alismaktadir ancak sdyledikleri cok net degildi. Aslinda
tavirlarmdan ve soylediklerinden diisiincelerinin de ¢ok net olmadigi
anlasilmaktadir.

Uzun bir siire sessizce kitabi1 karistirdiktan sonra goriismecinin neye
baktigini sormast iizerine:

“Ben bir bakayim da dylesine”
Aradigin belli bir sey var mi?
“ Hayir, ne bulabilirim diye bakiyorum”

Ceren kitab1 karistirmaya devam etti ve monoton artan fonksiyonun
siirekli oldugunu ve bununla ilgili bir seyler yapmaya calistigin1 sdyledi.
Sonra grafik ¢izerek tanimlar1 sekil lizerinde gostermeye, tiirevin geometrik
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yorumunu (egrinin tegetinin egimi olmasi) kullanarak ¢izdigi sekil {izerinde
hem artanligi hem egimin sifirdan biiyiik oldugunu gérmeye ¢alisti. Ancak
Ceren buradan bir sey ¢ikaramayip vazgecti. Ceren’in kagidi incelendiginde
cizdigi grafigin matematiksel olarak bir sey ifade etmedigi karalama seklinde
oldugu goriilmektedir (Bkz. Sekil 2).
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Sekil 2:Ceren’in ilk kanit siireci

Ceren fonksiyon grafiklerinde egimle ilgili bir seyler sdyledi ama
soyledikleri zor anlasilmaktadir. Ceren de bu durumu fark edip “Hocam ¢ok
mu sagmaliyorum? Obiirleri de boyle diisiinmiis miiydii?” diye sordu.
Davranis1 ve sdyledikleri, kendinden emin olmadigini ve kanitla ilgili belli
bir diisiince belirleyemedigini gostermektedir. Strekli, hatirladigi eksik
bilgilerle ilgili olarak derste neler yaptiklarini animsamaya ¢alismakta “Aa
bunu konunun sonlarmnda yapmamis miydik?” seklinde dersin igerigine
yonelik olarak diistinmekte ve derste yapilanlardan bagimsiz bir sekilde, akil
yiirliterek kanitlamak igin c¢aba gostermemektedir. Ceren’in elinde kitap
olmasi ve ihtiyaci olan bilgilere ulagma sansi verilmesi gecerli bir kanit
olusturmasini saglamamigtir. Weber’in (2001) belirttigi gibi bir ger¢cegi veya
teoremi hatirlamak bunu uygulamak icin yeterli olmamaktadir. Ceren’in,
bilgiyi kullanma, baglantilar1 kurma bakimindan da yetersiz oldugu
goriilmektedir. Ceren’in uzun bir siire bu sekilde bocalamasi ve net
diistinceler sunamamasi ifadeyi bile tam olarak anlayamadigini ve ne
yapmast gerektigini bilmedigini gdstermektedir. Ceren hatirlamaya calistigi
bilgilerden neleri kullanip neleri kullanmayacagini tam olarak ayirt
edememekte, konu ile ilgili her seyi bir arada diisinmekte ve yapmasi
gerekenleri diizenleyememektedir.

Ceren zamanin biiylik kismimi, kanitlamaktan c¢ok yaptiklar1 seyleri
hatirlamaya c¢alismakla gecirmistir. Ceren aklina her geleni ise yarayip
yaramayacagini bilmeden sdylemektedir.
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Ceren daha sonra “ Ben anlatmasam da yazsam olur mu” diyerek
kitaptan bazi tammlar1 kagida yazmaya bagladi. Ceren, kitapta yer alan,
tiirevin tegetin egimi olmasi ile ilgili agiklamaya takildi ve onun iizerinden
bir seyler gostermek igin ¢aba sarf etti. Bu agiklamay1 kitaptan alarak kagida
aynen yazdi. Ceren kavramlar1 dogru anlamamustir ve kavramlar arasinda
baglantilart  kuramamaktadir. Ayrica yazdiklar1 incelendiginde de
matematiksel dili kullanmada yetersiz oldugu goériilmektedir (Bkz. Sekil 3).
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Sekil 3:Ceren’in kanitt

Ceren’in goriismesi diger dgrencilerden daha uzun siirmiis olmasina ve
goriismeci sorular sorarak diisiindiiklerini toparlamasina yardimci olmaya
calismasia ragmen Ceren siirecin sonunda basarili olamamis ve gegerli bir
kanita ulagamamustir.

TARTISMA ve SONUC

Ogrencilerle yapilan ikinci goriismede, Ogrencilere matematiksel bir
ifade verilerek bu ifadeyi kanitlamalar1 istenmistir. Onceki boliimde de her
Ogrencinin kanitlama siireci ayrintili bir sekilde betimlenmeye calisilmis ve
ogrencilerin bu siirecte neler yaptiklari agiklanmustir.

Ogrencilerin kanitlama siireglerine baktigimizda, kanitlama siirecindeki
basarilarinin  analiz dersinde gosterdikleri basariya paralel oldugu
goriilmektedir. Yiiksek basarili 6grenci olarak calismada yer alan Didem,
diger iki Ogrenciye gore daha kisa siirede, goriismecinin ydnlendirmesi
olmadan, neler yapmasi gerektigini, nasil yapacagini belirlemis ve gecerli bir
kanita ulagmustir.

Didem kanitlama siirecinde tanim ve teoremler arasinda baglantilar
kurarak ilerlemistir. Didem’in tanim ve teoremlerden yola ¢ikarak, amacina
uygun gegislerle formal kanit yapmasi Harel ve Sowder’in (1998)
siniflamasina  gore doniisiimsel kanit semasina sahip oldugunu
gostermektedir. Matematiksel olarak sentaktik kanit yapma, “tanimlari
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acma” ve “sembolleri ilerleterek” kanit yazma olarak ifade edilmektedir
(Weber, 2004b). Didem, Weber’e (2004b) gore degerlendirildiginde
sentaktik kanit yapma yaklasimimnin o6zelliklerini gostermektedir. Didem,
kanita tanim ve teoremlerle baslamis ve yaklagimimi degistirmeden, tanim ve
teoremler arasinda baglantilar1 kurarak sonuca ulagmistir. Didem’in bu
siiregte ne yapmasi gerektigini ve bunlar1 yapmak i¢in ihtiyaci olan bilgileri
belirlemesi, bilgileri dogru kullanmasi, gegerli bir kanita ulagsmasi ve ortaya
cikan kanittan ikna olmasi, yaptiklarin1 farkinda olarak gergeklestirdigini
gostermektedir.

Sentaktik kanit yapmanin prosediirel kanit yapmadan en 6nemli farki;
prosediirel kanit yaparken kisiye nasil ilerleyecegi ile ilgili giliglii rehberlik
verilirken sentaktik kanit yapmada kisinin kendi karar vermesinin
gerekmesidir. Ayrica kanit1 yapan kisi yeni savlar ile kamttaki eski savlar
arasindaki mantiksal bagi agikca kurmaya calisir (Weber, 2004a). Bu
bakimdan sentaktik kanit yapmanin prosediirel kanit yapmadan daha ist
diizey diistinme gerektirdigi sdylenebilir.

Mert ve Ceren ise kanitlama siirecinde dncelikle derste bununla ilgili ne
yapmis olduklarini hatirlamaya ¢aligmis, yapmis olduklart benzer kanitlari
ya da sorulan ifadenin kanitini kitaptan bulmak istemislerdir. Ancak Mert
daha Once yapilmis kanitlar iginden, verilen ifadeye uygulanabilecek genel
bir yontem bulmaya, hatirlamaya ¢alisirken, Ceren dogrudan kaniti bulmaya
calismis ve bulamayinca uzun bir siire kanitlamaya yonelik olarak herhangi
bir sey yapamamistir. Mert kanita baslamak igin belli bir yontem oldugunu
veya verilen bir kanit yonteminin benzer bagka kanita uygulanabilecegini ve
boyle bir yontemi kitapta hazir olarak bulacagim diisiinmektedir. Buna gore
Mert’in Onceden Ongoriilmils olan eylem ve siirecleri takip ederek
kanitlamaya calistig1 ve bu sekilde gecerli bir kanit olusturacagina inandigi
sOylenebilir. Weber’in (2004b) siniflandirmasina gére Mert prosediirel kanit
yapma yaklagimina sahiptir.

Weber (2004b) calismasinda ogrencilerin iki tip prosediirel kanit
yaklagimi gosterdiklerini belirlemistir. Birincisinde prosediir; son derece
mekanik ve belli tipte problemlere bagli bir liste adimdan olusan
algoritmadir. Ikincisinde prosediir; dzellestirilmis manipiilasyonlardan ¢ok
genel bir amaci bagarmaya yonelik adimlarin kisa bir listesi olan yontemdir
(process). Calismada Mert prosediirii yontem olarak uygulamig ve gecerli bir
kanita ulagmustir.

Mert baglangicta, Harel ve Sowder’n (1998) siniflamasina gore
tiimevarimsal kanit semasina sahip olan bir 6grenci gibi davranmistir. Cilinkii
verilen ifadeyi kanitlarken bir fonksiyon segerek, bir ornek i¢in ifadenin
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dogrulugunu gostermeye calismistir. Ancak gdriismecinin “Bu sence yeterli
mi, ikna oldun mu ?” gibi sorular yoneltmesi ilizerine tekrar diislinmiis ve
tanmim ve teoremleri kullanarak daha genel bir kanit yapmas1 gerektigini fark
etmistir. Mert siirecin  bliylik bdliimiinde tiimevarimsal kanit semasi
Ozellikleri gostermis ancak sonugta tamimlar arasi baglantilart kurarak
amacina yonelik gecislerle yani doniisiimsel kanit semasina uygun olarak
gecerli bir kanit ortaya ¢ikarmustir.

Ceren kanitlarken algoritma kullanmak istemis ancak elinde hazir bir
algoritma olmadigindan kanitlamaya yonelik girisiminde basarili olamamus,
gegerli bir kanit ortaya ¢ikaramamustir. Sadece birbirinden kopuk bazi
bilgiler hatirlamaya calisarak kamitla iliskilendirmeye ¢aligmig ancak bundan
herhangi bir sonug¢ alamamistir. Ciinkii hatirlamaya ¢alistigi bilgilerin ¢ogu
eksik ve hatali bilgilerdir ve de yapmasi gereken kanitta kullanabilecegi
bilgiler degildir. Ceren tiirevin tanimmi dogru ifade edememis ve
kanitlamada kullanamamugtir. Bir 6grencinin bir tanimi matematiksel olarak
yanlis kullanmasinin iki nedeni olabilir; tamimladigi kavramla ilgili eksik
veya yanlis bilgiye sahip olmasi ya da genel olarak matematiksel tanimlarin
matematikteki roliinii dogru anlamamasidir (Edwards&Ward, 2004).

Ceren, ilk goriismede kanit ile ilgili olarak kanitin tamamen ezber
oldugunu ve kanita kisinin kendinden bir sey katmadigini soylemistir.
Kanitta 6gretmen ne yaparsa onlarin da aynisini yaptiklarini belirtmistir.
Ceren’in bu diisiinceleri ve kanitlama siirecinin basinda siirekli, kitapta var
oldugunu diisiindigli, yapilmis kanita ulasmaya caligmasi otoriter kanit
semasima sahip oldugunu diisiindiirmektedir. Clinkii Ceren kanitin ikna
ediciligi ile olarak kendi diisiincesine degil, 6gretmen yaptiysa veya kitapta
varsa o dogrudur ve ikna edicidir, seklinde bir diislinceye sahiptir. Kamtlama
siirecinde, O0grencinin agiklamasim bir otoriteye dayandirmasi, 6grencinin
konuyu genel olarak ezberlediginin ve konu hakkinda diisiinme siirecine
girmediginin bir gostergesidir (Aydogdu,Toluk ve Olkun, 2003). Ceren
aradig1 kanit1 kitapta bulamayinca kendisi bir seyler yapabilmek igin
ugragmis ve cok anlamli olmadigi goriilen grafikten (Sekil 2) ifadenin
dogrulugunu gérmeye caligmistir. Bu da Ceren’in ayn1 zamanda algisal kanit
semasina sahip kisi 6zellikleri gosterdigine isaret etmektedir.

Kanitlamada kullanilan ¢ok cesitli stratejiler ve farkli yollar
bulunmaktadir. Ayni teorem i¢in bir¢ok kanit bulunabilir. Hatta iki kisi ayn1
kanita ulagsalar bile kanit1 elde etmek i¢in kullandiklart akil yiiritme yollar1
cok cesitli olabilir (Raman, 2003). Ogrenciler de kimi zaman kamtlarken tek
bir diisiinme bi¢imine veya tek bir yaklasima, tek bir yola bagh
kalmamaktadirlar. Harel ve Sowder (1998) da bir kisinin her zaman tek bir
kanit semasina sahip olmadigini bazi durumlarda kiginin ayn1 anda farkl
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semalar1 kullanarak kanitlayabilecegini sOylemislerdir. Raman’in (2003)
caligmas1 bu goriisii dogrulamaktadir. Benzer sekilde, Aydogdu, Olkun ve
Toluk (2003) bazi Ogrencilerin farkli problemlerde tek bir semayi
kullanirken, bazi ogrencilerin de farkli problemlerde farkli gemalar
kullandiklarm goézlemislerdir. Rodriguez (2006) de ¢aligmasinda, matematik
Ogretmenlerinin dinamik ortamda Cabri kullanarak kanitlamalarmi gozlemis
ve Ogretmenlerin birka¢ kanit semasinin Ozelliklerini  gosterdiklerini
belirlemistir. Bu calismada ise Mert ve Ceren aymi kamtta farkhi kanit
semalarinin 6zelliklerini gostermislerdir.

Ceren’in kanit yapma yaklagimiyla ilgili olarak var olan siniflama
gergevesinde bir sey sOylemekte giigliik cekilmistir. Ceren, goriigmenin
biiyiik bir boliimiinde kanit ile ilgili hicbir girisimde bulunamamis sadece
parca parca, ¢ogu dogru ve anlamli olmayan ve kanitta igine yaramayacak
bilgiler hatirlamak i¢in ugrasmistir. Elinde kitap olmasi Ceren’e hatirlamaya
calistig1 bilgilere bakmasi konusunda g¢ok yardimci olamamustir. Ciinkii
Ceren’in sOyledikleri ve kanitlama siirecindeki davramiglari aslinda ne
aradiginin, ne yapmak istediginin bile tam olarak farkinda olmadigini
gostermektedir. Ceren kitaba bakarken “Isime yarayacak bir seyler bulur
muyum diye bakiyorum” agiklamasini1 yapmustir. Kanitlama g¢abalari, aklina
gelen seyleri deneme ve kitaptan buldugu tanimlar1 yazarak “Buradan bir sey
¢ikar m1 acaba?” seklinde olmustur. Ceren’in kanit yapma yaklagimi var olan
smiflama ¢ergevesinde prosediirel olarak diisiiniilebilir. Ancak Ceren i¢in
prosediir hazir bir algoritmadir ve algoritmanin olmadigi durumda akil
yiirlitme, kanit1 kendi c¢abasiyla ortaya ¢ikarma konusunda yetersiz
kalmaktadir.

Ogrencilerin ikinci goriigmelerindeki kanitlama siirecinde sahip
olduklar1 kanit semalar1 ve kanit yaklagimlar1 sekilde 6zetlenmistir (Bkz.
Sekil 4)



Universite Ogrencilerinin Analiz Dersi Kapsaminda Matematiksel... 315

* Sentaktik Yaklasim
tammlart agma v" Gegerli Kanit
sembolleri ilerletme

* Doniisiimsel sema
tanim ve teoremler

DIDEM

* Prosediirel yaklagim
yontem

* Tlimevarimsal sema v Gegerli Kant
ornekler

MERT

* Doniisiimsel sema
tamm ve teoremler

* Prosediirel yaklagim
algoritma

Ggretmen otorite o Gegersiz Kanit
kitap otorite

* Algisal sema
yetersiz gosterimler

CEREN

Sekil 4

ONERILER

Bu calisma, ¢ Ogrenciyle Analize Giris II dersi kapsaminda
gerceklestirilmistir. Ogrencilerle yapilan ilk goriismede, kanit yapma ile
ilgili genel diisiinceleri belirlenmis, ikinci goriismede kanitlama siireglerinin
incelenmesi amaciyla, verilen bir matematiksel ifadeyi kanitlamalari
istenmistir. Sonuglar arastirmanin problemlerine yanit olmasinin yaninda
yeni ¢aligmalarda arastirilacak problemler ortaya ¢ikarmistir.

Caligmanin sonuglari, sadece ii¢ Ogrenciyle ve tek bir ifadenin
kanitlanmasi tizerinde calisilarak elde edildigi i¢in sinirhdir. Ancak farkli
basar1 seviyesindeki 6grencilerin kanitla ilgili diisiinceleri, kanit semalar1 ve
kanit yapma yaklasimlar1 ile ilgili olarak aciklayici bilgiler ortaya
koymaktadir. Daha ¢ok katilimciyla ve farkli kamit gorevleri verilerek
yapilacak caligmalar, belki yeni kamit semalar1 ve kanit yapma yaklasimlari
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ortaya cikarabilir. Bu ¢alismada, 6grencilerin kanit gemalar1 ve kanit yapma
yaklasimlar1 var olan sema ve yaklasimlara gore siniflandirilmistir. Didem
ve Mert’in kanit yapma yaklagimlari net bir sekilde goriilmiis ancak Ceren’in
kanit yapma yaklasimini siniflamada gii¢liik ¢ekilmigtir.

Crawford (1994; akt. Solomon, 2006) birinci smif matematik
Ogrencilerinin, matematigi ezbere 6grenme isi olarak gordiiglinii gézlemistir.
Moore (1994) tniversitede verdigi derslerde bazi ¢aligmalar yapmis ve
Ogrencilerin kaniti, prosediirel ve yapilmasi gereken bir dizi asama olarak
gordiiglinii belirlemistir. Gray ve digerleri (1999) prosediirel yaklasimdaki
Ogrencilerin ileri matematiksel diisinmede daha az basarili olduklarmi
bulmuslardir (akt. Knapp, 2005). Bu c¢alismada da prosediirel yaklagima
sahip olan Mert ve Ceren kanit1 yapmada daha c¢ok giicliik ¢ekmislerdir.
Ceren sonucta gegerli kanita ulasamamig, Mert ise silirecin sonunda, biraz da
aragtirmacinin yonlendirmesiyle gegerli bir kanita ulagmistir. Derste, diger
katilimcilara gore daha basarili bir 6grenci olan Didem ise zorlanmadan
gecerli bir kamit ortaya cikarmuistir. Ogrencilerin  kamitlamada, ders
basarilarina paralel bir basar1 sergilemeleri matematige yaklasimlariyla kanit
yapma yaklasimlarinin iligkili oldugunu diisiindiirmektedir. Mert ve Ceren
yapilan goriismede kanitlamayi ezbere bir ig olarak gordiiklerini belirtmisler,
Ozellikle Ceren kanit yapmada kendilerinden hicbir sey katmadiklarini
Ogretmenin sdylediklerini aynen yaptiklarini ifade etmistir. Bu yaklagima
sahip olmalarinin, kanitlamadaki basarilarini etkiledigi diisiiniilebilir ve
bununla ilgili daha kapsamli ¢alismalar yapilabilir. Ogrencilerin genel olarak
matematige yaklasimlari ve bunun ders basarilarina etkisi de arastirilabilir.

Ogrenciler kanitlama ve formal matematikle ilk defa iiniversitede
karsilagsmaktadirlar. Bu durum matematiksel dile aligmalari, daha soyut ve
iist diizey diisiinmeleri, formal matematigi anlamalar1 konusunda giicliiklere
neden olmaktadir. Yurtdisinda bazi tiniversitelerde, lisedeki sistemden gelip
ileri matematiksel diisiinceye alismakta ve formal matematigi anlamakta
zorlanan 6grencilere yonelik gecis dersleri bulunmaktadir (Knapp, 2005). Bu
derslerde 6grencilere matematigin aksiyomatik yapisi, kanitin ne oldugu ve
kanitlama yontemleri verilmekte ve ileri diizey matematik derslerine
hazirlanmalari, ge¢misteki eksikleri tamamlamalar1 saglanmaktadir.
Ulkemizde de bdyle bir galismamn yapilmasi, bu tiir gecis derslerinin
konulmasi diistiniilebilir.
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