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Oz

Uninormlar, ti¢gensel normlari, tiggensel konormlari kapsayan birlestirme fonksiyonlarinin bir sinifidir. 2-Uninormlar
ise uninormlar1 ve nullnormlar1 kapsayan ¢ok daha genel bir smiftir. Uninormlardan elde edilen kismen siralama
bagmtis1 ve Ozellikleri iizerine yapilan caligmalar, onlarin daha genel bir sinifi olan 2-uninormlar i¢in de bu tip
ozelliklerin arastirilmasini oldukga dogal kilar. Bu ¢alismada, 2-uninormlardan elde edilen siralama bagntisi goz 6niine
almarak, 2-uninormlarin simfi iizerinde bir denklik bagntis1 tanimlanmis ve baz1 dzellikleri arastirilmistir. flaveten, 2-
uninormlardan elde edilen siralama bagintisina gore kiyaslanamayan elemanlarin kiimesi karakterize edilmistir.
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Abstract

Uninorms are a class of aggregation functions involving triangular norms and triangular conorms. 2-Uninorms are a
much more general class that includes uninorms and nullnorms. Studies on partial order obtained from uninorms and
their properties make it very natural to investigate such properties for their more general class 2-uninorms. In this
study, an equivalence relation is defined on the class of 2-uninorms and some properties are investigated, taking into
account the order relation obtained from 2-uninorms. In addition, the set of incomparable elements according to the
ordering relation obtained from 2-uninorms is characterized.

Keywords: 2-Uninorm, Uninorm, Partial Order, Bounded Lattice

* Umit ERTUGRUL; uertugrul@ktu.edu.tr; Tel: (0462) 377 25 76; orcid.org/0000-0003-0672-8134

ISSN: 2146-538X http://dergipark.gov.tr/gumusfenbil



Ertugrul / GUFBED 8(2) (2018) 309-317

1. Giris

Uninormlar ilk olarak [0,1] birim reel aralik
tizerinde tanimlanmistir (Yager vd., 2008).
Uninorlarin, ti¢ggensel normlar1 ve iicgensel
konormlarin daha genel bir siifi olmasi
nedeniyle, arastirmacilar tarafindan ¢ok calisilan
bir konu olmustur (Karacal vd., 2017; Karagal vd.
2015).

Ucgensel normlardan elde edilen kismen siralama
bagintisinin taniminin verilmesinin (Karagal vd.,
2011) ve ardindan bu konuyu detayl1 inceleyen bir
cok calismanin yapilmasinin ardindan (Kesicioglu
vd. 2015; Kesicioglu vd. 2014), bu tip bir siralama
bagintisina dair ilk girisim Hlinéna, Kalina ve
Kral tarafindan yapilmistir (Hlinéna vd., 2014),
fakat bu bagmti bir kismen siralama bagmtisi
degildir. Bu c¢alismanin ardindan, uninormlar
iizerinde kismen siralama bagintist Ertugrul,
Kesicioglu ve Karacal tarafindan tanimlanmigtir
(Ertugrul vd., 2016) ve calisilmigtir (Kesicioglu
vd., 2017).

2-Uninormlar ilk olarak Akella tarafindan
tanimlanmistir (Akella, 2007) ve ardindan bazi
aragtirmacilar tarafindan g¢aligilmigtir (Ertugrul,
2017b). 2-Uninormlarin, uninormlar1 dolayisiyla
iicgensel normlart ve Tggensel konormlari
kapsayan bir smif olmast yapilan sira
caligmalarinin 2-uninormlar i¢in de arastirilmasini
dogal ve gerekli kilmistir, bu baglamda sinirh
kafesler iizerinde 2-uninormlardan elde edilen
kismen siralama bagintist tanimlanmis ve bazi
ozellikleri incelenmistir (Ertugrul vd., 2017;
Ertugrul, 2017a).

Bu ¢alisma da ise, 2-uninormlardan elde edilen
siralama bagintis1 goz oniine alinarak, bir denklik
bagintis1 tanimlanmistir ve bu bagmtinin bazi
ozellikleri incelenmistir. Ilaveten, 2-
uninormlardan elde edilen kismen siralama
bagintisina goére kiyaslanamayan elemanlarin
kiimesi Kz karakterize edilmis ve yine 2-
uninormlardan elde edilen kismen siralama
bagintisina gore bir x elemant ile kiyaslanamayan
U

tim elemanlarin kiimesi ile iliskisi ortaya

konulmustur.

Bu calisma ii¢ ana boliimden olusmaktadir. ikinci
béliimde, T{¢iinci ve  dordinci  boliimde
kullanilacak veya buradaki c¢aligmalara temel
teskil edecek tanim, teorem ve Onermelere yer
verilmistir. Uciincli boliimde, 2-uninormlardan
elde edilen siralama bagintis1 géz Oniine alinarak
bir bagint1 tanimlanmig, bu bagintinin bir denklik
bagintisi1  oldugu  gosterilmis,  2-uninormun
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belirledigi tiggensel normlar ve konormlardan elde
edilen siralama ile 2-uninormlardan elde edilen
siralama  arasindanki  iligki  arastirilmistir.
Doérdiincii boliimde, 2-uninormlardan elde edilen
siralama bagintisina goére kiyaslanamayan tim
elemanlarin  kiimesi Ky2 nin  Karakterize
edilmesinin  yan1 swra, x elemam ile

kiyaslanamayan tiim elemanlarin kiimesi [ 1(13;) ile
iligkisi de ortaya konmustur.

2. ilgili Tamm ve Teoremler

Bu boliimde sonraki boliimlerde kullanilacak ilgili
tanim, teorem ve dnermelere yer verilmistir.

2.1. Tamim (Birkhoff, 1967) P bir kiime ve <, P
tizerinde bir bagint1 olsun. Her x,y, z € P igin
Pl.Herx e Piginx < x (Yansima)

P2.x,y€EPigihx<yvey<xisex =y
(Ters Simetri)

P3.x,y,z€EPicinx<yvey<zisex<z
(Gegigme)

sartlar1 saglanirsa, < bagmtisina P {izerinde bir
siralama (veya kismen siralama) denir. Uzerinde
bir < siralama bagintis1 mevcut olan P kiimesine
sirali kiime (veya kismen sirali kiime) denir ve bu
kiime (P, <) ikilisi ile gosterilir. o

2.2 Tanmmm (Karagal vd., 2011) (P,<) kismen
sirali bir kiime olsun. a,b € P igin a £ b ve
b £ a ise yani a ve b elemanlar1 kiyaslanmiyorsa
a ve b elemanlarina kiyaslanamayan elemanlar
denir ve bu all b ile gosterilir. ¢ € P igin ¢
eleman ile kiyaslanamayan elemanlarin kiimesi

I,={x€P:xlc} 1)

ile gosterilir.

2.3. Tanim (Birkhoff, 1967) (L,<) bir kismen

sirali kiimesi olsun. Her x,y € L i¢in sup{x, y}
ve inf{x, y} mevcut ise L ye kafes denir. o

2.4. Tammm (Birkhoff, 1967) Bir L kafesine
sinirh kafes denir:< L, en kii¢iik eleman O ve en
blyiik eleman 1 e sahiptir. Bu durum, kisaca
(L,<,0,1) ile gosterilir.

2.5. Tammm (Karagal vd., 2011) L sinirhi bir kafes
olsun. Bir iiggensel norm T (kisaca t-norm) L
lizerinde komiitatiflik, birlesme, monotonluk
ozelliklerini saglayan 1- birim elemanl bir ikili
islemdir. o
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2.6. Tamim (Karacal vd., 2011) L sinirl bir kafes
olsun. Bir tiggensel konorm S (kisaca t-konorm) L
uizerinde komiitatif, birlesme, monoton
ozelliklerini saglayan 0- birim elemanli bir ikili
islemdir. o

2.7. Tammm (Karagal vd., 2011) Simirli bir L
kafesi tizerindeki bir t-norm T ye bdliinebilirdir
denir :< x <y olan her x,y €L i¢in x =
T (y, z) olacak sekilde bir z € L mevcuttur.

2.8. Onerme (Karagal vd., 2011) T, L = [0,1]
uzerinde bir t-norm olsun. T bolinebilirdir & T
sureklidir. o

2.9. Tammm (Ertugrul, 2018) Bir nullnorm
(L,<,0,1) smurli kafesi iizerinde asagidaki
ozellikleri saglayan bir fonksiyondur; yani
V:1?2 — L fonksiyonuna bir nullnorm denir : &
Her x,y,z € L i¢in

V1. V(x,y) =V(y,x) (Komiitatiflik)

V2. V(x, V(y, z)) =Vl (x,y), 2) (Birlesme)

V3.y<zise V(x,y) <V(x,z) (Monotonluk)
Vd x<aiseV(x,0)=xvex>aiseV(x,1) =
x olacak sekilde bir a € L mevcuttur. o

2.10. Tanmim (Grabish vd., 2009) (L,<,0,1)
siirlt bir kafes olsun. Bir uninorm U:L? — L,
komiitatiflik, birlesme ve monotonluk 6zelliklerini
saglayan, e € L birim elemanli ( L nin her x
elemant i¢in U(e, x) = x ) bir ikili iglemdir. o

2.11. Onerme (Grabish vd., 2009) (L, <,0,1)
sinirli bir kafes ve U, L lizerinde e € L birimli bir
uninorm olsun. O halde,

(i) Ty = U 1[0,e]%:[0,e]? - [0,e], [0, e]
uizerinde bir t-normdur.
(i) Sy =U L [e, 1]%:[e,1]? - [e, 1], [e, 1]
tizerinde bir t-konormdur. o
2.12. Tammm (Grabish vd., 2009) (L,<,0,1)

siirlt bir kafes ve U, L iizerinde bir uninorm
olsun. U(0,1) = 0 ise U uninormuna konjanktif
uninorm, U(0,1) = 1 ise U uninormuna disjanktif
uninorm denir. g

2.13. Tamim (Akella, 2007) (L, <,0, 1) sinrlt bir
kafes olsun. Bir 2-uninorm U?: 1> — L
komiitatiflik, birlesme, monotonluk o6zelliklerini
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saglayan ve 0 <e <k < f <1 sartin1 saglayan
ek, f €Ligin
x < kolanher x € Licin U%(e,x) = x ve x
> k olan her x € L i¢in U%(f, x)
=x
ozelliklerini saglayan bir ikili islemdir. Tim 2-
uninormlarin sinifi Uy, fy ile gosterilecektir. o

2.14. Onerme (Ertugrul, 2017b) (L,<,0,1)
simrli bir kafes ve U? € Uy oOlsun. Bu
takdirde, ~ U? l[gx2=U} ve UZ?lpqp=Uj
olarak gosterilirse, UZ [0,k] iizerinde e birim
elemanli bir uninorm ve UZ [k, 1] iizerinde f
birim elemanli bir uninormdur. o

2.15. Onerme (Ertugrul, 2017b) (L,<,0,1)
siurls bir kafes, U2 € Uyepy Ve U? Ly 2= U?
ve U? 2= U ile gosterilsin. Bu takdirde
Uf Ljpep= Tyz [0, €] tizerinde e birim elemanh
bir t-norm, Uf L 2= Syz le k] iizerinde e
birim elemanli bir t-konorm, U2 V2= Tyz
[k, f] tizerinde f birim elemanl bir t-norm ve
Uz Ytp12= Syz [f, 1] lizerinde f birim elemanl
bir t-konormdur.p

2.16. Teorem (Ertugrul, 2017b) (L,<,0,1)
smnirh bir kafes, U; [0,k] iizerinde e birim
elemanl disjanktif uninorm ve U, [k, 1] {izerinde

f birim elemanli konjanktif uninorm olsun. Bu
takdirde,

Ui(x,y), (xy) €[0,k]?
U(x,y) ={U,(x,y), (xy) € [k,1]%,
k, aksi halde

)

ile tammli operator Uy )y nin bir elemanidir,
yani bir 2-uninormdur. o

2.17. Tanmmm (Karagal vd., 2011) L smurli bir
kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. T-norm
T i¢in T-kismen sira (iiggensel sira) asagidaki gibi
tammlanir ve  <p ile gosterilir x <y
T(¢,y) =x olacak sekilde bir £ € L eleman
mevcuttur. Dual olarak S-kismen tanimlanir. g

2.18. Tanim (Ertugrul vd., 2016) (L,<,0,1)
smmirl1 bir kafes ve U, e birim elemanli bir
uninorm olsun. x,y € L i¢in asagidaki bagintiy1
tanimlayalim:
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X<y y:e
(x,y € [0,e] iken U(k,y) = x olacak sekilde k € [0, e] mevcut ise,
veya
x,y € [e, 1] iken U(x, 1) = y olacak sekilde [ € [e, 1] mevcut ise,
veya

x,y) € L* iken x < y ise,
() y

3)

burada L* = [0,e] X [e,1]U[0,e] X I, U [e, 1] X
[0,e]U[e 1] xI,UI, x[0,e]UI, X [e,1] U
I, X I, dir.

2.19. Onerme (Ertugrul vd., 2016) (3) ile
tanimlanan baginti L {izerinde bir kismen siralama
bagintisidir. o

2.20. Onerme (Ertugrul vd., 2016) (L,<,0,1)
sinirl1 bir kafes ve U, L tizerinde e birim elemanh
bir uninorm olsun. T ve Sy boliinebilirdir ancak
ve ancak <y=<.g

2.21. Tanim (Ertugrul vd., 2017) (L,<,0,1)
sinirli bir kafes {izere U2 € Uk(e,r) Olsun. x,y € L
igin

X<y e

x,y € [0,e] iken U?(l,y) = x olacak sekilde I € [0, e] mevcut ise,
veya

veya

veya
x,y € [f, 1] iken U?(x, p) = y olacak sekilde p € [f, 1] mevcut ise,
veya
Aksi takdirde x < y ise.D

4)

2.22. Onerme (Ertugrul vd., 2017) (4) ile
tanimlanan bagint1 L iizerinde bir kismen siralama
bagintisidir. o

2.23. Onerme (Ertugrul vd., 2017) (L,<,0,1)
siurlt bir kafes ve U? € Uy r) Olsun. x,y € L
icinx <jz yise, x < ydir.g

2-uninormlar uninormlar1 kapsayan daha genel
siniflardir, bu sebeple uninormlar igin yapilan
calismalarin 2-uninormlar ve dahasi n-uninormlar

igin arastirilmasi  arasgtirmacilarin  ilgilendigi
calisma konularidir. Bu c¢alismanin  bundan
sonraki kisminda uninormlar i¢in yapilan

arastirmalar 2-uninormlar i¢in de arastirilacaktir.
Elde edilecek sonuglar, uninormlar i¢in elde
edilen sonuglarin daha geneli olmak iizere
U? e Uk(e,r) i¢in e ve f birim elemanlari e = f
kosulunu sagladiginda bu sonuglar uninormlar
icin elde edilen sonuclarla ¢akisacaktir.

x,y € [k, f]iken U?(y,n) = x olacak sekilde n € [k, f] mevcut ise,

x,y € [e, k] iken U%(x,m) = y olacak sekilde m € [e, k] mevcut ise,
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3. 2-Uninormlar Uzerinde ~ Denklik Bagintisi

Ucgensel normlar (konormlar), uninormlar ve
nullnormlar igin denklik smiflarinin aragtirilmis
oldugu g6z oniine alininca bu siniflar1 kapsayan 2-
uninormlar i¢in de bu tip bir arastirmanin
yapiliyor olmasi olduk¢a anlamlidir. Bu boliimde,
2-uninormlar i¢in bir tip denklik bagmntisi
tanimlanacak, bu denklik bagmtisinin bazi
ozellikleri arastirilacaktir.

3.1. Tamm (L,<,0,1) simrlh bir kafes olsun.
Uke,ry smufi iizerinde U2M,U2® € Uy, y
olmak lizere ~ bagintisi su sekilde tanimlansin:

U2 y2(2)

& U2 den elde edilen kismen sira ile
U2 den elde edilen kismen sira cakisir. 5

3.2. Onerme 3.1. Tanim’da verilen ~ bagntisi,
Uk (e,r) siifi lizerinde bir denklik bagintisidir. o
Ispat. keyfi
almsin.

2 772 2(2) 772(3
Uz u (1),U (),U 3) EUk(e,f)

i. Her U%e€ Uk(e,r) keyfi 2-uninormu igin
U?~U? oldugu agiktir.

i. UM,U*@D € Uyep ve UD~y2@
olsun. Buradan U?® den elde edilen
kismen sira ve U2 den elde edilen
kismen sira cakisir. Boylece agikea,
U@~ 2 oldugu elde edilir.

ii. U2, 023,02 € Uy, 5y, UD~UP

ve U?@)~y23 olsun. Buradan, U?®

den elde edilen kismen sira ile U2 den
elde edilen kismen sira ve U2 den elde
edilen kismen sira ile U?®) den elde
edilen kismen sira cakisirlar. Bdoylece,

U%2M den elde edilen kismen sira ile

U?®) den elde edilen kismen sira gakisir

ve buradan da U?(M~U?®) oldugu elde

edilir.

Boylece, ~ bagmtisinin, Uy, sy sinifi Uizerinde bir
denklik bagintis1 oldugu elde edilir.

3.3, Tamm (L,<,0,1) smurh bir kafes ve
U? € Ug(ep) olsun. U? € Uy nin ~ denklik
bagintisina gore denklik sinifi

UZ = (U2 : y20)~py?}
ile verilir. o

()
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3.4 Onerme (L,<,0,1) smirlh bir kafes ve
U2, U2@ € Upepy Eger
TUf(l)’ Suf(l)’ TU22(1), 5U22(1), TU12(2), Suf(z)’ TUZz(z)

Ve S, 2@ boliinebilir ise U2~y dir.
2

olsun.

Ispat. TUf(l), Suf(l)’ TU22(1), 5U22(1),

TUf(z)’SUf(Z)’ Tuzz(z) ve Suzz(z) boliinebilir ise

STUi(ﬂ - Ssui(” - STU§(1) - Ssug(l) - STUi(Z) -

< oldugunu wverir.

<g . =<; =<¢ =<

Suf(z) TU§(2) S v2@
Buradan da, <,2a)=<2=< oldugu elde edilir.
Boylece, U2 ~U22 olur. 5

3.5. Uyan

i) 3.4 Onerme’deki L kafesi [0,1] birim reel
aralik alinir ve TUf(l),Sulz(l),TU22(1),SU22(1),
Tulz(z),Sulz(z),TUZz(z) ve Suzz(z) siirekli olacak
sekilde U?M,U%@ € Uy, py secilirse 2.8.
Onerme ve 220 Onerme’lerden <2m=

< 2@=< olup U2~y elde edilir.

ii) 3.4. Onerme’nin tersi dogru olmak zorunda
degildir. Ornek 3.6 buna bir drnek teskil eder.

3.6. Ornek T™(x,y), [0,e] iizerinde asagidaki
gibi

0, xt+y<e

nM _
™ xy) = {min(x, ), aksi halde ~ ©)
T™ [k, f] iizerinde asagidaki gibi

0, x+y<f

nM —
™ (xy) = {min(x, y), aksihalde (7)
Sp t-konormu [e, k] tizerinde asagidaki gibi

_ [k (x,¥) € (e, k)*

So(6y) = {mak(x, y),  aksihalde ®)

ve Sp t-konormu, [f, 1] tizerinde asagidaki gibi

_{H (x,y) € (f,1)°
Sp(6y) = {mak(x, y),  aksihalde ©)
secilirse Uy = Upyin(T™,Sp,e) [0,k] iizerinde
bir disjanktif uninorm ve U, = Uypin(T™, Sp, f)
[k,1] Tzerinde bir konjanktif uninormdur
(Beliakov vd., 2007). (2) ile

Ui(x,y), (%) €[0,k]?,
U (x,y) = {Uz(x,w, (x,y) € [k, 1%,
k, aksi halde

(10)
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[0,1] tizerinde bir 2-uninormdur.

Benzer disiinceyle, T*(x,y), [0,e] iizerinde
asagidaki gibi
¢ ry=2
T*(x,y) = {2' V=3 (11)
T™M, aksi halde
T™ [k, f] lizerinde asagidaki gibi
0, x+y<f
nM —
™00 y) = {min(x, y), aksihalde (12)

Sp t-konormu [e, k] tizerinde agagidaki gibi

k, (., ¥) € (e,k)?

SD (x! y) = {mak (X', y)’ aksi halde

(13)

ve Sp t-konormu, [f, 1] tizerinde asagidaki gibi

f () € (f, 1)?

Sp(x,y) = {mak(x, ), aksihalde

(14)

secilirse Uz = Uppin(T™, Sp, €) [0, k] lizerinde bir
disjanktif uninorm ve U, = Upin(T™, Sp, )
[k,1] {izerinde bir konjanktif uninormdur
(Beliakov vd., 2007). (2) ile

Us(x,y), (x,y) €[0,k]?
U?@(x,y) = Uy, (x,y), (x,y) €[k, 1]?
k, aksi halde

(15)

[0,1] iizerinde bir 2-uninormdur. U%M ve U2®) 2-
uninormlar1 sadece [0,e]? {izerinde farklilik
gosterir. U2M Lo o= T™ ve U2® | o= T*
olup [0,e]? iizerinde <pam=<p+ oldugundan
<p2w==<p2 oldugu elde edilir. Fakat ac¢ikca,

2(1) (€ €N —nM (€ E) _ e_p+(C &) =
u (2’2)_Tn (2’2)_0¢2_T (2’2)_
U2 (g,g) oldugundan U2 % y2@) dir, 4

3.7.Teorem (L,<,0,1) smirh bir kafes ve
U?M, U023 € Uyo olsun.
ve

TU12(1)~TU12(2), SU12(1)~5U12(2), TUZz(i) ~TU22(2)

§,2m~S 2 dir ancak ve ancak Uz ~y2@)
2 2

dir. o

Ispat. x,y € L igin x <21 y olsun.
o x,y€|[0,¢e] ise Uz Yoe2= T2
1
oldugundan x <2y y olmas1 x <p 2w Y
Ul
oldugunu verir. Buradan, TU2(1)~TUz(z)oldugu
1 1

icin x STUz(z) y oldugu elde edilir.
1
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U2 Y0,e2= TU12(2> oldugundan, x STuia) y
olmasi x <2(z) y olmasim gerektirir.
e x,y € [ek] ise UM L 2= S 2
1
oldugundan  x <21y ¥ olmas1 x SSUm) y
1
oldugunu verir. Buradan, S U2(1)~S y2@ oldugu
1 1
igin X S5 ,, ¥ oldugu elde edilir.
Uy
2(2 — 5
U2 Ve 2= Sulz(z) oldugundan, x Ssui(z) y
olmasi x <2(2) y olmasini gerektirir.
e x,y €[k f] ise UM 4y ee=T 2
2

oldugundan  x <, 2y y olmast x <p p2® y
2

oldugunu verir. Buradan, TU22(1)~TU22(2) oldugu
igin x STUz(z) y oldugu elde edilir.
2@ Vi 2= Tzuzz(z) oldugundan, x STU§<2> y
olmasi x <2(z) y olmasim gerektirir.

e x,y€|[f, 1] ise RS, l[f'l]z= 5U22(1)
oldugundan  x <, 2y ¥y olmasi x Ssug(” y

oldugunu verir. Buradan, S y2@ ~S Uz(z)oldugu
2 2

icin XS5 0 Y oldugu elde edilir.
UZ
y2@) Yipae= Suzz(z) oldugundan, x Ssui(z) y

olmasi x <2(2) y olmasim gerektirir.
e Aksi takdirde, x <;2yy olmasi x <y
olmasini, bu ise x <22y ¥ oldugunu verir.

Benzer sekilde,
TU12(1)~TU12(2>, S y2® ~S y2@: TUZz(l) ~TU22(2> ve

S y2@ ~S 2@ varsaymmlart altinda x <22 y
2 2

olmasi x <,y oldugunu verir. Bdylece,
TU12(1)~TU12(2>, S y2® ~S y2@: TUZz(l) ~TU22(2> ve

S 2 ~S 22 ise U?MW~y2@ oldugu elde edilir.
2 2

H 2 2 —
Tersine, Uf~Ujz olsun. O halde, <;20)=<22)

dir. Boylece < =< ,
Yy 5 (]2(1),|,[0'e]2 UZ(Z)l[O,e]Z

=<, 202 y <2 =
UEOU 2 ULy fy2

=<,,2(2) oldugu
US g2 £

<2
U (1)‘|'[e,k]2

<.2(2) ve <201
US e 12 US a0

agiktir ve bu esitliklerden sirasiyla <r , =
Uy

< < =< < =<
STa@ =SS0 " =S ST~ =T e ve

SSU2(1)=SSU2(2) oldugu elde edilir. Bu ise,
2 2

TU12(1) ~TU12(2) , SU12(1) ~SU12(2) , TU22(1) ~TU22(2) ve

S 2w~S, 2¢2) oldugunu verir. o
U2 UZ

4. <yz Swralamasma Goére Kiyaslanamayan
Tiim Elemanlarin Kiimesi K ;2

Bu bolimde, (L,<,0,1) smirh kafesi iizerinde
tanimli U2 € Uy(ey uninormu igin <2
siralamasina gore kiyaslanamayan elemanlarin
kiimesi K ;2 kiimesinin bazi 6zellikleri arastirilmig
ve KUZ =KTU% UKSU% UIGUMQUKTU% U

KSU% Ul U Mg U I esitligi ve <z siralamasina
gore x elemani ile kiyaslanamayan elemanlarin
kimesi 109 ile K,z nin iliskisi ortaya
koyulmustur.

41. Tamm (L,<,0,1) sl bir kafes ve
U? e Uk(e,f) olsun.

Kyz = {x € L\ {0,1}

: (x <yvex £,z y) veya (y

< xvey %,z x) veya x||y olacak sekilde y
€ L\ {0,1} mevcuttur.}

KTug ={x €[0,e]\{0,e}
: (x <yvex $TU2 y) veya (y
1

<xvey $TU2 x) veya x||y olacak sekilde y
1
€ x € [0,e] \ {0, e} mevcuttur.}

KSU% ={x € [e, k] \ {e, k}
: (x <yvex $5U2 y) veya (y
1

<xvey $5U2 x) veya x||y olacak sekilde y
1
€ x € [e, k] \ {e, k} mevcuttur.}

Kr,, = (x € [k fI\ {k.f}
: (x <yvex $TU2 y) veya (y

<xveyZr , x) veya x|y olacak sekilde y
2
€ x € [k, f]1\ {k, f} mevcuttur.}

Ks,; = € LU\
: (x <yvex $5U2 y) veya (y

<xvey%s , x) veya x||y olacak sekilde y
2
€ x € [f, 1]\ {f, 1} mevcuttur.}

olarak tanimlanir.

4.2. Onerme (L,<,0,1) smirli bir kafes ve
U? € Ue,f) Olsun. O halde
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M,={x€L : y€el,olanbaziy €

L ler icin y||x dir.} (16)
ve

My={x€L: y€lfolanbazty €

L ler icin y||x dir.} a7

olmak tlizere

KUZ :UKS ZUIeUMeUKT ZUKS ZUIfU
U1 vz vz

Ms U I (18)
dir. 5

Ispat. KTU%,KSU%,Ie,Me,KTU%,KSU%,If, Mg ve I

kiimeleri tanmimlanisi geregi Kz kiimesinin alt
kiimeleridir. Buradan, KTUz U KSUz ul, UM, U
1 1

KTU% U KSU% UlrUMp UL € Kyz oldugu  elde

edilir. Tersine, x € K2 keyfi alalim. O halde,
(x<yvex £yzy) veya (y<xvey £yzx)
olacak sekilde y € L \ {0,1} mevcuttur. Keyfi bir
x €L igin x < k,x >k veya x|k dir. Ilaveten,
x<k ise x<ex=e veya x|le, x>k ise
x < f,x=f veya x||f olmak zorundadir. Yani
bir x €L i¢in miimkiin durumlar x € [0, e],

€ le, k], x|le, x € [k, f], x € [f,1], x||f veya
x||k dir.

)} x € [0, e] olsun.
i-1) y € [e,1] olsun. Buradan, <,z nin tanimi

geregi x <,z y olur. Bu ise, x € Kz olmast ile
celisir.

i-2) y € [0,e] olsun. Bu durumda, x <y, y < x
veya x||y olabilir.

— x < y olsun. Varsayalim ki, x <1, Y olsun. O
1

halde, U%(l,y) = Tyz(1,y) = x olacak sekilde

[ € [0, e] mevcuttur. Boylece, x <2 y olur ki,

bu bir geliskidir. O halde, x $TU2 y olup
1

x € Ky, olur.
U1

— y < x olsun. Varsayalim ki, y <1, X olsun. O
1

halde, U?(l,x) = Tyz (I, x) = y olacak sekilde

[ € [0, e] mevcuttur. Boylece, y <2 x olur ki,

bu bir celiskidir. O halde, y $TU2 x olup
1

x€Kr , olur.
1
— x||y olsun. x,y € [0, e] oldugundan, KTU2 nin
1

tanimindan agikca x € KTu2 olur.
1
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i-3) y||e olsun. y, e ile kiyaslanamayan bir eleman
oldugundan bu durum i¢in x||y olmak zorundadir
(x <y olursa x <z ¥ olacagindan, y < x olursa
y < x < e oldugundan celigki elde edilir). y||le ve
x||y oldugundan x € M,, olur.

i) x € [e, k] olsun.
ii-1) y € [0,e] (y € [k, 1]) olsun. Buradan, <,
nin tanimi geregi y <,z x (x <yz y) olur. Bu ise,
X € K2 olmast ile gelisir.

ii-2) y € [e, k] olsun. Bu durumda, x <y, y <x
veya x||y olabilir.

— x < y olsun. Varsayalim ki, x <s,2 Y olsun. O
1

halde, U%(l,x) = Syz2(L,x) = y olacak sekilde

l € [e, k] mevcuttur. Boylece, x <2 y olur ki,

bu bir ¢eliskidir. O halde, x £ Sy2 Y olup
1

x €Ks , olur.
1
— y < x olsun. Varsayalim ki, y Ss,2 % olsun. O
1
halde, U%(l,y) = Sy2(Ly) = x olacak sekilde
l € [e, k] mevcuttur. Boylece, y <,z x olur ki,
bu bir ¢eligkidir. O halde, y £ Sz X olup
1
x € Ky, olur.
U1
— x||y olsun. x,y € [e, k] oldugundan, KSUz nin
1

tanimindan agik¢a x € KSUZ olur.
1

ii-3) y|le olsun. y, e ile kiyaslanamayan bir
eleman oldugundan bu durum igin x|y olmak
zorundadir (x < y olursa e < x < y oldugundan,
y <x olursa y <,z x olacagindan ¢eliski elde
edilir). y||e ve x||y oldugundan x € M, olur.

i)

iii-1) y € [0,k] (y € [f, 1])olsun. Buradan, <
nin tanmmi geregi y <,z x (x <yz y) olur. Bu
ise, x € K2 olmasi ile gelisir.

x € [k, f] olsun.

iii-2) y € [k, f] olsun. Bu durumda, x <y, y < x
veya x||y olabilir.
— x < y olsun. Varsayalim ki, x <1, Y olsun. O
2
halde, U%(l,y) = Tyz(,y) = x olacak sekilde
l € [k, f] mevcuttur. Boylece, x <,z y olur ki,
bu bir c¢eliskidir. O halde, x iTUZ y olup
2
X € KTug olur.
— y < x olsun. Varsayalim ki, y STUz x olsun. O
2

halde, U?(l, x) = Tyz(l,x) =y olacak sekilde
l € [k, f] mevcuttur. Boylece, y <2 x olur ki,
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bu bir celiskidir. O halde, y $TU2 x olup
2
X E KTug olur.
— x||ly olsun. x,y € [k, f] oldugundan, KTUz nin
2
tanimindan agikca x € KTUz olur.
2

iii-3) y||f olsun. y, f ile kiyaslanamayan bir
eleman oldugundan bu durum igin x|y olmak
zorundadir (x <y olursa x <,z y olacagindan,
y <x olursa y < x < f oldugundan ¢eliski elde
edilir). y||f ve x||y oldugundan x € M olur.

iv) x € [f, 1] olsun.
iv-1) y € [0, f] olsun. Buradan, <,z nin tanimi
geregi y <,z x olur. Bu ise, x € K2 olmasi ile
celisir.

iv-2) y € [f, 1] olsun. Bu durumda, x <y, y < x
veya x||y olabilir.

— x < y olsun. Varsayalim ki, x <s,2 Y olsun. O
2

halde, U%(l,x) = Syz(L,x) = y olacak sekilde

l € [k, 1] mevcuttur. Boylece, x <2 y olur ki,

bu bir ¢eliskidir. O halde, x £ S,z Y olup
2

x € Ky, olur.
Uz
— y < x olsun. Varsayalim ki, y <s,2 X olsun. O
2

halde, U%(l,y) = Syz(Ly) = x olacak sekilde

l € [k, 1] mevcuttur. Boylece, y <2 x olur ki,

bu bir geliskidir. O halde, y £5 , x olup
2

x € Ky, olur.
Uz
— x||y olsun. x,y € [e, k] oldugundan, K5U2 nin
2
tanimindan agik¢a x € K5u2 olur.
2

iv-3) y||f olsun. y, f ile kiyaslanamayan bir
eleman oldugundan bu durum igin x|y olmak
zorundadir (x < y olursa f < x < y oldugundan,
y < x olursa y <,z x olacagindan ¢eliski elde
edilir). y||f ve x||y oldugundan x € M olur.

V) x||e olsun. Bu takdirde, x € I, dir.
Vi) x||f olsun. Bu takdirde, x € I dir.
vii) x||k olsun. Bu takdirde, x € I, dur.

Boylece, Kz © KTU{ u K5U§ ul, UM, U KTU% u
KSU% U If U Mg U [ oldugu elde edilir.

O halde, K2 = KTu§ U KSU% Ul, UM, U KTU% V]
Ksug Ulr UM U dir.g

2-uninormlarin uninormlart kapsayan bir simf

oldugu gercegi g6z Oniine alindiginda, 2-

uninormlar i¢in (18) ile verilen Kyz =U K5U2 U
1
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I, UM, U KTU% U KSU% Ul UM U I esitliginin,
(Kesicioglu vd., 2017) ¢alismasinda uninormlar
icin elde edilen esitligin daha geneli olacagi
aciktir. Dahasi U? 2-uninormu igin e ve f birim
elemanlar1 e = f kosulunu saglarsa U? 2-
uninormu bir uninorm olur ve U? 2-uninormu
icin elde edilen (18) esitligi (Kesicioglu vd., 2017)
de verilen esitlikle cakisir. Bu calismada elde
edilen esitlige dikkat edilirse, [, kiimesinin varlig
da bu esitligin daha genel bir form oldugunu
dogrular niteliktedir.

4.3. Sonu¢ (L,<,0,1) smrh bir kafes ve U? €
Uk(e,pyolsun. I, = I = I, = @ ise

KUZ = KTU% U KSU% U KTU% U KSU% (19)

dir.
Ispat. I, = @ ise M, = @ ve I =0 ise Mf =0
oldugundan I, = Ir = I;, = @ iken K2 = KTUZ U
1
Ks , UKr , UK , oldugu elde edilir.
u? U3 U

4.4. Sonu¢ (L,<,0,1) smirh
U? € Upe,f) Olsun. Bu takdirde,

bir zincir ve

KUZ = KTU% U KSU% U KTU% U KSU% (20)

dir. 5

4.5. Onerme (L,<,0,1) smrh bir kafes ve
U? € Ug(es) oOlsun. c €L olmak iizere, <2
siralamasina gore ¢ elemani ile kiyaslanamayan
elemanlarin kiimesi

19 = {x e L\ {0,1} :
x, <y2 siralamasina gore c ile kiyaslanamazdir}(21)

olmak tizere K ;2 = Uyey, Il(;;) dir. 5

Ispat. x € L keyfi alindiginda Il(;;) kiimesinin

tanimlanig1  geregi IL(])? € K,z dir. Boylece,
UxeL IL(]’? € K2 oldugu elde edilir.
Tersine, y € K,z keyfi alinsin. Boylece

[y<zvey %,z z] veya [z < y ve z £,z y] veya
z||y olacak sekilde z € L \ {0,1} mevcuttur.

o y<z Ve ys<y2z olsun. z <,z y oldugunu
varsayalim. Bu durumda, z < y elde edilir ki
buy < z ile gelisir. Boylece, z £,z y oldugu
elde edilir. y £,2 z ve z £,2 y oldugundan, y,
<p2 siralamasina goére z ile kiyaslanamazdir.

Boylece, y € IL(]ZZ) olur.
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e z<y Ve z%y,2y olsun. y <,z z oldugunu
varsayalim. Bu durumda, y < z elde edilir ki
buz <y ile gelisir. Boylece, y %£,2 z oldugu
elde edilir. y £,2 z ve z £ 2 y oldugundan, y,
<p2 swralamasina gore z ile kiyaslanamazdir.

Boylece, y € Il(jzz) olur.

e z|ly olsun. Buradan agik¢a, y ¥,22z ve

@

z £y2 y oldugu elde edilir. Béylece, y € I/

olur.

O halde, y € Kz keyfi elemant igin, yEIl(JZZ)
olacak sekilde z € L\ {0,1} mevcuttur. O halde,
Yy E UxELIl(]’? olup K2 € UxELIl(]’? oldugu elde
edilir. 5

5. Tartisma ve Sonug¢

Bu c¢alismada su sonuglar elde edilmistir. 2-
uninormlar {izerinde bir baginti tanimlanarak, bu
bagintinin bir denklik bagimtis1 oldugu elde
edilmistir.  2-uninormun  belirledigi  tliggensel
normlar ve konormlardan elde edilen siralama ile
2-uninormlardan elde edilen siralama arasindanki
iligki arastirllmis ve aralarindaki iliski ortaya
konulmugtur.  2-uninormlardan  elde edilen
siralama bagintisina goére kiyaslanamayan tiim
elemanlarn  kiimesi Kyz nin  Karakterize
edilmistir. x elemam ile kiyaslanamayan tiim

elemanlarin kiimesi Ig;) ile K,z iliskisi ortaya
konmustur.
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