
Prof.Dr.Cemal Özgüven

G iriş

Bir Ürünü üretmek iÇin m farklı tiple makineden meydana gelen bir imalat haltının
kuru|ması söz konusu olduğunda , lemel sorun kapasile sınırlarına uyulması şarlıyla haııınelkinliğini maksimize elmek için her bir makine tipinden kaç adeı ıuııanıımaİı gerektiğinekarar vermekıir Bu kararın verilmesinde kullanılabilecek üç doğrusal karma sıfır_birprogramlama modeli geliştirilmiştir

Doğrusal modellerin lemelini leşkil eden model (llk Model denilecekıir) bir kuadralikprogramlama modelidir Bu i|k modelde yer alan loplam makine sayısı oe6ığı<enısabiı|eŞıirilince Model..la., periyod uzunlugu değişkeni sabiıleşıirilince Model lb e|deedilecektir . Hem Model la hem de Model lb doğrusal-mode|lerdir ,

Her bir alternalit toPlam .makine sayısı için Model la , her bir alıernaıif periyoduzunluğu içın Model lb ard arda çözülünce , maksimum erkinlikleki ima|aı haıt|nda mfarklı makine tipinden kaçar tane kullanılması gerekıiği belirleneceklir .

llk modele bir matematiksel lransformasyonun uygulanmaslyla Model ll e|de edilecektir .Doğrusal olan Model ll'nin Model la ve Model lb'den larkı iıer ikisi de sabilleşlirilmediğiiçin hem loplam makine say]slnln hem de periyod uzunluğunun birer karar değişkeniolmalarıdır , Bu durumda , Model ll her bir a|ternaıif ıoplİm makine sayısı,veya periyod
uzunluğu iÇin ard arda detalerca çözülmeksizin,bir seıeİde all ve üsl kapasile sınırlarıigİldg_ en uYgun toPlam makine sayısını ve periyod uzunluğunu bulacak , maksimumetkinlikteki imalal hattında kullanılması gereken makine mikıar]arını belirleyecektir

Parametreler , Değişkenter ve Tanımlar

y(1) = ima|at hatlında 1. tip makineden kullanılan mikrar(adet)
y(zl = imalal hatlında 2. tip makineden kullanılan mikıar(adel)

kapasite planlama Aracı otarak Üç Tane Doğrusal karma
Sıiır-Bir Programlama Modeli

y(m) = imalat hallında m. ıip makineden kullanılan mikıar(adel)

y (1l,y(Zl,.,.,y (m) = 1,2,.....,A

ti = i'inci lip bir makinenin bir birim ürün için çalışma süresi (dakika)
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n - imaıaı hallındaki toplam makine saylsl

n - y(l)+y(2)+...+y(m)

T = periyod uzunluğu (daöoğaz makine lipinin bir birim ürün için
orlalama çahşma sürbsi)

T= maksimum (ır/y(1) ,l",ly|2|,,.., ımly(m) )

burada ır/y(1) , lrly(z|,..., lr/y(m) sırasıyla y(1),

y(2),...,y(m) adel kullanıldıkları taklirde, ,| .,2.,...,m. tip .
makinelerin bir birim üıün için dakika olarak orlalama

çalışrna süreleridir.

E - ]malal hallının elkinliği

E ' |1 +l2+...+lm / nT

k = lmalat hallının bir vardiya üzerinden kapasitesi

K- 60X8/T

kü = üsl kapasile sınırı

KA = all kapasile sının

KA< 6ox8/T=KÜ'

1 1. tip makineddn y(1) adet kullanılıısa

'ıy(ı) -
0 aksihalde y(1)=1,2,...,A

1 2. lip makineden y(2) adel kullanılırsa

'zy(zl ' 0 aksi halde y(2|=1,2,...,A

1 m. lip maklneden y(m) adel kullanılırsa
xmy(m) =

0 'aksi halde y(m}=1,2,...,A
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Try(r) = y(1) adet kullanılırlarsa , 1. lip makinelerin orlalama

çalışma sürelerini kapsayan zaman aralığı (dakika)

Tzy(",, =y(2) adel kullanılırlarsa , 2. tip makinelerin orlalama

çalışma süre|erini kapsayan zaman aralığı (dakika)

Tmy(m) = y(m) adet kullanılırlarsa , m. lip makinelerin ortalama

çalışma sürelerini kapsayan zaman aralığı (dakika)

lır Modet

Elkinliği en Yüksek olan imalat haltının kurulması hedef ahndığına göre , ilk modelin
amaç fonksiyonu ilk elapla şöyle ifade edilebilir :

maksimize edin l.' +tr+...+t, / nT

Kesirin PaYı Pralikte her zaman sabil bir sayı olduğu için , aynı amaç fonksiyonu şöyle deyazılabilir :

minimlze edin nT

herbir makine tioindenimalat hallında sadece lek miktar (ya 1 , ya 2 , ... , ya da A adeı) k;aı*fi;;;,
sağlamakladır :

xl1 * xl 2+ ...+XıA = 1

x21 +x22-.....-."o =' 
(|)

xm1 +xm2+...+XmA=1

Yine her makine tiPi iÇin bir sınırdan oluşan ll. sınırlar kümesi , herbir makine lipinin
orlalama ÇalıŞma sÜresi ile imalat hatlının periyod uzunluğu arasında bağlanıı kurmakıİdır :

( lr/1) xrı + (tı 12| xr, + ... + (t.,/A) xrtr < T
(lrl1| xrı + (l2l2| x22 * ... + (lrlA )xrtr s T

(tm/1) xm' + ('r;; ,r, +... + (ı,n/A) rmA < T

l8
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ll. sınır]ar kümesindeki herbir sınırın sol ıarafı ilgili makine liPinin bir bırim ürün

için ortalaına çaılşma süresidir . Bu durumda , periyod uzunluğ.u (T) sol ıaraftaki ifadelerin

,n uuvugunoen , yanı darboğaz makinenin orlaıama çalışma süresinden , az olamaz ,

Bir ıane sınırdan ibaret olan lll. sınırlar kümesi şöyıe yazııabııir :

(xr r+2xlr+...+Ax11)+(xr,, 
+2x12+...+Ax2tr) +"+ (xm1*2xm2+",+Ax.....1) = n (lll)

Bu sınır imalat hattındaki toplam makine saylsınl tesbit etme görevini yapan bir nevi-

sayaçıır .

lmalat hatlının kapasitesinin Kg üst ve Ktr all sınırlar arasında kalması için

Kıs 60X8/T<KÜ

ilişkisinden haraketle

T < 60X8 / KA (ıV)

T> 60X8/Kg

sınırları konulmaktadır

Ortaya amaç tonksiyonu kuadratik , sınırları doğrusal olan bir karma sıfır-bir

programıami modeli çıkmıştır . n değişkenini veya T değişkenini sabit bir sayıya eşıtıemek

surellyle , bu modeli doğrusallaştırmak mümkündür ,

llooel la ve Model lb

llk modelde n değişkeni danıı uir sayıya (n9) eşillendiği takdirde , bir doğrusal model

o]an Mode| la elde edilmektedir :

minimize edin noT

sınırlar

X1-| * X1 2+ ,..+ XıA = 1

( Modeı Ia) "'* ":..|..."' 

+ x2A = '|

Xm1 +Xm2+...+X*tr=1

(|)

l9
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(tr/1) xr.' + (tr/2) x12 * ... + (ı,/A) x.,1 < T
(lrl'l| xr,, -''r'")....':" + ", + (ı2/A) xrtr < T

(tr/1) xr' +(ır/2). xm2 + ... + (ır/A) xmA < T

(ll)

(x., ., +2xr r*...*Axr 1)+(x, ,+2xrr+...+Ax21) +..+ (xr1 +2x.r+...+Ax,n1) = n9 (lll)

T < 60X8 / KA (ıV)
T> 60XB/Kg

x11,,x12,...,xmA = 0,1

Model la farklı no değerlerine göre ard arda defalarca çözü|ecek ve her seferinde larklı

bir toplam makine sayısı için maksimum etkinlikleki imalat hallında kullanılması gereken
makine sayıları bulunacaklır

llk modelde n değişkeni yerine T değişkeni 48O/Kg ile 480/Ko arasında 6abil bir

sayıya (To) eşillendiği takdirde,bu sefer başka bir doğrusal model,Model lb,elde

edilmektedir :

minimize edin Ton

sınırlar

x1l*x12+...+xr1 =1

xm.ı +xm2+...+xmA=,|

(l1/1) x, -, + (t., /2) x12 * ... + (ı.,/A) x., tr < To

(lrl1| xr, + (lrl2| x22 * ... + (lalA) xrtr < To

( ll)

(lr/1) x,n' +(l./2) xm2 *... + (l./A) xmA . To

20
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(xrr+2xrr*...+Axltr)+(xr, +2xrr+...+Ax21) +..+ (rr1*2r12+...+Axr1) = n (lll)

x1 1,x12,...,xmA = 0,1

n = m,m+l,m+2,...,mA

Model la ve Model tb'nin Bir Örnek Probleme Uygulanması

Bir ürünün üretilmesi için üç farklı tipıe makineden (m=3) bir imalat hattı
kurulacaktır . Heıbir makine lipinden en çok üç (A=3) makine kullanılabi|ir . i'inci lip bir
makinenin bir birim ürün için kullanım süresi

ı1 =100 tz=59,t3=40

dakikadır . KA=10 ve KÜ=,| 6 kapasile sınırları arasında maksimum etkinlikteki imalal

hattında her bir makine tipinden kaç lane kullanılmalıdır ?

Bu özel karar prob|emini yansıtan Model la ve Model lb şöyle yazılabilir :

minimize edin noT

sınırlar

X1 
1 

+X1 2+X13 = 1

x2l+x22+x23 = '| (|)

X3l+X32+X33 = 1

1Model la)
100x' ., +50xr r+33.33xr a < T

50xrr+25xrr+16.66xra < T (ll)

4Oxa., +20xar+13.66xaa < T

(x., , +2x ,r+3x1 3)+(x, ,+2xrr+3x13)+(xa., +2xrr+3xrs) = no (lll)

T>30 , T<48

x1l,x12,...,x33 = 0,1

2|

(lV)
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minimize edin Ton

sınlrlar

X1l+X12+X13 = 1

x2l+x22+x23 = 1

X31 +X32+X33 = 1

100x.' ., +50x1 2+33.33x1 3
50xrr+25xrr+ 1 6.66x23

40xa,' +20xrr+ 1!.6§lra

(|)

<To
< To (ll)

<To

1Model lb)

(x,,+2xr2j3x13)+(x,,+2xrr+3x13)*(13ı+2xar+3x33) = n (lll)

x1 1,x12,.t.,x33 = 0,1

n = 3,4,...,9

no ' a 3'den 9'a kadar lamsayılı değerler vermek sureliyle Model la Lindo paket
programından yararlanılarak 'l 6 mhz hızındaki bir bilgisayarda bilgisayarda 7 deIa
koşlurulmuş ve aşağıdaki sonuçlar elde edllmişlir :

lo x,t 1 x12 x,l3 '21 x22 x23 x31 '32 x33

0
0
0
0

3
4
5
6
7
8
9

ÇözüM YoK

190/noT Süre (dakika)

0.066
0.066
0.083

1901240 0.15
190/233.31 0.20
190/266.64 o.1 16
190/299.97 0.066

01010100
010100,1 0
0l01000.ı
01001001

40
33.33
33.33
33.33

Bu lisle 3'den 9'a kadar loplam makine sayılarından herbiri için hattın maksimum
elkinliğinin ne olduğunu ve her makine liplnden kaç lane kullanılması gerektiğini
göstermekledir . Mesela, imalat haltında 6 lane makine bulunacaksa,periyod uzunluğunun
minimum değeri 40 dakika,haltın maksimum eıkinliği 19O/24o olur ki bu durumda
birinci tiP makineden 3 , ikinci tip makineden 2 ve üçüncü lip makineden bir lane
kullanmak gerekir . Listenin incelenmesinden . hallın u|aşılabilecek en yüksek etkinliğinin
190/233.3l olduğu ve bunun da loplam makine sayısı 7 ,periyod uzunluğu 33.33 dakika
olduğu zaman gerçekleşliği anlaşılmakladır .
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Model la'nın n0 = 3,4,5 iÇin Çözümsüz olmasının sebebi T<4B sınırıdır . periyod
uzunluğu 48 dakikaYı aŞamazsa , loplam makine say|sının en az 6 olmasının zorunlu olduğuIl. sınırlar kümesindeki sınır|arın sol taraflarının İncelenmesiyle anlaşı|abilir

To 'ın 30 dakika ve 48 dakika arasındaki alternalif periyod uzunluklarına eşitlenmesiyle
Model lb Lindo Paket Programından yarar|anılarak 16 mhz hızındaki bir bilgisayarda iki

defa koşlurulmuş ve aşağıdaki sonuçlar alınmışlır :

To xl 1 x,ı 2 xlg x21 x22 x23 x31 x32 x33 190/noT Süre (dakika)

7 190/233.31 0.133
6 190/240 0..l5

3i}.3300101oo1o
400o101o.ı oo

. Bu liste herbir Periyod uzunluğu için hallın maksimum eıkinliğinin ne olduğunu ve bueıkinliğe ulaŞmak amacıyla her makine lipinden kaç lane kullanılması- gerekriğini
göstermekledir . AYnl sonuÇ burada da elde edilmişlir . xİııın ulaşılabilecek en yÜıseı< "
elkinliği 190/233.31 'dir ve bu etkinlik periyod uzunluğu 33.3-3 dakikr,ıopır. makinesayısı 7 olduğu zaman gerçekleşmekledir .

Model ll

llk modeli doğrusal bir modele
eşillemeksizin) çevirmek için

(n değişkenini veya T değişkenini sabit bir sayıya

minimize edin nT

amaç fonksiyonunun yerine

nT =_ ( y(1)+y(2)+...+y(m) )T = y(l)T+y(2)T+.,.+y(m)T

eŞilliğinden Yararlanılarak doğrusal ierimlerin loplamı olan bir amaç fonksiyonu ve iki taneslnırlar kümesi (V. Ve Vl. sınır kümelerİ) ikame edileoııır. Bu maıemaıiksellransformasYona ılaveıen ilk modelin dört lane sınırlar kümesi aynen aktarılırsa , orlayahem n hem de T'nin değişken olduğu doğrusal bir mode| , Model ıı ,ğı<ar :

minimize edin 1T., ,,+2T.,r+...+Al., 
tr

+1r rr+2F rr+...+Alr1

.ır., -rr;;-...-or,o

23
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slnlrlar

xl 1+xl 2+...+xıA =1
x21 *x22-......-"o =' 

(|)

xml +xm2+...+xmA=1

(Model ll) (ır/1) xrı * (tı tll x.,, +... + (ırıA) xr1 < T
(lrl1) xr,, + (lrl2| x22 * ...+ |lrlA| xr1 < T

(ll)

(tr/l) xr., +(|r/2) xm2 + ... + (l*/A) ,mA < T

(xr, +2xr r*...+Axr 1)+(x, ,+2xrr+.,.,+Axr1) +..+ (x, ,+2x^r+,..+Axrtr) = n (lll)

T < 60X8 / KA (ıV)
T> 60X8/KÜ

'ry(') =' ',r(r1 ylıl=ı,z,...,A
İry(r,ı..' M 'zy(z) yQ|=1,2,...,A

(V)

T.y(m) < M'my(m) y(m)=1 ,z,...,A

T = T.ı .ı +Tr r+...+T., 1
T = T zı+T rr+...+T r7

(Vl)

T= Tml +Trr+...+Trtr

xll,x12,...,XmA = 0,1

n = m,m+l,m+2,...,mA
T1 .ı,T12,...,TmA > 0

24



l. sınırlar l{imesinden dolayı imalal haıılnda her ıip makineden sadece tek miklar (1

veya 2 veya ,..,veya A adet) kullanılacaktır.

V. sınırlar kümesi her lip makineden kullanılan miklar ile o miktara ait orlalama
ÇalıŞma süresini kapsamaya yeıen zaman aralığı arasında bağlantı kurmaktadır . Mesela,2.
lip makineden 3 adet kullanılırsa , (l)'den dolayı xra=1 , x2l=x22=x24=...=xz1 = O olur .

Bu durumda , V. sınırlar kümesi T6 oeğişkenlerinden sadece bir tanesinin pozilif olmasına
imkan tanlr : Trr>0 , T u=T 22=r 

"o=,..=T 
,tr = 0 .

AmaÇ fonksiyonundaki loplamsal iladenin nT'ye denk olması için pozitif olan
İıylıl,Tzylz),...,Tmy(m) değişkenlerinin tümünün T'ye eşit olması gerekir. Bunu da Vl.
sınırlar kümesi temin elmekledir . Vl. sınırlar kümesindeki herbir sınırın sağ larafındaki
değiŞkenlerden sadece bir lanesi (l. ve V. sınır kümelerenden dolayı)pozitif clacak ve
bunların tümü ll. sınırlar kümesi larafından layin edilen T değerine eşit|enecektir .

Model ll'nin Aynı Örnek Probleme Uygulanması

Model la ve lb'nin uygulandığı örnek karar problemini yansllan Model ll ,M=1,ooo
olmak kaydıy|a,şöyle yazılabilir :

minimize edin 1T' , +2T,2*3Tı 
3

+1T rr+2T rr+3Tra
+ 1Tr.' +2Tar+3Ta,

s ın ırlar

x1 1*xl r+x., a = '|

xrr+xrr+x"r= 1 (|)

xrr+xar+xr, = 1

(Model ll)
-|00x.,.' +50x-,r+33.33xra < T

50xrr+25xrr+16.66xra < T (ll)

40xor+20xar+13.66xaa < T

(xr .,+2xr r+3x13)+(x21 +2xrr+3x13)+(xr..,+2xrr+3x33) = n (lll)

T>30 , T<48 (lV)

T, .' <1,000x, .,

T ız <1,'lll].,

Teg <1,000 xa,

25
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T = T' 1*T12*T13
T =Trr+Trr+'l*
T = Tar+Ta2+T*

X1 1,X12,...,X33 = 0,1

n = 3,4,,.,9
T1l,T12,...,T33 > 0

Orlaya çıkan 20 değişken ve ve 21 sınır|t model Lindo paket programından
yararlanılarak 16 mhz hızındaki bir bilgisayarda koşulmuş ve aşağıdaki çözüm 0.616
dakikada e|de edilmiştir :

-amaç 
fonksiyonunun minimum değeri = 233.31

X13= X22 = Xa, = 1

Tıs=Tzz=T32=33.33
T=33.33 n=7

Model ll'nin çözümü Model la'yı yedl , Model lb'yi iki kere çözünce bulunan çözümlerin
en iyisinin ta kendisidir : Birinci lip makineden üç , ikinci ve üçüncü tip makinelörden
ikişer tane ku|lanılarak bir imalat hatlı kurulursa , n=7 makineden meydana gelen bu hat
T=33.33 dakikalık periyod uzunluğu ile birlikle maksimum etkinliğe (190/233.31)
u|aşır . Bu hathn bir vardiya üzerinden kapasitesi de 60x8/33.33 = 14.4 birim olacaktır
ki bu kapasite Ko=19 birim ile KÜ=16 birim arasındadır

Değerlendirme ve Sonuç

Bu çalışmada , bir ürünün ürelilmesi amacıyla all ve üst kapasile sınırları içinde
maksimum etkinlikteki imalat hattını kurabilmek için üç tane doğrusa| karma sıfır-bir
programlama modeli geliştirildi ve hepsi de aynı örnek probleme uygulandı .

Model la , n değişkeninin , Model lb de T değişkeninin sabit|eştirilmesi suretiyle ilk
mode|den elde edilmişlir . Bu modeller , yukarıda açıklandığı gibi,allernalif n değerleri ve T
değerleri için ard arda defalarca çözülme esasına dayanmaktadırlar . Model la ' da mA+1
değişken ve 2m+3 sınır , Model lb'de ise mA+1 değişken ve 2m+1 sınır bulunmaktadır .

Model ll , hem T hem de n 'i birer değişken olarak bulundurması ve buna bağlı olarak
maksimum etkinlikteki imalat hattının toplam makine saytsı ve periyod uzunluğunu bir
hamlede vermesi bakımından , Model la ve Model lb'ye kyasla daha'ileri seviyede bir
modeldir . Ancak,bu üslünlüğüne karşılık bu mode|in değişken ve sınır sayısı daha fazladır:
:2mA+2 değişken ve mA+3m+3 sınır.

(Vl)
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Değişken ve sınır sayıları bakımından daha büyük bir model olduğu için Model ll'nin
bilgisayardakl .çözüm süresi de daha uzundur . Yukarıda kurulan ınodel la' ların ve Model
lb'lerin çözüm süreleri 0.066 dakika ile 0.20 dakika arasında değişirken Model ll nin
çözümü 0.616 dakika sürmüştür. Model ll'nin çözüm süresi daha uzundur ama Model la ve
Model lb her allernalif n ve T değeri için çözülmek zorundadır . Bu bakımdan,alternatif n ve
T değeılerinin sayısı ne kadar arlarsa Model ll'nin uygulamada terceh edilme şansı o kadar
yükse|ir .

Son olarak be|irtilecek nokla , kaynakların kıl olması gerçeğinn bir lakım sınırlar
eklemek suretiyle her üç modelde_ de dikkale alınabilmesidir . Mesela,makinelerin tedarik
maliyetleri sırasıyla Al,A2,...,Am TL ve makine tedariki için harcanabilecek toplam fon Y
TL ise,her üç modele de

, Al(x11+2x12+...+Ax1l)i A2lx21+2x22+...+Ax24) +..+Ar(x.1+2xn.,2+...+Ax*1) < Y

biçiminde bir sınır eklenebilir

z7


