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Özet: (γ ,γ∗) uzaysal kuaterniyonik Bertrand eğri çifti verildiğinde γ∗ eğrisine ait Frenet
vektörlerinin hareketine bağlı olarak oluşan w∗ birim Darboux vektörü ile n∗1 aslinormal
vektörü konum vektörü olarak alındığında bu vektörün çizdiği β = 1√

2
(w∗+n∗1) Smaran-

dache eğrisinin, Frenet vektörleri, eğriliği ve burulması hesaplandı. Daha sonra bulunan
bu eğrilik ve burulma uzaysal kuaterniyonik Bertrand eğrisine bağlı olarak ifade edildi.
Konuya örnek verilip Maple programıyla çizimi yapıldı.

n∗1w∗ - Smarandache Curve According to Frenet Frame of Spatial Quaternionic Bertrand Pair
Curves

Keywords
Euclidean space,
Bertrand pair curve,
Darboux vector,
Quaternionic Smarandache
curve

Abstract: In this study, we obtain Frenet vectors and curvatures of Smarandache curve,
β = 1√

2
(w∗+ n∗1), which forms in such a way that when we are given a spatial quater-

nionic Bertrand curve pair, (γ ,γ∗) then the curve draws a new curve generated by the
motion of its unit Darboux vector w∗ and its normal vector n∗1. The curvature and torsion
which are found later are expressed depending on the spatial quaternionic Betrand curve.
The subject was given an example and the drawing was made with Maple program.

1. Giriş

Kuaterniyon (dördey, dördübir) kavramı ilk kez İrlandalı
matematikçi William Rowan Hamilton tarafından 1843
yılında kompleks sayıların genelleştirmesiyle ortaya çık-
mıştır. Her bir kuaterniyona {1, e1, e2, e3} gibi dört
birim eşlik etmektedir. 1987 yılında, Bharathi, K. ve
Nagaraj, M., "Quaternion Valued Function of A Real

Variable Serret-Frenet Formulae" adlı çalışmasında uzay-
sal kuaterniyonik bir eğrinin Serret-Frenet formüllerini
hesaplamışlardır, [6]. Bu makale kuaterniyonlarla ilgili
birçok çalışmaya ışık tutmuştur. Karadağ, M. ve Sivri-
dağ, A. I., R3 ve R4 deki kuaterniyonik eğriler için eğilim
çizgisi ve harmonik eğrilik kavramlarını vermişlerdir, [4].
Öklid uzayında ve yarı Öklid uzayında alınan kuaterniyo-
nik Bertrand eğri çifti ve kuterniyonik eğriler için Serret
Frenet formülleri ve onlara ait teoriler, [1], [5] ve [12],
nolu kaynaklarda hesaplanmıştır.
Turgut, M. ve Yılmaz, S., Minkowski uzayında bir eğrinin
Frenet vektörleri konum vektörü olarak alındığında bu
vektörlerin çizmiş olduğu regüler eğrileri Smarandache
eğrisi olarak tanımlamışlardır, [9]. Ali, A. T., bu çalış-
madan yola çıkarak Öklid uzayında bir eğrinin Frenet
çatısına göre Smarandache eğrilerinin Frenet aparatlarını
hesaplamıştır, [8]. Şenyurt, S. ve Sivas, S. Öklid uza-
yında bir eğrinin asli normal vektörü ile Darboux vek-
törünü konum vektörü alarak elde edilen Smarandache
eğrisinin eğriliklerini hesaplamışlardır, [11]. Parlatıcı H.,

kuaterniyonik eğrilerin Bishop çatısına göre Smarandache
eğrilerini incelemiştir, [2]. Son olarak, Şenyurt S. ve
Çalışkan A.S., eğriyi uzaysal kuaterniyonik bir eğri alarak
bu eğrinin Smarandache eğrilerinin eğriliğini ve burul-
masını hesaplamışlardır, [3].

2. Materyal ve Metot

Q= {q | q = d +ae1 +be2 + ce3,d,a,b,c ∈ R,e1,e2,e3 ∈ R3}

cümlesine bir kuaterniyon denir. Burada

e2
1 = e2

2 = e2
3 =−1,

e1 × e2 =−e2 × e1 = e3,

e1 × e3 =−e3 × e1 = e2,

e2 × e3 =−e3 × e2 = e1 (1)

şeklinde verilir. Bir q ∈ Q kuaterniyonunda Sq = d ve
Vq = ae1 +be2 + ce3 alınırsa

q = Sq +Vq (2)

şeklinde yazılır, [10]. q1 = Sq1 +Vq1 q2 = Sq2 +Vq2 kuater-
niyonu için kuaterniyonik toplama, kuaterniyonik çarpma
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ve kuaterniyonik eşlenik işlemleri sırasıyla

q1 +q2 = Sq1 +Vq1 +Sq2 +Vq2

= Sq1+q2 +Vq1+q2 , (3)

q1 ×q2 = Sq1 Sq2 −〈Vq1 ,Vq2〉+Sq1Vq2

+Sq2Vq1 +Vq1 ∧Vq2 , (4)

q̄ = Sq1 −Vq1 (5)

şeklinde verilir. Burada 〈〉 ve ∧ sırasıyla iç çarpım ve vek-
törel çarpımdır. q1,q2 ∈Q reel kuaterniyonları için

〈,〉|Q : Q×Q→ R,

〈q1,q2〉|Q =
1

2
(q1 × q̄2 +q2 × q̄1) (6)

şeklinde tanımlı fonksiyona kuaterniyonik iç çarpım denir.
q ∈Q kuaterniyonunun normu

N(q) =
√

q× q̄ (7)

şeklinde verilir, [10]. QH = {q : q+ q̄ = 0} cümlesine
uzaysal kuaterniyonların cümlesi,

γ : [0,1]→QH ,

γ(s) =
3

∑
i=1

γi(s)ei, (1 ≤ i ≤ 3) (8)

şeklinde tanımlanan eğriye uzaysal kuaterniyonik eğri
denir, [6].

Teorem 2.1. γ : [0,1] → QH eğrisi yay parametresi ile

verilirse Frenet vektörleri

t(s) = γ ′(s), n1(s) =
γ ′′(s)

N(γ ′′(s))
, n2(s) = t(s)×n1(s)

(9)
şeklinde verilir, [4].

Teorem 2.2. γ : [0,1]→ QH , uzaysal kuaterniyonik eğri-

sine ait Frenet formülleri;










t ′(s) = k(s)n1(s)

n1
′(s) =−k(s)t(s)+ r(s)n2(s)

n2
′(s) =−r(s)n1(s)

(10)

bağıntısı ile verilir, [4].

γ : I → QH uzaysal kuaterniyonik eğrisinin
{t(s),n1(s),n2(s)} Frenet çatısı her s anında bir ek-
sen etrafında belli bir açısal hızla hareket eder. Bu
eksene uzaysal kuaterniyonik eğrisinin ani dönme ekseni
(Darboux ekseni) denir. Darboux ekseni yönündeki
vektör D ile gösterilirse

D = r(s)t(s)+ k(s)n2(s) (11)

bulunur. Burada k ve r sırasıyla eğrinin eğriliği ve burul-
masıdır. D ile n2 arasındaki açı α ile gösterilirse























cosα =
k(s)

√

k(s)2 + r(s)2

sinα =
r(s)

√

k(s)2 + r(s)2

(12)

şeklindedir. D yönündeki birim vektör w ile gösterilirse

w = sinαt(s)+ cosαn2(s) (13)

olur, [3].

Tanım 2.3. γ : I → QH ve γ∗ : I → QH diferensiyel-
lenebilir uzaysal kuaterniyonik eğrilerin aslinormal vek-
törleri lineer bağımlı ise (γ ,γ∗) ikilisine bir uzaysal ku-
aterniyonik Bertrand eğri çifti denir, [1].

Teorem 2.4. (γ ,γ∗) kuaterniyonik Bertrand eğri çiftinin

karşılıklı noktalarındaki teğet vektörleri arasındaki açı

sabittir. γ eğrisinin aslinormal vektörü n1(s) ile göster-

ilirse bu iki eğri arasında

γ∗(s) = γ(s)+λn1(s), λ = sbt (14)

bağıntısı vardır.

(γ ,γ∗) kuaterniyonik Bertrand eğri çiftinin karşılıkları
noktalarındaki teğet vektörleri arasındaki açı θ olmak
üzere Frenet vektörleri, eğrilik ve burulması arasında











t∗(s) = cosθ t(s)+ sinθn2(s)

n1
∗(s) = n1(s)

n2
∗(s) =−sinθ t(s)+ cosθn2(s)

(15)



















k∗(s)
ds∗

ds
= cosθk(s)− sinθr(s)

r∗(s)
ds∗

ds
= sinθk(s)+ cosθr(s)

(16)

bağıntıları vardır, [1].

3. Bulgular

Bu çalışmada, (γ ,γ∗) Bertrand eğri çifti verildiğinde, γ∗
eğrisinin n1

∗ asli normal vektörü ile w∗ birim Darboux
vektörü konum vektörü olarak alındığında elde edilen
yeni vektörün çizdiği regüler Smarandache eğrisi tanım-
lanmıştır. Sonra bu eğrinin Frenet vektörleri ve eğrilikleri
hesaplanarak γ eğrisinin eğriliklerine bağlı olarak karşılık-
ları yazılmıştır. Konu ile ilgili örnek verilip Maple prog-
ramı ile çizimi yapılmıştır.

Tanım 3.1. (γ ,γ∗) uzaysal kuaterniyonik Bertrand eğri
çifti ve γ∗ eğrisinin Frenet çatısı {t∗(s),n1

∗(s),n2
∗(s)} ol-

sun.

β (s) = βn1
∗w∗(s) =

1√
2

(

n1
∗(s)+w∗(s)

)

(17)

vektörünün çizdiği regüler eğriye n1
∗w∗- uzaysal kuater-

niyonik Smarandache eğrisi denir.

Bu tanımda w∗(s) ifadesini (13) ye benzer şekilde ifade
edip yerine yazılırsa β eğrisinin {t∗(s),n1

∗(s),n2
∗(s)}

çatısına göre ifadesi

β (s) =
(

sinα∗t∗(s)+n1
∗(s)+ cosα∗n2

∗(s)
)

√
2

(18)

şeklinde elde edilir.
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Teorem 3.2. n1
∗w∗- Smarandache eğrisinin Frenet vek-

törleri

tβ (s) =

(

α∗ ′ cosα∗− k∗(s)
)

t∗(s)+
(

r∗(s)−α∗ ′ sinα∗)n2
∗(s)

√

(α∗ ′ )2 +N(D∗)2 −2α∗ ′N(D∗)
,

n1β (s) =
ωt∗(s)+φn1

∗(s)+σn2
∗(s)

√

ω2 +φ 2 +σ2
,

n2β (s) =
φ(α∗ ′ sinα∗− r∗(s))

√

(

(α∗ ′ )2 +N(D∗)2 −2α∗ ′N(D∗)
)

(ω2 +φ 2 +σ2)
t∗(s)

+
ω(r∗(s)−α∗ ′ sinα∗)−σ(α∗ ′ cosα∗− k∗(s))

√

(α∗ ′ )2 +N(D∗)2 −2α∗ ′N(D∗)
n1

∗(s)

+
φ(α∗ ′ cosα∗− k∗(s))

√

(

(α∗ ′ )2 +N(D∗)2 −2α∗ ′N(D∗)
)

(ω2 +φ 2 +σ2)
n2

∗(s)

(19)

şeklinde verilir. Burada ω , φ ve σ


















































ω =
(

α∗ ′ cosα∗− k∗(s)
)′(

N(D∗)2 −2α∗ ′N(D∗)+(α∗ ′)2
)

(

N(D∗)N(D∗)
′ −α∗ ′′N(D∗)−α∗ ′ −

(

α∗ ′ cosα∗− k∗(s)
)

N(D∗)
′
+(α∗ ′)(α∗ ′′)

)

φ =
(

N(D∗)2 +α∗ ′N(D∗)
)(

N(D∗)2 −2α∗ ′N(D∗)+(α∗ ′)2
)

σ =
(

r∗(s)−α∗ ′ sinα∗)′(N(D∗)2 −2α∗ ′N(D∗)+(α∗ ′)2
)

−
(

r∗(s)−α∗ ′ sinα∗)(N(D∗)N(D∗)
′ −α∗ ′′N(D∗)−α∗ ′

N(D∗)
′
+(α∗ ′)(α∗ ′′)

)

(20)

birer katsayıdır.

İspat. β (s) eğrisinin sβ yay parametresine göre türevi
alınırsa tβ (s) ve t ′β (s) sırasıyla

tβ (s) =

(

α∗ ′ cosα∗− k∗(s)
)

t∗(s)+
(

r∗(s)−α∗ ′ sinα∗)n2
∗(s)

√

(α∗ ′)2 +N(D∗)2 −2α∗ ′N(D∗)
(21)

t ′β (s) =
√

2

(

ωt∗(s)+φn1
∗(s)+σn2

∗(s)
)

(

N(D∗)2 −2α∗ ′N(D∗)+(α∗′)2
)2 (22)

olur. Burada ω , φ ve σ katsayıları (20) bağıntısında ver-
ilmiştir. (9) bağıntısından gerekli işlemler yapıldığında
n1β aslinormal vektörü ve n2β binormal vektörünün
Bertrand partner eğrisine bağlı ifadeleri (19) deki gibidir.

Teorem 3.3. n1
∗w∗- Smarandache eğrisinin eğrilik ve bu-

rulması sırasıyla

kβ (s) =
√

2

√

ω2 +φ 2 +σ2

(

(α∗ ′)2 +N(D∗)2 −2α∗′N(D∗)
)2 ,

(23)

rβ (s) =
√

2
ηε +ξ ϑ +ρψ
ε2 +ϑ 2 +ψ2

şeklinde verilir. Burada η , ξ , ρ , ε , ϑ ve ψ


























































η = (α∗ ′ cosα∗− k∗(s))
′′
+ k∗N(D∗)2 − k∗(s)α∗ ′N(D∗)

ξ = k∗(s)(α∗ ′ cosα∗− k∗(s))
′
+(−N(D∗)2 +α∗ ′N(D∗))

′

−r∗(s)
(

r∗(s)−α∗ ′ sinα∗)′

ρ =−r∗(s)N(D∗)2 + r∗(s)α∗ ′N(D∗+(r∗(s)−)
′′ −α∗ ′ sinα∗)

′′

ε =−(−N(D∗)2 +α∗ ′N(D∗))(r∗(s)−α∗ ′ sinα∗)

ϑ =−
[

(α∗ ′ cosα∗− k∗(s))(r∗(s)−α∗ ′ sinα∗)
′

+(α∗ ′ cosα∗− k∗(s))
′
(r∗(s)−α∗ ′ sinα∗)

]

ψ = (α∗ ′ − k∗(s))(−N(D∗)2 +α∗ ′N(D∗))
(24)

birer katsayıdır.

İspat. β eğrisinin eğriliği kβ ile gösterilirse

kβ (s)=N
(

t ′β (s)
)

=
√

2

√

ω2 +φ 2 +σ2

(

(α∗ ′)2 +N(D∗)2 −2α∗ ′N(D∗)
)2

(25)
olur. β eğrisinin ikinci ve üçüncü türevleri alınırsa

β ′′(s) =
1√
2

(

α∗ ′ cosα∗− k∗(s)
)′

t∗(s)

+
1√
2

(

−N(D∗)2 +α∗′N(D∗)
)

n1
∗(s)

+
1√
2

(

r∗(s)−α∗′ sinα∗)′n2
∗(s)

ve

β ′′′(s) =
ηt∗+ξ n1

∗+ρn1
∗

√
2

şeklinde olur. Burada η , ξ , ρ ifadeleri (24) da verilen
katsayılardır. β eğrisinin burulması rβ ile gösterilirse

rβ (s) =
〈β ′×β ′′

,β ′′′〉|Q
(

N(β ′×β ′′)
)2 =

√
2

ηε +θϑ +ρψ
ε2 +ϑ 2 +ψ2

(26)

şeklinde elde edilir. Burada ε , ϑ , ψ ifadeleri (24) verilen
katsayılardır.

Sonuç 3.4. (γ ,γ∗) uzaysal kuaterniyonik Bertrand eğri

çifti olsun. n1
∗w∗-Smarandache eğrisinin Frenet vektör-

lerinin γ eğrisinin Frenet elemanlarına bağlı ifadeleri

sırasıyla

tβ (s) =

(

− k(s)+α ′ cosα
)

t(s)+
(

r(s)−α ′ sinα
)

n2
√

(α ′
)2 −2α ′

N(D)+N(D)2
,

n1β (s) =

(

ω̄ cosθ + σ̄ sinθ
)

t(s)+ φ̄n1(s)+
(

− ω̄ sinθ + σ̄ cosθ
)

n2(s)
√

ω̄2 + φ̄ 2 + σ̄2
,

n2β (s) =
φ̄ [−2k(s)sinθ cosθ + r(s)(sin2 θ − cos2 θ)+α ′ sin(α +2θ)]

√

(

(α ′
)2 +N(D)2 −2α ′

N(D)
)

(ω̄2 + φ̄ 2 + σ̄2)
t(s)

+
ω̄[(k(s)sinθ + r(s)cosθ −α ′ sin(α +θ))]

√

(

(α ′
)2 +N(D)2 −2α ′

N(D)
)

(ω̄2 + φ̄ 2 + σ̄2)
n1(s)

+
φ̄ [k(s)(sin2 θ − cos2 θ)+2r(s)sinθ cosθ +α ′ cos(α +2θ)]

√

(

(α ′
)2 +N(D)2 −2α ′

N(D)
)

(ω̄2 + φ̄ 2 + σ̄2)
n2(s)

(27)
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şeklindedir. Burada ω̄ , φ̄ ve σ̄






































































ω̄ =
(

− k(s)cosθ + r(s)sinθ +α ′
cos(α +θ)

)′(
N(D)2

−2α ′
N(D)+(α ′

)2
)

−
(

− k(s)cosθ + r sinθ +α ′

cos(α +θ)
)(

N(D)N(D)
′ −α ′′

N(D)−α ′
N(D)

′

+(α ′
)(α ′′

)
)

φ̄ =
[

N(D)2 +α ′
N(D)

](

N(D)2 −2α ′
N(D)+(α ′

)2
)

σ̄ =
(

− k(s)sinθ + r(s)cosθ +α ′
sin(α +θ)

)′(
N(D)2

−2α ′
N(D)+(α ′

)2
)

−
(

− k(s)sinθ + r(s)cosθ +α ′

sin(α +θ)
)(

N(D)N(D)
′ −α ′′

N(D)−α ′
N(D)

′

+(α ′
)(α ′′

)
)

(28)

birer katsayıdır.

İspat. Darboux vektörü tanımından

D∗ = n1
∗(s)∧n1

∗ ′(s) = r∗(s)t∗(s)+ k∗(s)n2
∗(s)

Burada r∗(s),k∗(s), t∗(s) ve n2
∗(s) nin yerine karşılıkları

yazılıp normu alınırsa

N(D∗) =
√

k(s)2 + r(s)2 = N(D) (29)

bulunur. (12) e benzer olarak

cosα∗ =
k∗(s)

N(D∗)

= cosθ
k(s)

N(D)
− sinθ

r(s)

N(D)

= cosθ cosα − sinθ sinα
= cos(θ +α) (30)

ve

sinα∗ =
r∗(s)

N(D∗)

= sinθ
k(s)

N(D)
+ cosθ

r(s)

N(D)

= sinθ cosα + cosθ sinα
= sin(θ +α) (31)

olur. β eğrisinde (15), (30) ve (31) den karşılıkları
yazılırsa uzaysal kuaterniyonik eğrinin Bertrand eğrisine
bağlı ifadesi

β (s) =
1√
2

(

sinαt(s)+n1(s)+ cosαn2(s)
)

(32)

şeklinde olur. (19) ve (20) ifadelerinde (15), (16) deki
karşılıkları yerlerine yazılırsa ispat tamamlanır.

Sonuç 3.5. (γ ,γ∗) uzaysal kuaterniyonik Bertrand eğri

çifti olsun. n1
∗w∗-Smarandache eğrisinin eğrilik ve tor-

siyonunun γ eğrisinin eğriliklerine bağlı ifadeleri

kβ (s) =

√
2
√

ω̄2 + φ̄ 2 + σ̄2

(

(α ′
)2 +N(D)2 −2α ′

N(D)
)2 ,

(33)

rβ (s) =
√

2
η̄ ε̄ + ξ̄ ϑ̄ + ρ̄ψ̄
ε̄2 + ϑ̄ 2 + ψ̄2

şeklinde verilir. Burada η̄ , ξ̄ , ρ̄ , ε̄ , ϑ̄ ve ψ̄










































































































η̄ = (α ′ cos(α +θ)− k(s)cosθ + r sinθ)′′ +(k(s)cosθ
−r(s)sinθ)N(D)2 − (k(s)cosθ − r(s)sinθ)α ′N(D)

ξ̄ = (k(s)cosθ − r(s)sinθ)(α ′ cos(α +θ)− k(s)cosθ
−r(s)sinθ)′ +(−N(D)2 +α ′N(D))

′ − (k(s)cosθ
−r(s)sinθ).(k(s)cosθ − r(s)sinθ −α ′ sin(α +θ))′

ρ̄ = (−k(s)cosθ − r sinθ)N(D)2 +(k(s)cosθ + r(s)sinθ)
α ′N(D)+(k(s)cosθ + r(s)sinθ −α ′ sin(α +θ))′′

ε̄ = (−N(D)2 +α ′N(D))(k(s)sinθ + r(s)cosθ
−α ′ sin(α +θ))

ϑ̄ =−
[

(α ′ cos(α +θ)− k(s)cosθ + r(s)sinθ)(k(s)cosθ

+r(s)sinθ −α ′ sin(α +θ))′ +(α ′ cos(α +θ)− k(s)cosθ
+r(s)sinθ)′(k(s)sinθ + r(s)cosθ −α ′ sin(α +θ))

]

ψ̄ = (α ′ cos(α +θ)− k(s)cosθ + r sinθ)(−N(D)2

+α ′N(D))

(34)
birer katsayıdır.

İspat. (23) ve (24) ifadelerinde (15) ve (16) deki karşılık-
ları yazılırsa β eğrisinin kβ eğriliği ve rβ burulmasının
Bertrand eğrisine bağlı ifadeleri bulunup ispat tamam-
lanır.

Örnek. γ : I → E3 birim hızlı eğrisini

γ(s) =

(√
2

2
cos

(√
5

5
s

)

+

√
2

2
sin

(√
5

5
s

)

,

−2
√

5

5
s,

−
√

2

2
cos

(√
5

5
s

)

+

√
2

2
sin

(√
5

5
s

))

şeklinde alalım. Bu eğriye ait Bertrand partner eğrisi
λ = 1 olması durumda

γ∗(s) =
(

0,
−2

√
5

5
s,0

)

şeklinde olur. Bu eğrinin Frenet vektörlerine ait
n∗1w∗-Smarandache eğrisi

βn∗1w∗(s) =

(

−
√

2

2
cos

(

√
5

5
s

)

−
√

2

2
sin

(

√
5

5
s

)

,−1,

√
2

2
cos

(

√
5

5
s

)

−
√

2

2
sin

(

√
5

5
s

)

)

olup bu eğriye ait Maple çizimi aşağıdaki gibidir;

Şekil 1. n∗1w∗-Smarandache eğrisi
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