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Ozet: (y,y") uzaysal kuaterniyonik Bertrand egri cifti verildiginde y* egrisine ait Frenet
vektorlerinin hareketine bagli olarak olusan w* birim Darboux vektorii ile n} aslinormal
vektorii konum vektorii olarak alindiginda bu vektoriin ¢izdigi 8 = % (w*+n}) Smaran-
dache egrisinin, Frenet vektorleri, egriligi ve burulmasi hesaplandi. Daha sonra bulunan
bu egrilik ve burulma uzaysal kuaterniyonik Bertrand egrisine bagli olarak ifade edildi.
Konuya 6rnek verilip Maple programiyla ¢izimi yapildi.

niw* - Smarandache Curve According to Frenet Frame of Spatial Quaternionic Bertrand Pair

Curves
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Abstract: In this study, we obtain Frenet vectors and curvatures of Smarandache curve,
B= %(w* + nj), which forms in such a way that when we are given a spatial quater-
nionic Bertrand curve pair, (y,y*) then the curve draws a new curve generated by the
motion of its unit Darboux vector w* and its normal vector n]. The curvature and torsion
which are found later are expressed depending on the spatial quaternionic Betrand curve.

The subject was given an example and the drawing was made with Maple program.

1. Giris

Kuaterniyon (dordey, dordiibir) kavrami ilk kez Irlandali
matematik¢i William Rowan Hamilton tarafindan 1843
yilinda kompleks sayilarin genellestirmesiyle ortaya cik-
mugtir.  Her bir kuaterniyona {1, ej, ez, e3} gibi dort
birim eslik etmektedir. 1987 yilinda, Bharathi, K. ve
Nagaraj, M., "Quaternion Valued Function of A Real
Variable Serret-Frenet Formulae" adli calisgmasinda uzay-
sal kuaterniyonik bir egrinin Serret-Frenet formiillerini
hesaplamiglardir, [6]. Bu makale kuaterniyonlarla ilgili
bir¢ok caligmaya 151k tutmustur. Karadag, M. ve Sivri-
dag, A. 1., R3 ve R* deki kuaterniyonik egriler icin egilim
¢izgisi ve harmonik egrilik kavramlarini vermiglerdir, [4].
Oklid uzayinda ve yar1 Oklid uzayinda alinan kuaterniyo-
nik Bertrand egri cifti ve kuterniyonik egriler i¢in Serret
Frenet formiilleri ve onlara ait teoriler, [1], [5] ve [12],
nolu kaynaklarda hesaplanmustir.

Turgut, M. ve Yilmaz, S., Minkowski uzayinda bir egrinin
Frenet vektorleri konum vektorii olarak alindiginda bu
vektorlerin ¢izmis oldugu regiiler egrileri Smarandache
egrisi olarak tanimlamiglardir, [9]. Ali, A. T., bu calis-
madan yola cikarak Oklid uzayinda bir egrinin Frenet
catisina gore Smarandache egrilerinin Frenet aparatlarini
hesaplamistir, [8]. Senyurt, S. ve Sivas, S. Oklid uza-
yinda bir egrinin asli normal vektorii ile Darboux vek-
toriinii konum vektorii alarak elde edilen Smarandache
egrisinin egriliklerini hesaplamislardir, [11]. Parlatict H.,
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kuaterniyonik egrilerin Bishop ¢atisina gore Smarandache
egrilerini incelemigtir, [2]. Son olarak, Senyurt S. ve
Caligkan A.S., egriyi uzaysal kuaterniyonik bir egri alarak
bu egrinin Smarandache egrilerinin egriliini ve burul-
masini hesaplamiglardir, [3].

2. Materyal ve Metot

Q=1{q|g=d+ae; +bey+ces,d,a,b,c € R,e,ez,e3 € R}

ciimlesine bir kuaterniyon denir. Burada

e%:e%:e%:—l,

€] Xep = —ey Xe —=e3,

€] Xe3 =—e3 Xel =ep,
ep)Xe3=—e3Xe =e| @))

seklinde verilir. Bir ¢ € Q kuaterniyonunda S, = d ve
V, = ae| + bey 4 ce3 alinirsa

4=S4+V, @

seklinde yazilir, [10]. g1 = Sy, + Vg, g2 = Sy, +V,;, kuater-
niyonu i¢in kuaterniyonik toplama, kuaterniyonik ¢arpma
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ve kuaterniyonik eslenik islemleri sirasiyla

q1+q2 Sq1 +Vg +Sl]2 +Va
= Sq+q T Var+an €
a1 xq = SgSs— Vg1 Van) + S0, Ve,
+S‘]2 Vql + Vql A Vq27 (4)
g = Sq—Vg ®)

seklinde verilir. Burada () ve A sirasiyla i¢ carpim ve vek-
torel carpimdir. g1,g2 € Q reel kuaterniyonlari i¢in

(Mo QxQ—R,

1
(q1,92)|0 = E(Cll XQ+qxq) (6)

seklinde taniml1 fonksiyona kuaterniyonik i¢ carpim denir.
g € Q kuaterniyonunun normu

N(g)=+Vqx3q (7)

seklinde verilir, [10]. Qg = {g: ¢+ g = 0} ciimlesine
uzaysal kuaterniyonlarin ciimlesi,

y: [0, 1] — QH,

3
Vs) = Vils)ei, (1<i<3)

1=

®)

seklinde tanimlanan egriye uzaysal kuaterniyonik egri
denir, [6].

Teorem 2.1. y: [0,1] — Qg egrisi yay parametresi ile
verilirse Frenet vektorleri

() =), ms) = L)

N(y'(s))

t(s) x ny(s)
©)

seklinde verilir, [4].

Teorem 2.2. y: [0,1] = Qp, uzaysal kuaterniyonik egri-
sine ait Frenet formiilleri;

1'(s) = k(s)m (s)

ny'(s) = —k(s)t(s) + r(s)na(s) (10)
' (s) = —r(s)ni(s)

bagintisi ile verilir, [4].

y : I — Qg uzaysal kuaterniyonik egrisinin

{t(s),n1(s),na(s)} Frenet catisi her s aninda bir ek-
sen etrafinda belli bir acisal hizla hareket eder. Bu
eksene uzaysal kuaterniyonik egrisinin ani donme ekseni
(Darboux ekseni) denir. Darboux ekseni yoniindeki
vektor D ile gosterilirse

D = r(s)t(s) +k(s)na(s) (11)

bulunur. Burada k ve r sirasiyla egrinin egriligi ve burul-
masidir. D ile n arasindaki ac1 o ile gosterilirse

k(s)

cosa = ; -
k(s)”+r(s)
(12)
sina = r(s)
k(s)? + r(s)?
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seklindedir. D yoniindeki birim vektor w ile gosterilirse

w = sinat(s) + cosany(s) (13)

olur, [3].

Tamm 2.3. y: 1 — Qy ve y* : I — Qp diferensiyel-
lenebilir uzaysal kuaterniyonik egrilerin aslinormal vek-
torleri lineer bagiml ise (y,y*) ikilisine bir uzaysal ku-
aterniyonik Bertrand egri ¢ifti denir, [1].

Teorem 2.4. (y,y*) kuaterniyonik Bertrand egri ¢iftinin
karsilikly noktalarindaki teget vektorleri arasindaki agi
sabittir. 'y egrisinin aslinormal vektorii ny(s) ile goster-
ilirse bu iki egri arasinda

V(s) = y(s) +Ani(s), A = sbt (14)

bagintist vardir.

(y,y*) kuaterniyonik Bertrand egri ¢iftinin kargiliklart
noktalarindaki teget vektorleri arasindaki a¢1 6 olmak
tizere Frenet vektorleri, egrilik ve burulmasi arasinda

t*(s) = cos B¢(s) + sin Ony (s)

n*(s) = ny(s) 15)
ny*(s) = —sin B¢(s) 4 cos Ony (s)
o, o\ ds* )
k*(s) 75 = cos Ok(s) —sinBr(s)
(16)
ds*

r(s)

bagintilar vardir, [1].

= sin Ok(s) 4 cos Or(s)

3. Bulgular

Bu caligmada, (y,y*) Bertrand egri ¢ifti verildiginde, y*
egrisinin n;* asli normal vektorii ile w* birim Darboux
vektorii konum vektorii olarak alindiginda elde edilen
yeni vektoriin ¢izdigi regiiler Smarandache egrisi tanim-
lanmistir. Sonra bu egrinin Frenet vektorleri ve egrilikleri
hesaplanarak Yy egrisinin egriliklerine bagl olarak karsilik-
lar1 yazilmistir. Konu ile ilgili 6rnek verilip Maple prog-
ramt ile ¢izimi yapilmistir.

Tamum 3.1. (y,y") uzaysal kuaterniyonik Bertrand egri
cifti ve y* egrisinin Frenet catist {t*(s),n;*(s),n2*(s) } ol-
sun.

1

V2

vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye n;*w*- uzaysal kuater-
niyonik Smarandache egrisi denir.

B(S):Bnl*w*(s) = (nﬁ(s)—!—w*(s)) (17)

Bu tamimda w*(s) ifadesini (13) ye benzer sekilde ifade
edip yerine yazilirsa 3 egrisinin {r*(s),n*(s),n2*(s)}
catisina gore ifadesi

(sina*r*(s) +n1*(s) +cosa*ny*(s))

V2

B(s) (18)

seklinde elde edilir.
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Teorem 3.2. n*w*- Smarandache egrisinin Frenet vek-

torleri

(a*' cos ™ — k*(s))*(s) + (r*(s) — a*'sin a*)n;
V(@ 2+ ND* 20" N(D")

“(s)

)

1g(s) =

wr*(s) + @ni*(s) + ony*(s)

N

nig(s) =

(p(a*/ sina* —r*(s))
V(@2 4+ N(D*)2 — 20" N(D)) (P + @ + 07)

map(s) = £ s)

w(r*(s)—a* sina*) — o(a* cosa* —k*(s))

+
V(@ 2 +N(D)2 —2a"'N(D)

n*(s)

ola* cosa* —k*(s))

+
V(@2 +ND P 20 N(DY)) (@ + ¢+ 02)

seklinde verilir. Burada w, @ ve 0

/

—2a*'N(D*) + (a*)?)
(a*' cosa* —k*(s))

= (a* cosa* — k*(s)) (N(D*)?
(N(D*)N(D*)’ —a*'N(D*)—a* —
(D7) +(a) (@)

(N(D*) +a*N(D ")) (N(D*)? —2a" N(D) +(a*)?)
-a* sma*) (N(D* 20" N(D* 2)
-a* sma*)(N( D*) —a*'N(D* o

()

!
a*
)—a

(20)
birer katsayidir.

Ispat. B(s) egrisinin sg yay parametresine gore tiirevi
alinirsa 7g(s) ve tb (s) sirasiyla

p (s): (a*'COSa*—k*(s))t*(s)+(r*(s)_a*' sina*)nz*(s)
P ’ ’
\/(a* )2+ N(D*)? —2a* N(D*)
2D
h(s) = V2 (r*(s) + @i *(s) + ana*( )2 )
(N(D)? 20/ N(D") + (@')?)

olur. Burada w, @ ve 0 katsayilar1 (20) bagintisinda ver-
ilmigtir. (9) bagintisindan gerekli islemler yapildiginda
ng aslinormal vektorii ve mpg binormal vektOriiniin
Bertrand partner egrisine bagl ifadeleri (19) deki gibidir.

Teorem 3.3. ny*w*- Smarandache egrisinin egrilik ve bu-
rulmast sirastyla

JETE TR

k :\/5 I
pls) ((a*")2+N(D*)? - 20{*/N(D*))2
(23)
ne+&9+py
B0 =V e

898

seklinde verilir. Buradan, &, p, €, 3 ve

— k*(s)a* N(D¥)
")

=(a* /cosa —k*(s))" + k*N(D*)?
=k*(s)(a* cosa* —k*(s)) + (=N(D*)*+ a*' N(D
r*(v)( *(s)—a* sma) ) , )
—r(S)N(D*)? + 7 (s)a* N(D* + (*(s)—)" — a* sina™*)
e—f( N(D*) +a* N(D*))(r*(s) — a* sina*)
9=—[(a "cosa* —k*(s))(r*(s) — a* sina*)’
+(a a*’ cosO{ —k*(s)) (r* (s)—a*,sina*)}
= (@ =K (5))(=N(D*? + a*'N(D"))

24
birer katsayidir.

Ispat. B egrisinin egriligi kg ile gosterilirse
VW + @*+ 02

*’)2 +N(D*)2 _ za*’N(D*))z
(25)

2
((a

olur. 3 egrisinin ikinci ve ii¢iincii tiirevleri alinirsa

!

(a*/ cosa* —k*(s)) r*(s)

B(s)

Sl -

(N 4 N D) ()

S-Sl

(r'(s)— a* sina*)/nz

+

“(s)

ve
nt+&n* +pn*

V2

seklinde olur. Burada n, &, p ifadeleri (24) da verilen
katsayilardir. B egrisinin burulmasi rg ile gosterilirse

(B B".B")g
(VB )’

seklinde elde edilir. Burada €, 3,  ifadeleri (24) verilen
katsayilardir.

B"(5) =

\[n£+93+pw

erorrygr 0

rg(s) =

Sonu¢ 3.4. (y,Y*) uzaysal kuaterniyonik Bertrand egri
cifti olsun. ni*w*-Smarandache egrisinin Frenet vektor-
lerinin y egrisinin Frenet elemanlarina bagh ifadeleri
swrastyla

_ (—k(s)+a’cosa)z(s) + (r(s) -
V(@' —2a'N(D) +N (D)

a/sina)ng

tg(s)

)

_ (cos B+ Gsin0)1(s) + @ny (s) + ( — wsin @ + G cos B)na(s)

@[—2k(s) sin B cos B + r(s)(sin? 8 — cos? B) + a’ sin(a +28)] s
V(@2 + N(D ~20'N(D)) (& + @+ 0?)
o|(k(s )sm9+r( Jcos 8 —a’sin(a + 0))] m(s)
¢(<a 20/ N(D)) (@ + ¢+ 0%)
Qlk(s )(smzefcos2 0) +2r(s)sinBcos 8+ a’ cos(a +26)]
V(@2 +N(DP —2a'N(D)) (@2 + ¢ + 02)

ng(s)

mg (s)

+

na(s)

27



S. Senyurt vd. / Uzaysal Kuaterniyonik Bertrand Egri Ciftinin Frenet Catisina Gore njw* - Smarandache Egrisi

seklindedir. Burada &, @ ve &

@= (—k(s)cos 0+ r(s)sin 0+ a’ cos(a + 6)) (N(D)>?
—20a'N(D) +(a')?) — (—k(s)cos @+ rsin@ +a’
cos(a +8)) (N(D)N(D)' — a"N(D) —a'N(D)
+(a')(a"))

@ = [N(D)*>+a'N(D)] (N(D)> —2a'N(D) + (a')?)

0 = (— k(s)sin @+ r(s)cos 6+ a’sin(a + 6)) (N(D)>2
—2a'N(D) +(a')?) — (—k(s)sin6 + r(s)cos 8+ a’
sin(a +0)) (N(D)N(D) —a"N(D) — a'N(D)’

’ "

+(a)(a))

(28)
birer katsayidur.

Ispat. Darboux vektorii tanimindan

!

D" =n"(s) Ani™ (s) = r* ()" (s) + k" (s)m2" ()

Burada r*(s),k*(s),t*(s) ve ny*(s) nin yerine kargiliklari
yazilip normu alinirsa
N(D*) =/ k(s)* + r(s)> = N(D) (29)

bulunur. (12) e benzer olarak

. k*(s)
cosa® =
N(D*)
= cos 9@ —sin@ r(s)
N(D) N(D)
= cosBcosa —sinBsina
= cos(6+aq) (30)
ve
()
sina* = N
I <)) r(s)
= 51n9N(D)+CoseN(D)
= sinBcosa +cosBsina
= sin(6+a) (€2))

olur. [ egrisinde (15), (30) ve (31) den karsiliklari
yazilirsa uzaysal kuaterniyonik egrinin Bertrand egrisine
bagl ifadesi

B(s) = \% (sin ot(s) +ny(s) +cos anz(s)) (32)

seklinde olur. (19) ve (20) ifadelerinde (15), (16) deki
karsiliklart yerlerine yazilirsa ispat tamamlanir.

Sonug 3.5. (y,Y*) uzaysal kuaterniyonik Bertrand egri
cifti olsun. n*w*-Smarandache egrisinin egrilik ve tor-
siyonunun Yy egrisinin egriliklerine bagl ifadeleri

NNy

((a')2 +N(D)? —2a'N(D))*’

klg (S) =

(33)
ﬁné+55 +py

) = Ve e

seklinde verilir. Burada ], E_, D, & 9 ve 1)}

i = (a’cos(a + 8) — k(s) cos 8 + rsin 8)" + (k(s) cos 0
—r(s)sin B)N(D)? — (k(s) cos 8 — r(s) sin ) a’N(D)

& = (k(s)cos 8 — r(s)sin8)(a’ cos(a + 8) — k(s) cos 6
—r(s)sin @) + (—N(D)2 + a’N(D))' — (k(s)cos 0
—r(s)sin ). (k(s) cos @ — r(s) sin @ — &’ sin(ar + 6))’

P = (—k(s)cos 8 — rsin 8)N(D)? + (k(s) cos 8 + r(s) sin 8)
a’N(D) + (k(s) cos 8+ r(s)sin8 — a’ sin(a + 6))”

£ = (—N(D)*> +a’'N(D))(k(s)sin 8 + r(s) cos 0
—a’sin(a + 9))

§ = —|(a’cos(a + 6) — k(s) cos 8 + r(s) sin ) (k(s) cos 0
+r(s)sin@ — a’sin(a + 6)) + (a’ cos(a + ) — k(s) cos
+r(s)sinB) (k(s) sin @ + r(s) cos 6 — a’sin(ar + 6))

@ = (a’cos(a + 0) — k(s) cos 8+ rsin 8) (—N(D)?
+a’N(D))

(34)
birer katsayidir.

Ispat. (23) ve (24) ifadelerinde (15) ve (16) deki karsilik-
lar1 yazilirsa 3 egrisinin kg egriligi ve rg burulmasinin
Bertrand egrisine bagl ifadeleri bulunup ispat tamam-
lanir.

Ornek. y: I — E? birim hizh egrisini
(VB V2 (45 2
ys = ) COS 3 N ) sin 3 S, 3 S,

_ﬁcos<ﬁ >+ﬁsin <\fss>)

2 R 5

seklinde alalim. Bu egriye ait Bertrand partner egrisi
A =1 olmasi durumda

7= (0.2 50)

seklinde olur. Bu egrinin Frenet vektorlerine ait
njw*-Smarandache egrisi

Buzw (s) = <_;ﬁ cos (? ) V2 in (gs)—l,

Fon(0) - on( 1))

olup bu egriye ait Maple cizimi agagidaki gibidir;

Sekil 1. njw*-Smarandache egrisi
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