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(MODELING OF DISCRETE TIME ELECTRIC CIRCUITS USING FINITE
DIFFERENCE EQUATION)
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oz
Bu calisma, siirekli zamanda diferansiyel denklemlerle modellenen klasik elektrik
devrelerinin ayrik zamanl olduklarinda sonlu fark denklemleriyle nasil modellenebilecegini
incelemek amaciyla yapilmistir.
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ABSTRACT
This study includes a research on application of finite difference equations for modellibility of
discrete time analog electric circuits, which can be modeled in continuous time domain by
differential equations
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1. GIRIS

Stirekli zaman bolgesinde analog devrelerin diferansiyel denklemlerle modellenmesi
birgok Devre Teorisi kitabinda bulunabilir, 6rnegin (Chua, 1987) gibi. Sonlu farklar ve fark
denklemleriyle ilgili en temel bilgiler 6rnek olarak (Jordan and Smith 1997) ve (Spiegel,
1982) kitaplarinda verilmistir. Bu iki matematik kitabindan ilki, ayn1 zamanda miihendislik
matematigi ve diferansiyel denklemler i¢in de ¢ok degerli bir kaynaktir. Sonlu farklar ve
temel uygulamalar1 iizerine yine degerli bir kaynak ise (MacKeown, P. K.; Newman D. J.,
1987) kitabidir. Mekanikteki konum ve hiz gibi fiziksel biiyiikliiklerin ayrik zaman durumu
icin incelendigi ender bir kaynak (Greenspan, 1981) seklindedir. Potansiyel ve kinetik
enerjilerin, ayrik durum igin ele alinarak incelendigi kaynak (Civelek, C.; Siisse, R., 2003)
seklinde verilebilir. Bu calismada klasik bir elektrik devresinin giris ve ¢ikisinin siirekli
gozlemlenemedigi; gozlemlenebilen degerlerin esit aralikli ayrik bir sekilde oldugu durumda
devrenin nasil modellenebilecegi anlatilmaktadir.

2. SISTEM TANIMLARI

Kullanilan biiytikliikler genel anlamda ve kisaca sdyle tanimlanabilir:
At :6rnekleme aralign ; /: orneklem ¢=0,1,2,---,n—1; ,q: (elektriksel) yiikiin / ‘ninci

orneklem ile elde edilen degeri ;

; ,@: (manyetik) akinin / ‘ninci 6rneklem ile elde edilen

degeri ; ,I: akimin / ‘ninci 6rneklem ile elde edilen degeri ; ,u: gerilimin / ‘ninci 6rneklem

ile elde edilen degeri seklindedir. Bu durumda At siiresi i¢inde yiik 6rneklemlerinin degisim
hizi/gradienti

19709
== 1
v (1

seklindedir. Benzer sekilde; ondeki eksi isaret goz ardi edilerek, aki dérneklemlerinin degisim
hizi/gradienti

/+1q)_zq)

2
At 2)
seklinde olacaktir. Bilindigi lizere devrelerde yiik ve aki hesaplanmalarindan daha ¢ok akim
ve gerilim biiyiikliikleri kullanilir. Ornek olarak yiik/aki degisiminin s6z konusu oldugu bir
durumda, onceki 6rneklem (akim/gerilim) ve sonraki orneklem (akim/gerilim) degerleri soz
konusu olabilir. Bu iki 6rneklem arasinda asagidaki gibi ortalama deger olarak akim

— I+,1
/+1 it (’q — 2+/ (3)
ve gerilim

/1 O@—, D _ 4l u+t+,u

At 2 )
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seklinde yazilabilir. Simdi de elektrik devresinin temel bilesenleri ayrik zaman durumu icin
incelensin. Akim ve gerilimin siirekli olarak izlenemedigi ve ayni 6rnekleme periyodu At ile
orneklenerek islemin ayrik zaman duruma doniistiiriilmesiyle bilesenler asagidaki sekilde
olurlar:

Diren¢ R:

Bu durumdaki direng R degeri

=
I

uR — Z+1uR (5)

Ur

olup direng¢ taniminin her iki tarafina da + eklenmesi,
é+lIR

u u u u
f+1Ri/,R:ZRi[R (6)
Z+IIR €+IIR KIR K+IIR
ve cebirsel iglemlerle direng igin

(’,+IuR + (’,uR — /,’+luRi(’uR

mlr ol ey Y N mUgEUg u ((+11Ri€IRJ
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(Ur + rUr — MIRi(’IR MIR €+IIR€IR
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R = Ur _ mUg Ug 7
€IR €+11RiéIR

bulunur. Bu sonucglardan artili olani, direng bagintisinda gerilimin aki degisimi tiiriiyle ve
akimin yiik degisimi tiiriinden yazilmasiyla su sekilde de gosterilebilir:

1 Pr— Py i1 Ur T Ug

R = At _ 2 _ 1 Ug T, Ug (8)
1 9r — AR il tolg rmlr+olg
At 2

Ancak agagidaki diger edilgen/pasif bilesenlerin ilgili biiytikliikleri, biiyiikliikler aras1 isaretin
hep eksi olmasindan yola ¢ikarak yapilacagindan direncin de asagidaki eksi isaretli sekli,
uyum agisindan daha dogrudur ve ilgili gerilimler su sekilde olurlar:

u,—,u
_ 1 Ur— U _ . _
= =,aUg =R, Iz 5 up =R, I )
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Kondansator / Sigag C:

Boyle bir durumdaki kondansatdriin/sigacin kapasitesi/sigasi direngtekine benzer iglemlerle

C= Ae _ m9cE9c (10)

(Ue  qUcE U

seklinde bulunur. Yine bu bagitinin artili bi¢imi, 6rnekleme araliginda kondansatorde/sigagta
depolanan yiikiin ortalamasinin alinmasi ve gerilimin aki degisimi tiirlinden yazilmasiyla

+19¢t/9¢ m19ct9c

C= 2 _ 2 _ m9ct9c (11)
1 Pe— P mUct,Ue U+, uq
At 2

seklinde de bulunabilir. Akim ve gerilim tanimlar1 yukarida biiyiikliiklerin aralarindaki
isaretin eksili bi¢imi i¢in yapildigindan kondansatoriin/sigagin eksi isaretli tanimindan,
ortalama akim i¢in bagint1 su sekilde bulunur:

19c ¢4
Czuzch_zqc :C(Muc_é‘uc) L+1 U.—u
/5‘+luC_l‘uC . +1°Cc Trtc =C /+19C P C (12)
m9c™r49c _ mlet Ie 2 At
At 2

ve goriilebildigi gibi akim degeri ortalama bir degerdir, ¢iinkii akim degerleri her 6rneklemde
degisebilir. Dolayisiyla akimlar

il :2(:% ;1 =—2cfZ—tC (13)

olarak elde edilir. Kondansator/siga¢ bagintisi iizerinden 6rneklemler arasindaki gerilim farki

a9¢—4 1 1, 1c+,1
C=-1= C:Muc_/uc:_(ch_z(k):_[é1 < |At (14)
mlUc ™ Uc C C 2
ve dolayisiyla gerilimler
1,1 1,1
i1 U :E%At ) Ue :_E%At (15)

olarak bulunur.
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Indiiktor / Irkiltec L:

Tanim geregi Indiiktdr/irkilteg, direng ve kondansatordekine/sigagtaki benzer islemlerle

o O ()
L=t—L_ 7Lt D, (16)

é/IL (’+IILié/IL

seklinde olacagindan, bagmtinin artili olani i¢in yukarida diren¢ ve kondansatorde/sigagta
izlenen yaklasimin benzeri ve ortalama akiyla,

/,+1(DL+/CI)L /€+ICDL+KCDL

L= 2 _ 2 _ P+, Py (17)
a9t de I+ 1L I+ 1L
At 2

elde edilir. Indiktor/irkilteg gerilim agisindan ele alinsin. Yukarida kondansator/sigag
kisminda aciklanan nedenden dolayi indiiktoriin/irkiltecin akilar arasi eksi isaretli tanimindan,
ortalama gerilim i¢in baginti, benzer sekilde soyle bulunur:

LORER )
= LI—[I =, @ -, 0, =L(é+IIL_l/,IL) u. +u I -1
/+1 Vi = (+1 2L " (YL =L (+1°L (7L (18)
P —, Py _ U+, U 2 At
At 2

ve dolayisiyla gerilimler

.| 1
u, =2L 4L . oy =-2LE% 19
/+1 YL At (YL At ( )

seklinde olurlar. Indiiktdr/irkiltec {izerinde ayrik zaman durumu igin gerilimin,
kondansatordeki/sigagtaki akim gibi ortalama bir deger oldugu goriilmektedir.
Indiiktdr/irkiltec bagmtist iizerinden drneklemler arasindaki akim farki

+(D —QD 1 1 +u +,u
L=t Lt L L:>/,+IIL_/,IL=I([+1®L_6®L)=E%At (20)

(41 IL_IJ L
seklinde bulunur ve buna gore de akimlar

1

1 ,u
S Ty VPR S k.l BV 21
/+1 "L L 2 /L L 2 ( )

seklindedir. Tiretildigi lizere, kondansatorde/sigacta gerilim 6rnekleme degerinin zamanla
degisimi s6z konusuysa akimin; indiiktorde/irkiltecte akim Ornekleme degerlerinin zamanla
degisimi s6z konusuysa gerilimin ortalamasi alinmaktadir.
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3. ORNEK

Simdi de her {i¢ pasif/edilgen bilesenleri igeren asagida Sekil 3.1°de goriilen seri RLC devresi
ayrik zaman durumu i¢in incelensin

i R L
. Y
AN Y
U() w Tloc
Sekil 3.1

Stirekli zaman durumunda Kirchoff gerilim yasasiyla gerilimler icin asagidaki baginti
bulunur:

w(t) = u, (0+ug 1)+, (0)= Ri(t)%ji(r)dﬁL%(:) 22)

Goriildugii tizere bu baginti, u(t) # (0 i¢in homojen olmayan bir integrodiferansiyel denklem
bicimindedir. Ayni devre, ayrik zamanli durum i¢in incelenecek olursa; akim

A= Ig=1c=,1; (23)
seklinde olacagindan Kirchoff gerilim yasasiyla sdyle bir bagint elde edilir:

U= U= ((f+1uR_ZuR )+ (m Uc—,Uc )+ (m uL_ﬁ,uL)
1 2L

I+,1
= R(m I‘/I)"‘E(%]AH'A_,[(M I+€I) (24)

Stirekli ve ayrik durumlar arasindaki benzerlikler goriilmekle birlikte farkliliklar da ¢ok
aciktir. Siirekli durum i¢in bulunan denklem bir integrodiferansiyel denklem olurken ayrik
durum igin elde edilen denklem bir fark denklemidir. Integrodiferansiyel denklemin
inhomojen durumda u(t) = Umcos((ot) seklinde bir diirtiiyle uyarildig: varsayilirsa, akim i¢in

¢Ozim

= cos(ot —¢) (25)
Vo’ C’R? +0*C°1 ~20°CL +1

seklinde olur. Sonlu farklar denklemi ise, birinci dereceden sabit/degismez katsayili
inhomojen bir denklem olup cebirsel islemlerle
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— f+II+€I 2
1%y - 1 411y
(,.,u—,u)At=RC(,,,I UAL+[ : }AO +2LC(,,, I+, I)At (26)

seklini alir. At bir katsayr oldugundan, ayrik durumda ¢6ziim kolayligi acisindan At=1
almabilir. Dolayisiyla fark denklemi

U, U= RC( = I)"' (%} + ZLC(M I"'(/,I) (27)

sekline girer ve akimlar i¢in

2
il = oo | U
(2RC+4LC+1J

2
[ P 28
¢ (2RC—4LC—1J”u @8

bulunur. Buna gore ortalama akim soyledir:

] :( 1 u+[—1 ] u (29)
2 2RC+4LC+1)™"" \2RC-4LC-1)

Gerilim seklindeki diirtiiniin yine siniizoidal, yani
Ju= Umcos(wEAt)—nu =U, cos(w/) (30)

olmasiyla ortalama akim i¢in

e [ Vool e o) 61
2 2RC+4LC+1 2RC-4LC-1

sonucu elde edilir. Bu sonugla analitik sonug¢ karsilastirilirsa, birebir tutmanin olmamasina
ragmen benzerlik de agiktir.

4. SONUCLAR

Bu arastirmayla ayrik zaman sinyalleriyle beslenen klasik bir devrenin tepkisini
hesaplamak amagli bir yontem teklif edilmistir. Konu yeni ve bilindigi kadariyla literatiirde
olmadigindan, genisletilmesi ve yeni uygulama alanlarinin arastirilmas: gerekmektedir. Ancak
goriilebildigi tizere; bilgisayar agirlikli ve nlimerik Devre Analizi durumlar i¢in uygun
goriinmektedir. Ozellikle dogrusal olmayan, parca parca dogrusallastirilabilen devreler igin
uygun olabilir.
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