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OZET/ABSTRACT

Bu makalede, kesirli Fourier doniisiimii’niin (KFD) cift ve tek simetrik gercek sinyaller
icin simetri 6zellikleri tiiretilmektedir. A¢1 parametresinin ¢ :%degeri i¢in, KFD’nin simetri

ozellikleri klasik Fourier doniistimii’niin simetri 6zelliklerine indirgenmektedir. Baz1 6rnekler
lizerinden, yakin gecmiste Onerilmis ve siirekli KFD’nin ayrik zamanli bir yaklasimi olan bir
KFD algoritmasinin bu simetri 6zelliklerini sergiledigi da ayrica gosterilmektedir.

In this article, we derive symmetry properties of the fractional Fourier transform (FrFT)
concerning real signals that possess even or odd symmetry. For the angle parameter
value¢=%, the symmetry properties of the FrFT reduce to the corresponding properties of

the classical Fourier transform. Through some examples, it is also shown that a lately
proposed discrete FrFT algorithm approximating the continuous FrFT also exhibits these
symmetry properties.
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1. GIRIS

Kesirli Fourier doniisimii (KFD), gectigimiz yillarda ozellikle sinyal isleme ve optik
alanlarinda oldukca popiilerlik kazanmistir (Ozaktas vd., 2001; Namias, 1980; McBride vd.,
1987; Almeida, 1994). KFD, klasik Fourier doniisiimiiniin ¢ ile temsil edilen bir a1

parametresi ile genellenmesi olarak diisiiniilebilir. Bir zaman sinyali olan s(t) ’nin KFD’si
asagidaki sekilde tanimlanabilir’.

Ad}ejﬂrzcotqﬁj‘s(t)ej;rtzcot¢efj2ntrcsc¢dt, ¢%n1

(IF’s)(r)=S8*(r) = s(t), ¢=(@2n)z 1)
s(-t), ¢=(2n+)x

Yukaridaki denklemde; IF?, KFD operatorini, S?(r) de s(t) 'nin KFD’sini gosterirken, n
ise herhangi bir tamsayidir. A, =,/1- jcotg , KFD’nin birimcil (enerjiyi koruyan) bir déniigiim
olmasin1 saglayan bir sabit terimdir. Esitlik 1°de ¢ :% kullanilirsa klasik Fourier dontisiimii

KFD’nin 6zel bir hali olarak elde edilir.
(IF%S)(f): S%(f) :js(t)e’jz”f‘dt (2)

Esitlik 1’in ikinci satirindan anlasilabilecegi gibi, zaman sinyali s(t), KFD’nin bir bagka
Ozel halidir. Limitte ¢ acis1 sifira (veya 27’nin tamsayr katlarina) yaklasirken,
KFD s(t) sinyaline indirgenir (Ozaktas vd., 2001; Almeida, 1994). Bir baska deyisle; KFD,
ac1 parametresinin ¢ =00zel degeri i¢in 6zdeslik doniisiimiine basitlesir. Benzer sekilde,
KFD’nin ¢ikis degiskeni olan r, ¢=% icin frekans degiskeni f ’ye, ¢=0 icin ise zaman

degiskeni t ’ye doniisiir.
KFD’nin pek ¢ok yararl dzelligi tiiretilmistir (Ozaktas vd., 2001; Namias, 1980; McBride
vd., 1987; Almeida, 1994). Klasik Fourier dénisiimiiniin 6zellikleri, KFD’nin 6zelliklerinde

¢:% yerlestirilerek elde edilebilir. Ornegin, gercek bir sinyal s(t) i¢in KFD asagidaki
ozellige sahiptir (Ozaktas vd., 2001; Almeida, 1994).

S/ =[s(NT ©)

Esitlik 3°de ¢ =% yerlestirilirse klasik Fourier doniisiimiiniin gercek sinyaller i¢in gecerli

olan eslenik simetri 6zelligi S2(f)=[S 2(f)] =[S2(~f)] seklinde elde edilir. KFD’nin bir
bagka ilging o6zelligi de, ¢ift simetrik sinyallerin KFD’sinin ¢ift simetrik, tek simetrik
sinyallerin KFD’sinin de yine tek simetrik olmasidir (Ozaktas vd., 2001; Almeida, 1994).
Ancak, literatirde KFD’nin gercek ¢ift simetrik ve gercek tek simetrik sinyaller i¢in ne tur bir
ozellige sahip oldugu aciklikla belirtilmemistir.

! Makale boyunca integraller —oo dan +o0 ’a alinmaktadir.
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Bu makalede, KFD’nin gercek cift simetrik ve gercek tek simetrik sinyaller icin gegerli
olan simetri Ozellikleri tiiretilmektedir. Ek olarak, bu 6zelliklerin klasik Fourier doniisiimiiniin
karsilik gelen 6zelliklerini genelledigi gosterilmektedir.

2. KFD’NIN SIMETRi OZELLIiKLERIi

Ik olarak, gercek ve ¢ift simetrik sinyaller ele alinsin. Eger zaman sinyali s(t) gercek ve
cift simetrik ise

s(t) =s"(t) = s(-t) 4)

yazilabilir.
Ozellik 1: Eger zaman sinyali s(t) gercek ve cift simetrik ise KFD’si

[S/(NI =5"*(r) ()
ozelligine sahiptir.

Ispat: KFD’nin Esitlik 1’in ilk satirinda ¢#nz igin verilen tanimi yeniden yazilarak
baslanabilir.

S%(r) = Ael oot f s(t)e 7 otdgi2atrescd (6)
Yukaridaki esitligin her iki tarafinin karmasik eslenigi alinirsa

[S#(N]" = Aje 1 [ 5" (t)e I ot imiresea gy )
ifadesi elde edilir. Esitlik 4’1 kullanarak Esitlik 7 yeniden yazildiginda

[S#(N)] = Aje™im e | s(~t)e it cotdgi2atresc gy (8)

elde edilir. Yukaridaki esitligin sag tarafindaki integrale f=-t degisken doniistimii
uygulandiginda

[S"’(r)]* _ A;e‘i’”z cotqﬁj‘s(f)e—j;rfz cot¢e—j27rfrcsc¢df (9)

esitligi elde edilir. Bu ifadenin sag tarafi, Esitlik 6’da¢ ac1 parametresi igin yazilmis KFD tanimiyla
kargilagtirilir ve cos(z—¢)=-cos¢ ve sin(z—¢)=sing trigonometri formiilleri de kullanilirsa,
Esitlik 9’un sag tarafinin S™/(r) *ye esit oldugu goriiliir ve sonug olarak Esitlik 5 bulunmus olur.

Ikinci olarak, zaman sinyali s(t) 'nin gergek ve tek simetrik olmasi durumu ele alinacaktir.
Bu durumda

s(t) =s"(t) = —s(~t) (10)

yazilabilir.
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Ozellik 2: Eger zaman sinyali s(t) gercek ve tek simetrik ise KFD’si

[S/(N] =-877*(r) (11)
ozelligine sahiptir.
Ispat: Bu kez ispata Esitlik 7°de s™(t) = —s(-t) yerlestirerek baslanabilir. Boylece

[S?(r)] =—Aje i cotd | s(~t)e it cotdgi2atresc s (12)
esitligi elde edilir. Yukaridaki ifadeye f =—t degisken doniistimiinii uygularsak

[S(N)] =-Ajeimreots | s(f)e it cotdg-iantresed g (13)
bulunur. Esitlik 13’{in sag tarafinin —S*~(r) ’ye esit oldugu goriilebilir. Boylece

[S/(NI =-S"(r) (14)

ifadesine ulasilarak ispat tamamlanir.

KFD’nin Esitlik 5 ve Esitlik 11°de verilen simetri 6zellikleri, ¢ :% 0zel degeri i¢in klasik
Fourier doniisiimiiniin ilgili 6zelliklerine indirgenir. ¢ =% icin, Esitlik 5’teki ilk simetri

ozelligi [S2(f)]" =S2(f) esitligine doniisiir. Bu esitlik de gergek ve ¢ift simetrik bir sinyalin
klasik Fourier donilisiimiiniin ger¢ek degerli oldugunu belirten ozelliktir. Benzer sekilde,

Esitlik 11°de verilen ikinci simetri dzelligi de [S2(f)]"=-S2(f) ifadesine sadelesir ki bu
ifade de gercek ve tek simetik sinyallerin klasik Fourier doniisiimiiniin sanal degerli oldugunu
belirten Ozelliktir. KFD ve klasik Fourier doniisiimiiniin simetri 6zellikleri Cizelge 1°de toplu
olarak Ozetlenmistir.

Cizelge 1. Kesirli Fourier doniigiimii (KFD) ve klasik Fourier doniisiimiiniin simetri 6zellikleri (klasik
Fourier doniisiimiiniin simetri 6zellikleri KFD’nin simetri 6zelliklerinde ¢ = 7z/2 yerlestirerek elde

edilebilir).

KFD simetri
s(t) ozelligi (herhangi
bir ¢ degeri)

Klasik Fourier doniistimii
simetri 6zelligi (¢p=7/2)

gercek ve cift simetrik | [S?(r)] =S"*(r) [S%( ) = 5%( f)

gercek ve tek simetrik | [S?(r)] =-S"(r) [S%( ) = _5%( f)

KFD’nin yukarida tiiretilen ve Cizelge 1°de gosterilen simetri 6zellikleri KFD ¢ikis
sinyalleri olan S?(r) ve S™(r) ’yi birbiriyle iliskilendirir. Bu simetri dzelliklerini kullanarak,
KFD ¢kis sinyaleriS?(r) ve S™(r) ’nin genlik, faz, gercek ve sanal kisimlar1 arasindaki

baglantilar1 ¢ikarimlamak da miimkiindiir. Ozellik 1’in sonucu olarak elde edilen baglantilar
Cizelge 2’de, Ozellik 2°den elde edilen iliskiler de Cizelge 3 de topluca verilmistir.
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Cizelge 2. Gergek ve cift simetrik s(t) icin KFD ¢ikis sinyalleri S?(r) ve S™*(r) "nin genlik, faz,
gergek ve sanal kisimlari arasindaki iligkiler

s(t) gercek ve cift simetrik = [S? ()] =S7(r)

Genlik |S?(r)|H S (r)]

Faz ZS9(r)=—£S""*(r)
Gergek kisim Re{S¢(r)} = Re{S”“”(r)}
Sanal kisim | m{3¢(r)} =-1 m{sﬂﬂﬁ(r)}

Cizelge 3. Gercek ve tek simetrik s(t) i¢in KFD ¢kis sinyalleri S?(r) ve S™(r) "nin genlik, faz,
gercek ve sanal kisimlari arasindaki iliskiler

s(t) gergek ve tek simetrik = [S?(r)] =-S"(r)

Genlik |S(r)|H S™(r)]

Faz /S9(r)=—2/S"9(-r)
Gergek kism | R 9{5¢ (r)} =-R e{sﬂqu(r)}
Sanal kisim | m{S¢(r)} =1 m{sﬁ_¢(r)}

 Cizelge 3’teki ‘Faz’ iliskisi harig, Cizelge 2 ve Cizelge 3’teki tim esitlikler Ozellik 1 ve
Ozellik 2°den kolaylika ¢ikarimlanabilir. Ancak, Cizelge 3’teki ‘Faz’ iliskisinin ¢ikarimi biraz
daha caba gerektirebilir. Bu esitligin dogrulugu, asagida tekrar yazilan Ozellik 2 araciligiyla
gosterilebilir.

[S/(NI"=-5"*(r) (15)

Yukaridaki esitligin sag tarafi, Esitlik 3’te verilen ve tiim gercek sinyaller i¢in gegerli olan
ozellik kullanilarak degistirilirse

[S*(NT =-S* ("I (16)

ifadesi elde edilir. KFD’nin herhangi bir zaman sinyali s(t) i¢in gegerli olan asagidaki
ozelligi (Ozaktas vd., 2001; Almeida, 1994)

S977(r)=S¢(-r) (17)
Esitlik 16°da kullanilirsa,

[S/(NI =-S*(-nT (18)
esitligine ulasilir. Esitlik 15 ve Esitlik 18 bir araya getirildiginde asagidaki ifade elde edilir.

~§¢(-r) =[S"*(n)] (19)
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Son olarak, eksi isaretleri sadelestirip esitligin her iki tarafindaki KFD sinyallerinin bagimsiz
degiskenlerinin de negatifleri alinirsa,

S/ =[S"*(-nI (20)

esitligi elde edilir. Sonug olarak, bu esitligin her iki tarafindaki KFD ¢ikis sinyallerinin faz
kisimlar arasindaki iligki

ZS9(r)=-2S""?(-r) (21)
olarak bulunmus olur ki bu da Cizelge 3’iin ‘Faz’ satirindaki iliskidir.
3. ORNEKLER

Bu boéliimde, Esitlik 1°’de matematiksel tanimi verilen siirekli KFD’nin ayrik zamanli bir
yaklasimi olarak Ozaktas vd.’nin &nerdigi bir algoritmay1 kullanarak, bir &nceki boliimde
tiretilmis ve Cizelge 2 ve Cizelge 3’te Ozetlenmis olan simetri 6zelliklerini sergileyen
ornekler verilecektir (Ozaktas vd., 1996). Ozaktas vd.’nin onerdigi ayrik zamanl algoritma,
zaman sinyali s(t) 'nin N ornek noktasindaki degerlerini giris olarak alip KFD g¢ikis sinyali
S?(r)’nin yine N 0rnek noktasindaki degerlerini hesaplamaktadir (Ozaktas vd., 1996). Bu

bolimde verilen Orneklerin grafiksel sonuglarinin kuramsal sonuglarla ne derece uyumlu
oldugunu gozlemleyerek ayrik zamanli algoritmanin siirekli KFD formiilasyonunu
gerceklemede ne oranda basarili oldugu konusunda da bir fikir edinilmesi miimkiin olacaktir.
Bu amacla, gercek ve c¢ift simetrik bir sinyal olarak kosinus sinyali ve gercek ve tek simetrik
bir sinyal olarak da siniis sinyali kullanilacaktir.

Ornek 1- Gergek ve cift simetrik s(t): N =128 6rnek uzunlugunda olan ayrik zamanl
gercek ve ¢ift simetrik bir kosiniis sinyali asagidaki sekilde olusturulabilir.

x[n]=cos(n/16), n=-63, —62, .., 63, 64 (22)

Daha sonra, Ozaktas vd.’de 6nerilen algoritma kullanilarak ag1 parametreleri sirastyla z

z 2
ve 2?7;:7[_% olan KFD ¢ikis sinyalleri S3(r) ve S 3 (r) hesaplanir. Sekil 1’de, KFD sinyali

n 2z
S3(r) e ait olan egriler siirekli ¢izgi ile, KFD ¢kis sinyali S 2 (r) ’e ait olan egriler ise kesikli
cizgi ile ¢izdirilmistir (Ozaktas vd., 1996).

L4 2z
Sekil l1a’da, KFD genlik ¢ikig sinyalleri |S3(r)| ve |S 3 (r)|, sirasiyla siirekli ve kesikli
¢izgi kullanilarak, {ist liste ¢izdirilmistir. Cizelge 2’deki ‘Genlik’ esitligiyle uyumlu olarak her

iki egri de birbirlerini yakindan takip etmektedir. Sekil 1b’de siirekli ¢izgi LS%(r) 'ye, kesikli

2z
cizgi ise —2S 3 (r) ’ye karsilik gelmektedir. Cizelge 2’deki ‘Faz’ esitligini dogrular sekilde,
her iki egri de biiyiikk oranda birbirlerini takip etmektedir. Iki egrinin birbirlerinden daha
belirgin olarak ayrigtig1 kisimlar ani faz degisimlerinin siklikla meydana geldigi iki u¢ nokta
civarindadir. Bu noktalarda, Ozaktas vd.’de dnerilen ayrik zamanl algoritmani Esitlik 1°deki
siirekli KFD’ye yaklasiminin nispeten daha kétii oldugu sonucuna varilabilir (Ozaktas vd.,
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1996). Sekil 1¢’de gergek kisim sinyalleri Re{S?(r)} ve Re{s*(r)} birlikte ¢izdirilmis olup,
iki egrinin st iste cakistiklart goriilebilir. Sanal kisim sinyalleri I m{S“’(r)} ve
—Im{s7*(r)} Sekil 1d’de iist iiste cizdirilmistir. Sonug olarak, bu basit 6rnek Bolim 2’de

turetilip ispatlanan ve Cizelge 1 ve Cizelge 2’de Ozetlenen Ozellik 1°i dogrulamakta,
boylelikle de, KFD ¢ikis sinyallerinin faz kisimlarinin ani faz degisimlerinin yer aldigi ug
noktalar1 harig tutulursa, Ozaktas vd.’de &nerilen ayrik zamanli algoritmanin KFD’nin siirekli
formiilasyonunun iyi bir yaklasimi oldugunu gostermektedir (Ozaktas vd., 1996). Ayrica,

Sekil 1¢ ve d’de yer alan S3(r) ¢ikis sinyalinin gergek ve sanal kisimlari gift simetrik olup,
cift simetrik sinyallerin KFD’sinin de ¢ift simetrik oldugu gercegini sergilemektedir.

genlik faz
o)
” |
i \
-50 a a0 -50 a a0
(2) (h)
gercek sanal
1 1 1 1
0 0 ’\(va»
1 -1
-50 a a0 -50 a a0

(c) (d)
Sekil 1: KFD’nin simetri 6zelliklerinin gercek ve ¢ift simetrik kosinis sinyali igin gozlenmesi; (KFD
z 2r
cikis sinyali S3(r) ’e ait olan egriler siirekli ¢izgi ile, KFD ¢ikis sinyali S 2 (r)’e ait olan egriler ise
kesikli ¢izgi ile ¢izdirilmistir. Yatay eksenler ornek numarasimi gostermektedir). (a) Genlikler, (b)
Fazlar, (c¢) Gergek kisimlar, (d) Sanal kisimlar

Ornek 2 - Gergek ve tek simetrik s(t) : Bu 6rnekte, ise gercek ve tek simetrik bir sinyal
olan siniis sinyali asagidaki sekilde olusturulmustur.

x[n]=sin(n/16), n=-63, —62, .., 63, 64. (23)

T 2z
Sonrasinda, Ozaktas vd.’de &nerilen ayrik zamanl algoritma kullanilarak S3(r) ve S 3 (r)

hesaplanmistir (Ozaktas vd., 1996). Sekil 2a, b, ¢ ve d’de KFD sinyalleri S3(r) ve
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2r
S 3 (r) ’nin farkli biiyiikliikleri (genlik, faz, gercek ve sanal kisim) sirasiyla siirekli ve kesikli

cizgi ile ¢izdirilmigtir.
T 2z
Genlik sinyalleri |S3(r)| ve |S 3 (r)| Sekil 2a’da iist liste ¢izdirilmistir. Cizelge 3’deki
‘Genlik’ satirin1 dogrular bigcimde iki egri ¢akismaktadir. Benzer sekilde, faz sinyalleri
T 2z
ZS3(r) ve —Z£S3(-r) Sekil 2b’de ¢izdirilmistir. Cizelge 3’iin ‘Faz’ esitliginden de

2z
goriilebilecegi gibi S 3 (r)’nin faz kismmm hem ekseni ters c¢evrilmis hem de negatifi

alimmugtir. Her iki faz sinyali biiyiik oranda birbirini takip etmektedir. Ger¢ek kisim sinyalleri
Re{S¢(r)} ve -R e{S”’(r)} Sekil 2c’de birlikte goriilebilirler. Benzer sekilde, sanal kisim
sinyalleri | m{S"‘(r)} ve | m{S”’ (r)} de Sekil 2d’de iist iiste ¢izdirilmislerdir. Hem gercek

hem de sanal kisim grafikleri Cizelge 3’iin son iki satirindaki esitlikleri dogrular bigimdedir.

Son olarak, KFD sinyali S3(r) *nin Sekil 2¢ ve 2d’de yer alan gercek ve sanal kisim sinyalleri

tek simetrik olup, tek simetrik sinyallerin KFD’sinin de tek simetrik oldugu gercegini
yansitmaktadir.

genlik faz
1.5
2 J
| b (e t*
a
ikt |
0.5
2 |
|:| L L L L L
50 a &0 A0 a 50
(&) (b
gergek sanal
1 1
a a
|
1 -1
&0 0 50 &0 0 50
(c) (d)

Sekil 2: KFD’nin simetri 6zelliklerinin gercek ve tek simetrik sinis sinyali icin gézlenmesi; (KFD

T 2z
cikis sinyali S3(r) ’e ait olan egriler siirekli ¢izgi ile, KFD ¢ikis sinyali S 2 (r) ’e ait olan egriler ise
kesikli ¢izgi ile ¢izdirilmistir. Yatay eksenler 6rnek numarasini gostermektedir). (a) Genlikler, (b)
Fazlar, (c) Gergek kisimlar, (d) Sanal kisimlar
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4. SONUC

Bu makalede, KFD’nin gercek ¢ift simetrik ve gercek tek simetrik sinyaller igin simetri
ozellkleri tiiretilmistir. Tiretilen simetri Ozellikleri uygun bir sekilde klasik Fourier
doniisiimiiniin simetri 6zelliklerine indirgenirler. Ozel olarak, ¢ikarimlanan simetri 6zellikleri
KFD sinyallerinin genlik, faz, gercek ve sanal kisimlarina gore incelenmistir. Ayrica, tiiretilen
bu simetri Ozellikleri ayrik zamanli bir KFD algoritmas: ile denenerek, soz konusu
algoritmanin siirekli KFD formiilasyonunu oldukg¢a iyi bir yaklasiklikla gergekledigi de
gozlemlenmistir.
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