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OZET/ABSTRACT

Ek giiriiltiiniin dogrusal olmayan sistemlerdeki faydalar1 kipirtilandirma ve stokastik rezonans baglaminda
gozlemlenmistir. Ek giiriiltiiniin avantajlari, ayrica dogrusal olmayan sistemleri igeren kestirim problemlerinde
de goriilmiistiir. Bu makaledeki temel amag, optimal ek giiriiltii eklenmis gézlemlerin nicemlenmis siiriimlerinin
kullanildig1 ve optimal ek giiriiltiiniin sonsal Cramer-Rao alt sinir1 (SCRAS) cinsinden formiillestirildigi kestirim
problemlerinde, en biiyiikk sonsal olasilik kesiricilerinin ortalama  karesel hata basariminin gelisimini
incelemektir. Ilk olarak optimal ek giiriiltiiniin formiillestirilmesi sunulmaktadir. Ardindan optimal ek giiriiltiiniin
sabit bir sinyale karsilik geldigi agiklanmaktadir. Bu kuramsal sonug, 6nce sayisal bir ornekle gosterilmekte,
sonrasinda ise optimal ek giiriiltiniin sik¢a kullanmilan kipirtilandirma  sinyalleri ile karsilagtirilmasiyla
desteklenmektedir. Son olarak, SCRAS cinsinden ifade edilen optimal ek giiriiltiiniin yararlari, en biiyiikk sonsal
olasilik kestiricilerinin ortalama karesel hatalar1 cinsinden incelenmistir.

The benefits of additive noise in nonlinear systems have been observed in the context of dithering and
stochastic resonance. Also, the advantages of additive noise have been observed in parameter estimation
problems involving nonlinear systems. In this paper, the main aim is to investigate the mean-squared error
(MSE) performance enhancement of the maximum a-posteriori probability (MAP) estimators, where the
quantized versions of the observations combined with the optimal additive noise are used to estimate the
parameter related to the observation and the optimal additive noise is formulated in terms of the posterior
Cramer-Rao lower bound (PCRLB). First, the formulation of the optimal additive noise is presented. Next, it is
explained that the optimal additive noise corresponds to a constant signal. This theoretical result is first
demonstrated with a numerical example and then supported by the comparison of the optimal additive constant
noise with commonly used dither signals. Finally, the benefits of the optimal additive noise, which is described in
terms of the PCRLB, are investigated for the MSEs of MAP estimators.
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1. GIRIS

Genellikle sistemlerin performansini olumsuz yonde etkilemesiyle bilinen giiriilti,
stokastik rezonans fenomeni altinda dogrusal olmayan bazi sistemlerin performansini
artirabilmektedir (Benzi vd., 1981; Gammaitoni vd., 1998). Giiriiltiiniin olumlu katkilari,
kipirtilandirma (dithering) kavrami altinda, nicemlenmis sistemlerde de gozlemlenmektedir
(Dabeer ve Karnik, 2006). Sezim kuraminda giiriiltiiniin faydalari, ek giirtlti ile sezim
basarimi gelistirilen optimal olmayan sezicilerde de goriilmiistiir (Chen vd., 2007; Patel ve
Kosko, 2009; Bayram ve Gezici, 2009).

Ek giiriiltiiniin yararlar1 parametre kestirim problemlerinde de incelenmistir (Chapeau-
Blondeau ve Rousseau, 2004; Chapeau-Blondeau, 2002). Frekans kestirim problemlerinde,
baz1 kosullar altinda giiriiltiinliin artmasi durumunda optimal Bayes kestiricisinin ortalama
karesel hatasinin azaldigi gézlemlenmistir (Chapeau-Blondeau ve Rousseau, 2004). Benzer
sekilde Bayes kestiriminde artan giiriiltii seviyesinin ortalama karesel hata basarimina olumlu
katki sagladigi goriilmistiir (Chapeau-Blondeau, 2002). Her iki ¢alismada da giiriiltiiniin
faydalar1 nicemleyicilerin dogrusal olmayan yapilar1 sayesinde gézlemlenmistir.

Gozlem sayisinin yiiksek olmasi ile ortalama karesel hatanin hesabi zorlasmaktadir ve
alternatif olarak Cramer-Rao alt sinir1 basarim artis 6l¢limii i¢in uygun bir Olgiit olarak
kullanilmaktadir (Balkan ve Gezici, 2010"). Nicemlenmis gozlemlere dayali dagitilmis
kestirim probleminde Cramer-Rao alt sinir1 en kiigiiltmesi, nicemlenme araliklarinin en
iyilestirilmesiyle saglanmistir (Marano vd., 2006). Ayrica ¢oklu seviyeli bir nicemleyicinin
kullanildig1 parametre kestirim probleminde, rasgele giiriiltii kasten eklenilenerek Cramer-Rao
alt smir1 distrilmistir (Papadopoulos vd., 2001). Benzer basarim artiglari, sabit bir
gliriiltiniin kasten eklenilmesinin neden oldugu basarim artigin1 ayni sekilde saglayan uygun
bir nicemleyici esiginin se¢imiyle ve girdi sinyalinde var olan giiriiltii degisintisinin uygun bir
degere ¢ekilmesiyle de saglanmaktadir (Riberio ve Giannakis, 2006; Chapeau-Blondeau ve
Rousseau, 2003).

Nicemlenmis gozlemlere bagli kestirim problemlerinde, ek giiriiltiiniin kestirim basarimini
arttirdigi caligmalarda, Cramer-Rao alt sinirint en iyilestiren ek giiriiltiiniin olasilik yogunluk
fonksiyonu da bulunmustur (Balkan ve Gezici, 2010"). Kuramsal olarak bu alt sinir1 en aza
indirgeyen ek giiriiltiiniin yapis1 bulunmus olsa da, bu giiriiltiiniin pratikte ortalama karesel
hata basarimina etkisi iizerinde c¢alisiimamustir. Bu calismadaki temel amag, kestirilmek
istenen parametrenin rasgele oldugu durumda, optimal ek giiriiltiiniin incelenmesi ve ortalama
karesel hatay: nasil etkilediginin belirlenmesidir. Buradaki optimal ek giiriiltii, SCRAS’a gore
elde edilmektedir. SCRAS’in olgiit olarak alimmasmin sebebi, Onsel olasiliga sahip
bilinmeyen parametrelerin kestiriminde, SCRAS’in ortalama karesel hatalar igin alt sinir
belirlemesi ve sonusurda verimli olan kestiricilerin de bu alt sinira sonusurda olarak
varmasidir.

Balkan ve Gezici’nin ¢alismasindaki gibi bu makaledeki SCRAS; nicemleyici fonksiyonu,
ek giiriiltii olasilik yogunluk fonksiyonu ve asil (giiriiltii eklenmemis) gdzlemin olasilik
yogunluk fonksiyonu cinsinden tanimlanmustir (Balkan ve Gezici, 2010%). Ayrica nicemleyici,
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coklu seviyeli ve esikleri her degeri alabilecek sekilde modellenmistir. ¢alismasindaki
modelden farkli olarak, gbzlemlerin birbirinden bagimsiz oldugu varsayilmistir (Balkan ve
Gezici, 2010%).

Makalenin ikinci bolimiinde problem tanimi sunulmaktadir. Ardindan ii¢lincii boliimde,
SCRAS’1 en biiyiiten optimal ek giriltiniin sabit bir sinyal ile ifade edilebildigi
aciklanmaktadir. Bu sonug, nicemleyicinin esik degerlerinin kaydirilmasina denk geldiginden
ve farkli giirtiltii degerleri arasinda rasgelelestirme gerektirmediginden, pratik uygulamalar
icin avantajlidir. Bu boliimdeki kuramsal sonuglar ile ilgili olarak, bir sonraki boliimde ek
guriiltinin SCRAS’a katki sagladigi bir ornek verilmektedir. Sonrasinda optimal ek
guriiltiiniin  sagladigr kestirim basarimi artisi, Gauss ve bir bi¢imli kipirtilandirma
sinyallerininki ile karsilagtirilarak, kuramsal sonuglar pratik bir 6rnek ile desteklenmektedir.
Son olarak, SCRAS cinsinden kestirim basarimini artiran optimal ek giiriiltiiniin, ayni
zamanda en biiyiik sonsal olasilik Kestiricilerin ortalama karesel hata performansini da
arttirdig1 gosterilmektedir.

2. PROBLEM TANIMI

Herhangi bir kestirici ile kestirilmek istenen @ rasgele parametresini igeren nicemlenmis
X gozlemlerinin girdi olarak alindig1 bir sistem ele alinmaktadir. X =[x, X, K x| olarak ifade

edilen x vektoriiniin olasilik yogunluk fonksiyonu py (X; 0) ve nicemleyici (0() fonksiyonu

ile gosterilmektedir. Bu sistemde 6 ’nin kestirim performansinin artilmasi i¢in gozlemlere
n=[nn,Kn_] vektdri ve py(n) olasilik dagilim fonksiyonu ile gdsterilen giiriiltii
eklenmektedir. Bu sekilde &’nin kestiriminde X-+nN’nin nicemlenmis hali kullanilmaktadir.

Sekil 1°deki gibi gosterilen bu sistemde ele alinan problem, kestirim performansini en
tyilestiren giiriiltiiniin olasilik yogunluk fonksiyonunun bulunmasidir.

M seviyeli y N
Lm I
'* > Nicemleyici o 0)
Kestirici
n

A 4

Sekil 1. Sistem modeli

X+n’nin M farkli seviyede nicemlendigi farzedilmektedir. Nicemleyiciden ¢ikan
giriiltiili  gozlem y=[y,y,Ky ] olarak gosterilmekte ve y=¢(x+n) olarak
tanimlanmaktadir.  Nicemleyici seviyeleri 7,,7,,K 7, , esikleri ile belirlenmistir.
Nicemleyicinin girdisi ile ¢iktis1 arasindaki iligski; 1=1,2,K,L i¢in i=0,LK ,M-1,7, —

—0o0 Ve Ty — oo olmak iizere
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yy =i, 5;<x+n<rz, 1)

ile gosterilmektedir. Bu problemde X ve n’nin bilesenlerinin birbirinden bagimsiz oldugu
ama Ozdes dagilimli olmayabilecegi varsayillmaktadir. Bu durumda y ’nin bilesenlerinin

birbirinden bagimsiz oldugu diistiniilebilir.
P, (¥i;60), verilen bir 6 degerine gore ¢iktmn Ininci bileseninin olasihk kiitle

fonksiyonunu ifade ettiginde, Esitlik 1 kulanilarak i =0,1,K ,M —1 i¢in

P, (%:0) P(z, <X, +N, <7,,)

J'_O;P(ri —n<X, <z, -n)p, (n)dn

E{F, (r.a—Ni;0)—Fy (7.~ N;;0)} )
sonucu elde edilir. Buradaki beklenti (expectation) islemi N iizerindendir ve Fy (6),

orijinal gdzlemin I’ninci bileseni olan X, nin olasilik dagilim fonksiyonudur.
Bu calismada sistemin kestirim basarisini en iyilestirmek i¢in kullanilacak 6l¢iit SCRAS
(ya da Bayes’sel)’dir. Diger bir ifadeyle buradaki amag, SCRAS’1 en biiyiiten optimal giiriiltii

dagilimmin bulunmasidir. SCRAS herhangi bir yanli veya yansiz 6 kestiricisinin ortalama
karesel hatasina alt sinir teskil etmekte ve

MSE{@}:E{(é(y)—Q)Z} >(Jp+3)" ®)

seklinde ifade edilmektedir. Burada Jp veriden (gbzlemden), Jp ise € hakkindaki Onsel
bilgiden gelen Fisher bilgisini simgelemekte ve w(&) 6 nin 6nsel dagilim1 olmak iizere

Jp = E{(%Iog Py (y:e)T}
J, = E{(%Iog w(e)ﬂ 4)

ifadeleriyle gosterilmektedir. Bu ifadelerdeki beklenti islemleri hem Y hem de &
lizerindendir. Y,,Y,,K Y, rasgele degiskenleri birbirlerinden bagimsizlarsa, gozlemden gelen
Fisher bilgisi
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Jo =ZLJJB=ZLZE{(%IOQ Py (y.;ﬁ)ﬂ (5)

olarak ifade edilebilmektedir. Y nin bilesenleri ayn1 zamanda 6zdesge dagilmiglarsa Esitlik 5,
J, =LJ}! halinde yazilabilir. Esitlik 3, Esitlik 4 ve Esitlik 5 kullanilarak, optimal giiriiltiiniin
olasilik yogunluk fonksiyonu Fisher bilgisi cinsinden asagidaki problemle ifade edilebilir.

py (n)= argma(l>)<(JD+Jp)
P

L (8 )
px ()= argrpN%IZﬂ‘,E{(aglog pYI(y.,H)j} (6)

Esitlik 6’daki ifadede Jp, ek giiriiltiiden bagimsiz oldugu i¢in yer almamaktadir. Esitlikteki
tiirevin ve beklentinin alinmasi ile amag fonksiyonu

P (n) = argmax W ZL:le (%le(i;e)j deo )

1=l i= pY,

halinde yazilir. Esitlik 7°deki fonksiyonun yapisindan Gtiiri optimizasyon problemini
| =1,2,K,L i¢in ayr1 ayr1 ¢6zmek miimkiindiir. Bagka bir deyisle optimal giiriiltiiniin I’ninci

bileseninin olasilik yogunluk fonksiyonu agagidaki gibi hesaplanabilir.

( 69 pYI(i;e)jde. 8)

pa (n)= arg max w Z

P () ¥ in le

Eger Y,,Y,,K,Y rasgele degiskenleri bagimsiz ve ozdesge dagilmislarsa, yani
1=1,2,K,L igin p, (i;0)=p,(i;0) esitligi gecerli ise, Esitlik 8°de gegen optimizasyon

problemleri 6zdestir ve orijinal gozlem X’in biitiin bilesenlerine esit miktarda giirtilti
eklenmesi gerekir.

3. OPTIMAL GURULTUNUN OLASILIK DAGILIMI

SCRAS’1 optimize eden giiriiltiiniin istatistiksel 6zelligini incelemek amactyla

H' (n) @F (7, —m0)—Fy (7, —n;0) 9)
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G/, (n) @

S5 (P (7= m6)=Fy (7, -ni0)) (0

fonksiyonlari tanimlansin. Esitlik 2°den anlasilacag: iizere, H/, (n) i¢in 0<H/, (n)<1,vn ve
M-1
Z H,”ji (n) =1 gecerlidir. Esitlik 9 ve Esitlik 10°daki tanimlara gore, Esitlik 2°deki olasilik

kiitle ~ fonksiyonu ile bunun = @’ya gbre tiirevi, p, (i;0) =E{H,‘?i(n)} ve
opy, (i;0)/060=E{GY, (n)} olarak ifade edilebilir. Bu durumda Esitlik 8deki optimizasyon

problemi

- M 41 E { (n)}z

p;’,f"( )=arg max (11)

N|

haline gelir. Esitlik 11°deki problemin ¢6zliimii igin ilk 6nce asagidaki onsav sunulmaktadir
(Balkan ve Gezici., 2010%).

Onsav 1: Egitlik 9 ve Esitlik 10°da tamimlanmis gercek degerli fonksiyonlar, biitiin 0°lar
ve Ny ’nin muhtemel her olasilik yogunluk fonksiyonu icin

MlE{G (N} w3(Gh(N)) (12)
E

{H (NI)} BEC H,i( I)

esitsizligi gecerlidir.
Kamt: Z=[Z, Z,]i¢in f(Z)=27/Z, iki degiskenli bir fonksiyon olsun. f(Z)'nin
Hessian matrisi

212, 22,172
Ho=| 2, (13)
22,172 27217}

olarak hesaplanir. @=[a, @,] ve Z,20 i¢in @"H,@=2(,Z, ~2,2,)" 123 >0 esitsizligi
gecerli oldugundan f(Z)’nin dis biikey oldugu anlasilir. Bu nedenle asagidaki Jensen
esitsizligi gegerlidir.

(E{z}) E{Z_} (14)

E{Z,)
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Z, @G/ (N,) Z, @H/,(N,) tanimlari yapilsin. Esitlik 9°daki tanima goére H,’;(N,)>0, her
Ny, I, i, ve @ i¢in gegerli oldugundan, Esitlik 14’deki esitsizlik her Py, (), 6 veiigin

(G4 (N))

E{H’(N,)] H(ND)

(15)

halini alir. Bu durumda biitiin i’ler i¢in Esitlik 15°deki esitsizlik gecerli oldugundan dolay,
Py, () ve @ igin

Ml( {Ge(N )})2
< E{H/(N)] = H’(N,)

(16)

sonucu ¢ikar. Esitlik 16°daki esitsizligin sag tarafi max{Z(Ga (N ,))2 IH/, (n)} ifadesinden

i=0

hi¢bir zaman daha biiyilik olamayacagindan o6tiirii 6nsavdaki sonuca ulasilir.

+(Efer (M)
= E{H/(N)]

2

Mfl(Gfi (NI )) .

7 (N ) ifadesinin en biiylik degerini hi¢cbir zaman asamayacagini
i=0 Li UM

gostermektedir. Bagka bir ifadeyle, farkli giiriiltii degerleri arasinda rasgelelestirme, Esitlik
11°deki fonksiyonun degerini arttiramaz. Bu sonug ile asagidaki 6nermeye varilabilir (Balkan
ve Gezici, 2010%).

Onerme 1: Esitlik 11 deki ifadede gecen optimal giiriiltiiniin olasilik yogunluk fonksiyonu

Onsav 1, le(n) icin

ile gosterilen Fisher bilgisinin, her giiriilti

degerine gore

9 2
n,"p‘—argmng.w le(G" ))

i=0 H ,i |) (17)

igin p* (n)=35(n—n™) ile ifade edilebilir.
Kamit: Kanit igin Balkan ve Gezici’'nin c¢alismasindakine benzer bir yaklagim
kullamImaktadir (Balkan ve Gezici, 2010%). Her pﬁ,‘l"(n) icin gecerli olan Esitlik 16’daki

esitsizlik ayn1 zamanda her 6@ igin gegerli oldugundan, Py, (n) icin asagidaki esitsizlik
cikarilabilmektedir.
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M 1(E{ G’ (Nl)})2 M 1( ))2
Jw(o |:o £ (M) do <E{ [w(0) |:0 H. .) (18)
Bu yiizden Esitlik 11°deki fonksiyonun en biiyiik degeri
M 1(E{ ||( )})2 M 1(G|9|( ))2
rg:lax'[w ; E{ (NI)} d¢9<rgllaxE jw ZWdG (19)
olarak tistten sinirhidir. Esitlik 19°daki {ist sinir, en yiiksek degerine
= (Gfi (n))z
max w(0) 2 R (n deé
ifadesine, ulastigindan asagidaki sonug elde edilir
M—1(E{G|9| (n)}>2 M_l(Gfi (n))Z M‘l( |0| (nfpt)) 20
max w(6) 2 ) dg < max | w(0) 217 () d9=IW(9) e () do (20)

Burada n™, Esitlik 17°de tammlandig1 gibidir. Esitlik 20°de verilen esitsizlikteki tist sinir,
py, (N)=6 (n —n™ ) iken ulasildigindan dolay1 énermedeki sonuca varilir.

Onerme 1, ek giiriiltiiniin muhtemel biitiin olasilik yogunluk fonksiyonlar1 iginde tek kiitle
noktastyla gosterilen bir olasilk yogunluk fonksiyonunun, yani sabit bir giiriiltiiniin, SCRAS’1
en kiculttiglinii  belirtmektedir. Bu yiizden gozleme optimal giriltiyli eklemek,
nicemleyicinin esik degerlerini kaydirmak ile denktir. Bu da farkl giiriiltii degerleri arasinda
rasgelelestirme gerektirmediginden basit bir iglemdir.

4. OPTIMAL EK GURULTUNUN KIPIRTILANDIRMA iLE KARSILASTIRILMASI

Bir dnceki boliimde sunulan kuramsal sonuglar i¢in bir sayisal 6rnek vermek tizere

7(x0,0%)@ \/_anp{ %}

fonksiyonu tanimlanip, Sekil 1’deki x gézleminin olasilik yogunluk fonksiyonu
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Px (x:0)=05y(x~0,0%)+0.57(x.0,0°)

olarak alinsin. Bu durumda i=0,1,K ,M —1 i¢in sadece tek gdzlem bulundugundan, Esitlik
9°daki H/(n) yerine H/(n)=F, (z,,—n;6)—F,(7;—n;0) kullanilabilmektedir. Burada
F, (X; 9) , X’in olasilik dagilim fonksiyonu olup

Fy (T”l_n;e)ZO'SQ[_XJFG}LO.SQ(_X_@)
(o2

(o3

-0.5t2

olarak tanimlidir ve Q(a)=% J. e dt Q-fonksiyonunu ifade etmektedir. Ayrica
T a

H/(n) nin 6’ya gére tiirevi G”(n)’yi vermektedir. Bunlara ek olarak, bu érnekte kullanilan

4 seviyeli nicemleyici 7, =-3, 7,=0, 7, =3 esik degerlerine sahiptir ve & ’nin olasilik

dagilimi W(¢9) =41 exp(—ﬂ,e) olarak varsayilmistir.

0.9+
0.85

0.8}

Sonsal Cramer-Rao Alt Siniri

075+ i 7

Sekil 2. n’ye gére SCRAS degerleri

Onerme 1’e gore optimal giiriiltii degerlerinin sabit bir deger ile ifade edilebilmesi

sayesinde, € e [O, oo) , 0 =1ve A=1 oldugu durumlarda, sabit ek giiriiltii degerlerine karsilik

gelen SCRAS degerleri Sekil 2’de gosterilmistir. Bu drnekte 0.7573 degerini alan en diisiik
SCRAS n=11.463 iken goriilmektedir. Bu da ek giiriiltiiniin kestirim basarimmi SCRAS
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cinsinden arttirdigin1 géstermektedir. Ek giiriiltiiniin olmadigi durumda 0.8683 olan SCRAS
optimal ek giiriiltii sayesinde 0.7573’e inmistir.

Bu problemde SCRAS’a gore optimal oldugu bulunan tek kiitle noktali olasilik yogunluk
fonksiyonuna sahip ek giiriiltii disinda, dogrusal olmayan sistemlerde ek giiriiltiiniin faydalari,
sisteme eklenen Gauss ve bir bigimli kipirtilandirma (dithering) sinyalleri ile de goriilmiistiir
(Papadopoulos vd., 2001; Wannamaker vd., 2000). Bu boliimde, kuramsal olarak bulunan
optimal ek giriiltiiniin kestirim isabetine katkisi, Gauss ve bir bi¢imli kipirtilandirma
sinyallerinin katkilariyla karsilastirilmaktadir. Bu Kkarsilastirma igin sifir ortalamali ve

degisintisi o, olan Gauss kipirtilandirma sinyali ile [—g,g] araliginda tanimli bir bigimli

kipirtilandirma sinyalleri kullanilmaktadir.

Sonsal Cramer-Rao Alt Sinin

i i i i i i j j
1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2
(o)

0.75 5

Sekil 3. o »ya gore n=0 ve Ny igin SCRAS 1n karsilastirmasi

SCRAS’a gore basarim karsilastirilmasinda kullanilmak iizere, ilk 6nce en iyi basarimi
saglayan Gauss kipirtilandirma sinyalinin degisintisi hesaplanmistir. Bu hesaplamada,
gbzlemin olasilik yogunluk fonksiyonunun bilesenleri ayni degisintiye sahip Gauss karigimi
ve gbzlemin ek giiriiltiiden bagimsiz olmasindan faydalanilmistir. Birbirinden bagimsiz iki
Gauss dagilimli rasgele degiskenin toplamindan ortaya ¢ikan Gauss dagilimli yeni rasgele
degiskenin degisintisi, her iki rasgele degiskenin degisintilerinin toplami oldugundan, bu
ornekte X, N ve X+N’nin standart sapmalar1 arasindaki iligki

Oxsn :\]032( +oy (21)
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seklinde yazilabilmektedir. Bu durumda X+N’nin optimal standart sapmalasi oy, sayisal

olarak hesaplanmak suretiyle optimal ek giiriiltiinlin standart sapmasi

o = (o) ~o? (22)

ifadesiyle bulunulabilmektedir. Karsilagtirmay: ifade eden Cizelge 1’in ilk satirinda oy,

optimal degisintili Gauss kipirtilandirma sinyalini ifade etmektedir. Onun disinda yer alan
e=1, =05, =025 ve &£=0, burada verilen & degerlerini almis bir bigimli
kipirtilandirma sinyallerini temsil etmekte ve n°® ise optimal sabit ek giiriiltiiyii ifade
etmektedir. Nicemleme Oncesinde eklenen bu sinyaller ile elde edilen SCRAS degerleri
Cizelge 1’in ikinci satirinda yer almaktadir. Bu ¢izelgeye bakildiginda, optimal sabit ek
glirtiltiiniin en iyi kestirim basarimini sagladigi goriilmektedir. Optimal Gauss kipirtilandirma
sinyali en iyi SCRAS degeri olan 0.8683’ii o =0 durumunda verdigi i¢in, bu érnege gore
ek Gauss kipirtilandirma sinyali higbir sekilde kestirim performansina SCRAS cinsinden katk1
saglamamaktadir. o, =1 olarak alindig1 géz 6niine alinarak X’in degisintisini artirmanin X’

o} degisintili Gauss kipirtilandirma sinyali eklemekle denk olmasindan dolay1 bu sonug

Sekil 3’den de ¢ikarilabilmektedir. Ayni sekilde, bir bigimli kipirtilandirma sinyalinin
eklenmesiyle elde edilen en iyi SCRAS degerine ¢=0 iken ulagildigindan bir bigimli
kipirtilandirma sinyalinin kestirim basarimini arttirdigi sdylenemez. £=0.25, £=0.5 ve
e=1 iken elde edilen SCRAS degerlerinin giderek artmasi bu durumu desteklemektedir.
Sonugta bu ¢izelgeye gore kuramsal olarak en iyi ek giiriiltiiniin sabit sinyal oldugu, bu pratik
ornekte Gauss ve bir bigimli kipirtilandirma sinyallerinin sabit ek giirtiltii ile karsilastiriimasi
ile goriilmektedir.

Cizelge 1. Optimal ek giiriiltii ile Gauss Ve bir bi¢imli kipirtilandirma sinyallerinin SCRAS
basarimi bakimindan karsilastirilmasi

e=1 =05 =025 =0 not
SCRAS 0.8683 0.8762 0.8705 0.8689 0.8683 0.7573

opt
On

5. EK GURULTUNUN EN BUYUK SONSAL OLASILIK KESTIRICIiSINE
ETKIiLERI

Bu béliimde, pratik durumlarda kestirim basarimini degerlendirmek amaciyla, SCRAS
kriterine gore en iyilenen ek giiriiltiiniin kestiricilerin ortalama karesel hatalarina etkileri
incelenmektedir. Ortalama karesel hata basarimini degerlendirmek amaciyla, sonusurda
verimli (asymptotically efficient) olan en biiyiik sonsal olasilik Kestiricisi ele alinmaktadir. En
biiyiik sonsal olasilik kestiricisinin sonusurda verimlilik 6zelligi
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lim E{( ) ore (y)—9)2}= lim (35 +3, ) =limJ} (23)

|- | >0

ifadesiyle gosterilebilir. Esitlik 23°de 6, (Y) en biiyiik sonsal olasilik kestiricisini, Jj, ile Jp

sirast ile 2. bolimde tanitildigr lizere gozlemlerden gelen Fisher bilgisi ile kestirilecek
parametrenin onsel olasilik dagilimindan gelen Fisher bilgisini ve | gozlem sayisini
belirtmektedir. Bu esitlikte ifade edilen, gézlem sayisinin sonsuza kadar arttiginda, ortalama
karesel hatanin SCRAS’a ulagmasidir. Bu yilizden en biiyiikk sonsal olasilik Kestiricisi
‘sonusurda verimli’ bir kestiricidir. Ayrica, gézlem sayisi arttikga, kestirilecek parametrenin

onsel olasilik dagilimindan gelen Fisher bilgisinin 6nemi kalmamaktadir ve sadece J} terimi

SCRAS degerini etkiler hale gelmektedir. Bu durumda gozlem sayist arttik¢a, en biiyiik
sonsal olasilik kestiricisinin ortalama karesel hatanin SCRAS degerine yaklasmasi
beklenmektedir.

En biiyiik sonsal olasilik kestiricisi

A

0(y)=argmax p, (y;0) (24)

ifadesiyle gosterilmektedir. Bu ifade, y’nin bilesenlerinin birbirinden bagimsiz ve 6zdesce
dagilmis oldugu durumda

6(y)=arg mng[ by (y:0) (25)

haline gelmektedir. Nicemlenmis gozlemlerin kullanildigi en biiyliik sonsal olasilik
kestiricisinde gegen Y nin olasilik yogunluk fonksiyonu

HY (n)=F (7

n;0)—F, (7, —n;0) (26)

i+l

olarak gosterilmektedir.

SCRAS en iyilestirmesinin ortalama karesel hata bagarimina etkisini incelemek amaciyla,
bir dnceki boliimdeki parametrik degerlerin kullanildigi Monte Carlo benzetimiyle en biiyiik
sonsal olasilik kesitiricisinin gézlem sayisina gore ortalama karesel hata degerleri hesaplanip,

SCRAS ile karsilastiriimustir. Ik énce A =1 icin W(H) = iexp(—l@) dagimina gore 100 tane

6 olusturulmustur. Ardindan her € i¢in L sayida nicemlenmis giiriiltiilii gézlem olusturulmus
ve ortalama karesel hata hesaplanmistir. Daha saglikli sonug elde etmek amaciyla bu islem
1000 defa tekrarlanmis ve giiriiltiili ve giiriiltiisiiz durumlarda L sayida Y igin ortalama
karesel hata ile SCRAS degerlerinin karsilagtirildigi Sekil 4’teki grafik ortaya ¢ikmistir. Bu
grafikten beklenildigi iizere, SCRAS degerleri ortalama karesel hata degerlerinin altindadir ve
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gbzlem sayisinin yiiksek oldugu durumda SCRAS ile ortalama Kkaresel hata degerlerinin
birbirlerine yakin oldugu goézlemlenmektedir. Grafikte ayn1 zamanda, optimal giiriiltiiniin
eklendigi durumda SCRAS degerlerinin disinda ortalama karesel hata degerlerinin de
giiriiltiisiiz duruma gore daha diisiik oldugu goriilmektedir. Kisacasi, nicemlenmeden once
gozlemlere giiriiltii eklemek, kestirim isabetini sadece SCRAS cinsinden degil, ayn1 zamanda
ortalama karesel hata cinsinden de arttirmistir. Bu da, SCRAS optimizayonunun ortalama
karesel hata optimizasyonuna iyi bir alternatif oldugunu gosterir.

15 T H HE R S S AL H | Te: 0 o deoed T H i
oo bbbl | ——Optimal ek gurtiltaln ESOK
— —Ek glrultisiz ESOK
—-—-Optimal ek gurultili SCRAS
""""" Ek gurlltisiz SCRAS

i

Ortalama Karesel Hatanin Karekok

0 R I R N N R
10 10' e

ekil 4. Ek giirtiltiisiiz ve optimal ek giriiltiilii durumlarda en biiyiik sonsal olasilik kestiricisi
g p g yu
performansinin SCRAS degerleri ile karsilastirilmasi

6. SONUC

Bu makalede, nicemlenmis gozlemler kullanilarak yapilan rasgele parametre kestiriminde
en yiksek basarimi saglayan ek giiriiltiiniin sabit bir sinyal oldugu sonucu incelenmistir. Bu
sonug, optimal sabit sinyalin Gauss ve bir bi¢imli kipirtilandirma sinyalleri ile karsilastirildigi
sayisal bir ornek ile pratik olarak desteklenmistir. Ayrica kestirim basarimini SCRAS
cinsinden en iyilestiren ek giriiltiiniin ayn1 zamanda ortalama karesel hata basarimini da
arttirdigr  pratik bir Ornekle gosterilmistir. Optimal giiriiltiinlin  sabit bir sinyalle
gosterilebilmesi sayesinde, ayni bagsarim en iyilestirmesi, nicemlenme araliklarinin sabit bir
deger ile kaydirilmasiyla da gergeklestirilebilmektedir. Bu sekilde, SCRAS’1 farkli giirtilti
bilesenlerini rasgelestirmeye gerek kalmadan en kiiciiltmek miimkiindiir. Bu da pratik
uygulamalar i¢in oldukga kullanisli bir sonugtur.
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