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YARI POZITiF TANIMLI MATRISLERIN iZ ESITSIZLiKLERIi

(TRACE INEQUALITIES OF POSITIVE SEMIDEFINITE MATRICEYS)
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OZET / ABSTRACT

Bu calismada, baz1 6zel matris ¢arpimlar ile ifade edilen yar1 pozitif tanimli ¢arpim
matrislerinin izleri arasindaki esitsizlikler incelenmistir. Xin-Min Yang’in makalesindeki
esitsizliklere bagli olarak Kronecker ¢arpim ve toplam matrislerinin izleri arasindaki
esitsizlikler elde edilmistir.

In this paper, the trace inequalities involving special products of the positive semidefinite

matrices are investigated. The trace inequalities between the Kronecker product and
Kronecker sum of two matrices is obtained as in the short note Yang’s inequalities.
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1. GIRIS

ilk olarak R.Bellman tarafindan ele alman pozitif tamml matrislerdeki esitsizlikler,
Yang’in iki matrisin ¢arpimi ve toplaminin izi iizerine yaptigi ¢calisma ile bu alanda yapilacak
bircok yeni calismanin ortaya ¢ikmasina olanak saglamistir (Yang, 1988; Brewer, 1978;
Yang, 1995). Bu calismada, yar1 pozitif tanimli matrisler i¢cin Xin-MinYang’in verdigi
sonuclardan yaralanarak iki yarit pozitif tanimli matrisin Kronecker ¢arpim ve Kronecker
toplamlarinin izleri arasindaki esitsizligi igeren bir teoremin kanit1 yapilacaktir (Yang, 1995).

2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde ilgili teoremlerin kanitinin yapilmasina olanak saglayan temel tanim ve
teoremler verilecektir (Brewer, 1978; Rao ve Mitra, 1971; Yang, 1995).
A=[a;], mxn ve B=[b;], pxq matris olsun. mpxnq

A® B=[Aby] (1)
matrisine A ve B nin Kronecker ¢arpimi denir. mnxmn
A®DB=A® |, +1, ®B (2)

matrisine de A ve B nin Kronecker toplami denir. Burada, A ve B sirasiyla mxm ve nxn
matrislerdir.

Teorem 2.1. A mxm ve B nxn matrisler ise
tr(A® B) = trA trB 3)
dir.

Teorem 2.2. A yar1 pozitif tanimli bir matris ise
tr(A%) < (tr A )? “4)
dir.

Teorem 2.3. A ve B yari pozitif tanimli mxm matrisler ise

2 tr(AB) < tr(A%) + tr (B) (5)
dir.

3. YARI POZITiF TANIMLI MATRIiSLERDE BIiR iZ ESIiTSiZLiGi

Bu bolimde Xin-Min Yang’in teoremini esas alan Kronecker ¢arpim ve Kronecker
toplamdaki yar1 pozitif tanimli matrislerin izleri ile ilgili bir teoremin kanit1 verilecektir
(Yang,1995).

Teorem 3.1. A ve B yari pozitif tanimli mxm matrisler ise
(1) tr(A®B)>0ve

(i) /tr(A ® B) < tr(A @ B)

dir.
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Kanit. A ve B yar1 pozitif tanimli matrisler oldugundan trA > 0 ve trB > 0 olacaktir.

Dolayisiyla trA trB = tr(A ® B) > 0 elde edilir.

Teoremin ikinci kismi i¢in A # 0 ve B # 0 ise paydalarn sifirdan farkli olmak {izere,

C= i ve D= E olsun. Teorem 3’den
trA trB

(e =) +lw)
2t —— | <tr] — | +tr] —
trA trB trA trB

elde edilir. Esitsizligin sag yani diizenlenir ve Teorem 2 uygulanirsa

A B trA? trB?
2t —— | < >+ 5
trA B/ (rA)” (trB)

tr_A trB

2 2 2 2
2tr( A B js trA N trB <(trA) +(ter) _ s

(trA)*  (&B)®  (trA)*  (trB)?

tr(AB) < trA trB

bulunur. Ayrica
(trA + trB)* — 4trA trB = (trA — trB)> > 0

ile Esitsizlik 6’dan

2
tr(AB) < trA trB < (M)

elde edilir. Esitlik 2’deki matrisler nxn segilirse
tr(A @ B) = n(trA + trB)

yazilir. Esitlik 8 ve Esitlik 6 birlestirilirse

2
tr(AB) < trA trB < (Mj

2n

Jir(AB) < \/tr(A ® B) < tr(A ® B)

elde edilir ve kanit tamamlanir.

(6)

(7

(8)

)

(10)
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