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OZET/ABSTRACT

Genel olarak, cebirsel katsayili homojen veya homojen olmayan adi diferansiyel
denklemlerin kapali ¢oziimleri i¢in gelistirilmis genel bir ¢oziim yoOntemi her zaman
bulunamamaktadir. Bu tip adi diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimleri kapali olarak elde
edilemediginde baslangic veya sinir kosullar1 altindaki c¢oziimleri sayisal yontemler
kullanilarak bulunabilir. Problemin sinir kosullari altindaki sayisal ¢oziimlerini veren bu
yontemlere Shooting, sonlu farklar, Rayleigh-Ritz yontemlerini 6rnek olarak verebiliriz. Bu
calismada bu yontemlerin disinda Spline fonksiyonu yaklagimi ile sinir deger problemlerinin
¢Oziimii lizerinde durulmus, ikinci mertebeden diferansiyel denklemin en genel hali i¢in
yontem uygulanmis ve uygulanan yontem ornekler ile desteklenmistir.

In general, a general solution method developed for closed solutions of homogeneous or
non-homogeneous ordinary differential equations with algebraic coefficients do not always
exist. The solutions under initial and boundary conditions of these kind of ordinary
differential equations can be made by numerical methods when their general solutions cannot
be obtained in closed forms. Shooting, finite differences, and Rayleigh-Ritz methods are
examples for these methods that give numerical solutions under boundary conditions of the
problem. In this study, solution of boundary value problems by Spline function approach,
different from those methods, is considered; the methods applied for general solution of
second order differential equation and the applied method is supported by examples.
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1.GIRIS

Yiiksek mertebeden diferansiyel denklemlerin i¢inde 6zellikle ikinci mertebeden dogrusal
diferansiyel denklemlerin, gerek fizikte, gerekse elektrik, makine gibi miihendislik dallarinda
pek cok ve 6nemli uygulama alani vardir. Bu tip diferansiyel denklemlerin her zaman analitik
¢Oziimlerini bulmak kolay olmayabilir. Bu durumda sayisal ¢6ziim yontemlerine bagvurulur.
Bu yontemlere baslangic deger problemleri i¢in Taylor serisini, Euler yontemini, Runge-
Kutta yontemlerini, Milne yontemini; sinir deger problemleri i¢in Shooting yontemini, sonlu
farklar yontemini, Rayleigh-Ritz yontemini verebiliriz (Catal, 2000; Catal, 2001). Sinir deger
probleminin ¢dziimiinde kullanilan Shooting yonteminde problem baslangic deger problemine
dontistiiriilerek ¢oziimlenirken, sonlu farklar yonteminde tiirevlerin merkezi farklar cinsinden
acilimindan yararlanilarak elde edilen indis denkleminin esit araliklar i¢in olusan dogrusal
denklem takimmin c¢oziimii ile elde edilirken, Rayleigh-Ritz yonteminde basit temel
fonksiyonlarin sonlu sayida dogrusal derlemesi ile yaklasik ¢oziimleri bulunur (Gerald ve
Wheatley, 1989). Bu calismada, daha once ifade edilen yoOntemlerin disinda Spline
fonksiyonlar1 yardim ile sinir deger probleminin ¢dziimii izerinde durulacaktir. Bu konuda;
Sallam ve El-Hawaray Spline fonksiyonlarinin birinci mertebeden diferansiyel denklemlere
uygunlugunun stabilitesini ve yakinsakligini1 incelemislerdir (Salam ve El-Hawaray, 1983;
Salam ve El-Hawaray, 1984). Jain ve Aziz, birinci mertebeden polinom ve trigonometrik
spline fonksiyonlarmin adi ve kismi diferansiyel denklemlerinin ¢dzlimleri iizerinde
tartismiglardir (Jain ve Aziz, 1981). Papamichael ve Worsey, dordiincii mertebeden dogrusal
diferansiyel denklemleri igeren iki noktali sinir deger problemlerinin sayisal ¢oziimii i¢in
Spline yontemini tanimlamig, 4.lincii mertebeden sonlu farklarla iliskisi oldugunu
gostermislerdir (Papamichael ve Worsay, 1981). Raynor, iyonlar i¢in tanimli Thomas-Fermi
Modeline spline yontemini uygulamistir (Raynor, 1982). Kadalbajoo ve Raman, sonsuz aralik
tizerinde tanimli sinir deger problemini asimptotik sinir kosullari altinda sonlu araliga
indirgeyerek spline yontemini iki noktali sinir deger problemine uygulamislardir (Kadalbajoo
ve Raman, 1986). Sallam ve Hussein, ikinci mertebeden baslangi¢c deger problemine spline
fonksiyonlaria uygulayarak stabilitesini vurgulamislardir (Salam ve Hussein, 1984). Jain ve
Aziz, diffizyon denkleminin niimerik ¢6ziimiinde spline fonksiyonlarindan yararlanmislardir
(Jain ve Aziz, 1983). Desai, non-lineer analizde, Wang ve Hsu, takviyeli beton kolonlarinin
non-lineer analizinde Spline fonksiyonlarindan yararlanmislardir (Desai, 1971; Wang ve Hsu,
1998). Behforooz Spline fonksiyonlarinin yakinsaklik mertebelerinin iizerinde ¢alismislardir
(Behforooz, 1993). Bundan sonraki boliimde 6nce Spline fonksiyonlari tanimina daha sonra
diferansiyel denklemlere uygulanmasina yer verilecektir.

2. SPLINE FONKSiYONLARI

Kiibik spline interpolasyonu: (xx, yx) (k = O(1)N) noktalar1 verildiginde bu noktalardan
gecen egriyl bulma iglemidir. xo < x; < X < ... < xy bagmtist ile tanimli (N + 1) digiim
noktasina sahip S(x) Spline fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar.

S(x) = Si(x) X1 [Xi, Xit1] = Sko + Si1(x-x1) + Sea(x-x1)> + Sis(x-xi)’,  k=0(1)N-1
S(xx) = yk , k= 0(1)N , her noktadan gecen

Si(xi+1) = S'er1(xi+1), k = 0(1)N-2, siirekli fonksiyon

Sher1(Xut1) = S (i), k = 0(1)N-2, diizenli fonksiyon

S"(xit1) = Sk 1(xic1), k = 0(1)N-2, y” siirekli fonksiyon
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Sk(x) kiibik polinomu 4 bilinmeyenli, 4N katsayili, 4N serbestlik dereceli denklemdir.
Veriler N+1 kosulu saglar, (iii), (iv) ve (v) denklemlerinin her birisi N-1 kosul saglar, boylece
N+1+3(N-1) = 4N-2 kosul bulunmus olur.

S(x) polinomu, parcali siirekli bir fonksiyondur. Burada; sifirinct derece Spline
fonksiyonu S(x) stirekli olmak tizere; S(x) := Sk(X) = ax , [Xk, Xk+1], k = O(1)N birinci derece
Spline fonksiyonu, S(x) ve S'(x) (birinci tiirevi) siirekli olmak iizere; S(x) := Si(x) = a X + by,
[Xk, Xk:1], k = O(1)N iigiincii derece (kiibik) Spline fonksiyonu, S(x) = Si(x) = ax x° + by x> +
ck X + di , [Xk, Xkt1], k = O(1)N seklinde tanimlidir. Uygulamada kiibik Spline fonksiyonu,
kullanilan interpolasyonda yiiksek dereceden secilen polinom fonksiyonunda olusan osilasyon
gozlenmediginden ¢ok yaygin bir kullanima sahiptir. Bu nedenle yaklasim olarak kiibik
Spline tercih edilmis ve formiilasyon tigiincii dereceden i¢in olusturulmustur.

A

0 X0 X1 X Xn-2 Xp-1  Xn e
Sekil 1. (5Sifirinci, (==)birinci ve (--)iiglincii dereceden Spline fonksiyonlari
Dogrusal Lagrange interpolasyon formiilii ile S(x) = s” k(x) olmak {izere Esitlik’de
tanimlanmistir.
X - Xp

SEx) = Sthxy ) K+ S@xy )

Xk = Xk+1 Xk+1 = Xk

(D

Burada my = s/ (Xk); Mgy = s/ (Xk+1) ve hx = xx41 — x¢ bagmtilart Esitlik 1°de yerine
yazilirsa xi £ x £ X+ ve k = 0(1) N-1 i¢in Esitlik 2 elde edilir.

x-xk

_ Xp+1- X
SH(x) =my, h— My

2
A I 2)

Esitlik 2’nin iki kez ardisik olarak integre edilmesi ile iki integral sabitine bagli olarak
elde edilen bagint1 Esitlik 3’te verilmistir.

m m
S =5 ey - 0+ (- 30 + pp (s - X) *Fqp (x- xg) 3)
6y 6y

Xk Ve Xk+1 noktalari i¢in Esitlik 3°den yx = Sk(xk) ve Sk (Xk+1) = Yk+1, Pk V€ qk ya bagli, sirast
ile, asagidaki Esitlik 4’deki bagintilar elde edilir.

Mi+1

m
Yk =?kh;§ tprhe ve Yi+1 = h;f +qihy 4)

Elde edilen px ve qx degerleri Esitlik 3’de yerine yazilirsa, Esitlik 5 elde edilir.
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Sp(xX)=——(xp41 - X)) +——
() = 6hk(k+1 ) i WG e e p
{my} bilinmeyenlerini bulmak i¢in Sk(x)’in birinci mertebeden tiirevini alirsak;
h y my +1h
g ___x L 2 R S ) S L 2 SN 3 WL 22U 6
F(x) (Xg+1 - %) 2hk( k) (hk 6)(hk e ) (6)

Esitlik 6’nin xi noktasindaki degeri ise Esitlik 7°de verilmistir.

_ My hk +dk : dk — Yin - Yk (7)

S¢(x,) =- h

Esitlik 7°de k yerine k-1 yazildiginda Esitlik 8 elde edilir.

. m m,. _ Y~ Y
Slg:—l(xk)__Tkhk—l_ %hk-l-l-dk-l’ dk—l _% (8)
k-1
Ozellik (iv)’den ve Esitlik 7, Esitlik 8’den my.;, my ve my.; arasindaki iliski Esitlik 9°daki
gibi elde edilir.

hk-1 mk-1 + 2(hk-1 + hk) + hk mk+1 = uk , uk = 6(dk —dk-1), k = 0(1)N-1 9)
Esitlik 9 ile tanimli indis denkleminden (N+1) bilinmeyenli (N-1) denklem elde edilir.

Elde edilen denklem sisteminin ¢6zliimii i¢in iki ek kosula ihtiya¢ vardir ve bu kosullar
asagidaki sekilde tanimlanabilir:

my ve my degerleri

A. Yigilmus kiibik spline 3 m m
m, :h_[do } quo)]' —imy = [quN - dy 1)] -
0 2 N-1
B. Dogal spline my=0; my=0
C. u¢ noktalarda S"(x)’in h,(m, - m,) hy. (my, - my.,)
extrapolasyonu m, =m, - %leq =My, - —— 11;1 1 2
1 N-2

D. Uc¢ noktalar civarinda | my=m;; my = my.
S"(x) sabit ise

E. Ug noktalar civarinda 6zel | my = S"(xo); my = S"(xy)
S//(X)

Eger my verilmis ise hpmy’1in hesaplanmasi ile Esitlik 9 indis bagintis1 k = 1 i¢in Esitlik 10
elde edilir.

2(1’10 + h])ml +h; my=u; —hyomy (10)

Eger my verilmis ise hy.ymy’in hesaplanmasi ile Esitlik 9 indis bagintis1 k = N-1 i¢in
Esitlik 11°deki bagintiya indirgenir.
hno mnog + 2(hn + hye)mye = une — hae my (11)

k =1 icin Esitlik 10°da verilen baginti, k = 2,3,...,N-2 i¢in Esitlik 9 bagintis1, k = N-1 i¢in
Esitlik 11 bagintisi ele alinirsa; bilinmeyenleri m;, my,..., mn.; olan (n-1) bagint1 olusur. Elde
edilen sistemin matris denklemi ve matris formu Esitlik 12°deki gibidir.

[Al{m} = {V} (12)
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&(h, +h,) 0 L 0
€ b, 2 +hy) b, L 0§
A=& I M .
& a
é 0 hN—3 2(hN—3 +hN—2) hN-2 u
8 0 hN—2 2(hN—z -I_hN-I)EI
® - - 0
v,oo ¢ Ao hm, 2
éemo 0 by v h, h, N
m, - o2 ¢ Y3- Y2 Yo~ ¥ N
fmp=¢ ' SvE=1 y =68 h, h, :
N i i 1 N
gleB [N gy -y Yna~ ¥ :
. TVN—l. N N-1 _ JN-1I N2 L h.m :
b 8 h. hy, N-1 Nﬂ

Sistemin ¢oziimiinden {my} degerleri bulunarak kiibik spline fonksiyonunun katsayilar
hesaplanir (Esitlik 13); ve her bir kiibik spline Esitlik 14’deki sekilde yazilabilir.

Sko =¥k Sk.1 = dx — hx 2my + my11)/6 5 Sk, = my/2 5 Sk3 = (Mks+1 — my)/6hy (13)
Sk(x) = [(Sks WSk 2) WS 1 TWHyi, W =X — X, Xk £ X £ Xpe (14)

Esitlik 12 ile taniml1 sistemin ¢oziimiinden {my} degerleri bulunup Esitlik 13 denkleminde
yerine yazilarak Sy; degerleri elde edilir. Elde edilen bu degerler Esitlik 14’de yerine
yerlestirildiginde her bir x¢ £ x £ X, aralif1 i¢in tanimli spline fonksiyonlar1 olusmus olur

(Mathews, 1992). Spline fonksiyonlarmin diferansiyel denkleme uygulanmasi asagidaki
sekilde ifade edilebilir.

3. SINIR DEGER PROBLEMININ SPLINE FONKSIiYONLARI iLE COZUMU

Interpolasyon teorisi, sayisal integral ve tiirev, yaklasim teorisi ve diferansiyel
denklemlerin sayisal ¢éziimlerinde kullanilan yontemlerin gelisimine temel teskil etmektedir.
Bilgisayarlarin gelismesi ile interpolasyon teorisini i¢ine alan sayisal analiz yontemleri 6nem
kazanmaya baglamistir. Her problem matematiksel karakteristiklerle ifade edilerek sonlu fark
tablolar1 olusturularak ¢oziilmeye calisilmistir. 1960’11 yillarin basindan beri pargali polinom
yaklagim teorisi olduk¢a popiilerdir, ¢ok yaygin bir kullanim alan1 vardir, 6rnegin diferansiyel
denklemlerin smir deger problemlerinin ¢oziimii i¢in Strang ve Fix bu tiir bir c¢alisma
yapmislardir. Bu ¢alisma Spline fonksiyonlar {izerine yapilan pek ¢ok calismanin merkezi
olmustur. Spline fonksiyon teorisinin baglangici olarak Prof. I. J. Schoenberg, 1946,
bilinmektedir. Bu konu {izerinde ferdi ve grup calismalar1 olmak iizere pek ¢ok yayini
olmaktadir (Ahlberg ve Walsh, 1967). Bu c¢alisma grubu Spline fonksiyonlarinin
uygulamalariin gelisimi lizerine deneysel verilerin en kiigiik kareler modellemesinde gelecek
oldugunu belirtmisglerdir. Bu c¢aligmalar ve interpolasyon teorisinin sayisal tiireve
uygulanisindan yola ¢ikarak diferansiyel denkleme uyarlamasi asagidaki sekilde tanimlanir:

S(x) Spline fonksiyonunun diferansiyel denkleme uygulamasini tanimlayabilmek igin
Esitlik 15°deki formiilasyonu kullanalim.

S¢x,) =My, k=0(1)N (15)
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S(x), [xx, Xk+1] arahi@i tizerinde tamimli kiibik Spline, S¢(x)dogrusal Lagrange
interpolasyonu olmak tizere; Esitlik 1 ve Esitlik 2’den Esitlik 16 yazilabilir.
X)Mk +(x- xk)Mk+1
Py

x -
S¢m=spu)=(k” ., k=0IN-1 (16)
Burada hk = xk+1 — xk seklinde tanimhidir. S4(x), [x0, xN] araliginda siirekli oldugundan

Esitlik 16 bagintis1 ardisik olarak iki kez integre edilerek, integral sabitlerinin bulunmasi ile
Esitlik 17 ve Esitlik 18°deki bagintilar yazilir.

- x)° - x,)° - M, - M
SQX) = _ (Xk+1 X) Mk + (X Xk) M + Yk+1 Yk _ k+16 k hk,k - O(I)N' 1 (17)

2h, 2h, o h,
XMy +(x- x> M h? -
S(x) = (Xpr1 = %) My +(x- xp)” My F (g - 2k pg ) (Xg+1 - X)
6l 6 Iy as)
AN
(Vi - M) , k=0N-1
6 Iy

My, My, ... , M, sabitlerini bulmak icin Esitlik 18 bagmtisi ile tanimli S(x) Spline
fonksiyonunun x;, X, ... , X,.; noktalarindaki siirekliliginden, [xg, Xx+1] ve [Xx1 , Xi] araliklar
icin Esitlik 19’un saglanmasi halinde Esitlik 10°deki indis denklemi elde edilir.

lim S(x) = [im S(x), k=1()N-1 (19)

x®xk+ xX® xy

hk-l 1\/‘[1(_l + (hk +hk-1)Mk +h_kMk+1 - Yk+1 B Yk _ Yk B Yk-l , k :l(l)N' 1 (20)
6 3 6 h, h,,

Buradan {My} seklinde (N+1) bilinmeyenli (N-1) esitlik elde edilir. Genel olarak
y(X0)=a=yo ve y(xn)=b=yn sinir kosullar1 ile taniml1 ikinci mertebeden diferansiyel denklem
Esitlik 21°deki gibi tanimlansin.

y'(x) + f(x) y'(x)+ g(x) y(x) = r(x) 21)
Esitlik 21 bagintist x, noktasi i¢in asagidaki sekilde ifade edilir.

yio Tyl tekyk=r1c, k=0(1)N

h = hy = xxs1 — Xk = Dxg olmak iizere Lagrange interpolasyonu yardimi ile olusturulan
Spline fonksiyonlarinin kullanilmasi ile Esitlik 21°in sinir kosullar1 altindaki 6zel ¢6ziimleri
asagidaki sekilde elde edilir:

1.DURUM: Esitlik 21 bagintis1 ile tammmh diferansiyel denklem fk = 0 ve gk = 0 olmasi
halinde asagidaki forma indirgenir.

ykn =TIk, k= 0(1)N

Burada My = 1y , Mi+1 = 151, My = 1 yaklasgimmin Esitlik 20 bagintisinda yerine
yazilip diizenlenmesi ile Esitlik 22°deki indis esitligi elde edilir.
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6(yir1 — 2 Vi + yie1) = h? (e T4 e+ 1), k= 1(1)N-1 (22)

Esitlik 22°deki siir kosullarinin kullanilmasi ile (N-1)x(N-1) boyutlu denklem sisteminin
¢Oziimiinden yi, ya, ..., yn.1 bilinmeyenleri elde edilir ve My (k = O(1)N) ifadesinde yerine
yazilarak sonuca ulasilir.

2.DURUM: Esitlik 21 bagintis1 ile tanimh diferansiyel denklem fk = 0 olmasi halinde
asagidaki forma indirgenir.
yk” + 2k Yk =Tk, k= O(I)N

Burada My = - gk yk + 1, Mkt = = k1 Vel + Tirt , Ml = = 8kt Vil T Ik yaklagiminin
Esitlik 20 bagintisinda yerine yazilip diizenlenmesi ile Esitlik 23°deki indis esitligine ulagilir.

[1+(h*/6)gis1] yie1 — [2 — (2h*/3)gi] yi + [1+(h*/6)gk-1] yi1
=h® (11 + 4 1 + 111)/6, k = 1(1)N-1 (23)

Esitlik 23’deki siir kosullarinin kullanilmasi ile (N-1)x(N-1) boyutlu denklem sisteminin
¢Oziimiinden elde edilen yy, y7 ,..., yn.1 bilinmeyenleri My (k = O(1)N) denkleminde yerine
yazilarak sonuca ulasilir.

3.DURUM: Esitlik 21 bagintisi ile tanimh diferansiyel denklemin homojen yani rk = 0
olmasi halinde asagidaki form elde edilir.

ykn + fi ykl+gk yk:() s kZO(l)N

Burada My = - fi ' — 8 Y » M1 = - fir1 Vit — 8t Yiert > Mt = = fit Vel — et Yiets
S(xx) = yk ve Sk(xx) = yk = (h/3) My + (h/6) M1 + (Yk— Yk-1)/h oldugundan

My = - fi [(h/3) Mg + (h/6) My.1 + (Y — Yk-1)/h] — gk Yk

(1+%fk)Mk +%kok_1 :-fk%- gy, k=1N-1 (24)
indis esitligi elde edilir. S'x+1(xx) = yk' = -(h/3) Mk — (h/6) My+1 + (yk+1 — yx)/h bagintisindan

My = - i [-(h/3) Mg — (h/6) Myt + (Y1 — y/h] — gk v

- %fk)Mk - %kokﬂ = -fk%- gy, k=1N-1 (25)

indis esitligi elde edilir. Esitlik 24 ve Esitlik 25 bagintilarinin esitliginden Esitlik 26 indis
esitliginden elde edilen (N-1)x(N-1) boyutlu sistemin ¢éziimii ile sonuca ulasilir.

Vil — 2 Yk T Vi1 = h? (Mg41 +4 My + My.1)/6, k= 1(1)N-1 (26)

4.DURUM: Esitlik 21 bagintis1 ile tanimh diferansiyel denklemde Mk = rk — fk yik — gk
yk , Mk+1 = rk+1 — fk+1 yik+1 — gk+1 yk+1 , Mk-1 = rk-1 — fk-1 yik-1 — gk-1 yk-1
olmak iizere Sik+1 (xk) = Sik(xk) siireklilik tammmindan Esitlik 24 ve Esitlik 25
bagintilarina benzer olarak asagidaki bagintilar elde edilir.

h h s
yik-= (1+ZEOM, + E M =1, - fk%- 2. v,, k=I1(N-1 27)

h h "
yik +=(1- gfk)Mk ) gkokH =TIy - fk%' g Yx,» k=1IN-1 (28)
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indis egitlikleri elde edilir. Esitlik 27 ve Esitlik 28 bagintilarinin esitliginden elde edilen
Esitlik 26 indis esitliginin agik formu asagidaki gibidir.

k=ligin  My+4M; +My=6(y,—2yi +yo)/h’
k=2icin M, +4My+M3=6(y3—2y>+y)/h* Il (29)
k=N-1igin Mya+4My.g+Mx=6(yn2—2yn1+yn) /b

Esitlik 29 ile tanimli sinir deger probleminde My ve My degerleri icin A,B,C, D, ve E
kosullarindan yararlanildiginda (N-1)x(N-1) boyutlu sisteme ulasilir. Burada A ve C kosullar1
altinda elde edilen ¢oziim degerleri, B, D ve E kosullar1 altinda elde edilen ¢dziimii
degerlerinden gercege daha yakin sonuglar verdigi gozlenmistir. Boylece Esitlik 29 ile tanimli
esitlik sistemi C yaklasimi altinda asagidaki sekilde yazilabilir.

(-2 + hf; + h’g)) y1 + yo = h’r; + haf) -a
(6 + hfy + h’g)) yi + (-12 + 4hf, + 4h’gy) y» + (6 + hfs + h’gs) y3 = h? (1] + 41y + r3) + haf)

-hf; yi + (6 + hfy — 4 hfs + h’gy) yo + (-12 + 4hf; — h 3 + 4h’gs) y3 + (6 + hfy + h?gy) y4
=h® (ry + 413 + 1)

-hfs y, + (6 + hfy — 4 hfy + h’gs3) y3 + (-12 + 4hfy — h fs + 4h’g,) y4 + (6 + hfs + h’gs) ys
= h2 (I'3 + 41'4 + I'5)
1
-hfn.a yN-5 T (6 + hfy4—4 hfys + thN—4) YN-4 T (-12 + 4th_32— hfy, + 4h2%N_3) VYN-3
+ (6 + hfy.o T higno) yno=h (tng + 4rns + In2)

-hfnas yna + (6 + hins —4 hiy, + hng-3) yN3 (<12 + 4th-22— h fyg + 4h22gN-2) YN-2
+ (6 + th—l +h gN—l) YN-1= h (rN_3 + 4I'N_3 + rN—l)

(-2 + hfxy + h’gner) yno + (1 —hfy) yno=h* v —b
(30)

Esitlik 30’un ¢oziimiinden yi, ya, ..., yn-1 bulunduktan sonra Esitlik 13°de Sy, katsayilar1
yerine yazilir ve diizenlenirse diferansiyel denklemin ¢oziimiinden elde edilen kiibik Spline
yaklagimi Esitlik 31°deki formiil ile olusturulur.

M,, - M M éy. . - M, +M, 0
S, (07 T (- x0T # R (e Xt @S TR - X ) 4y,

6h (1)
k=II1)N-1 x, ExXEx,,

4. SAYISAL UYGULAMA

Bu boliimde, ikinci boliimde interpolasyon ile elde edilen Spline fonksiyonlarinin ti¢lincii
boliimde diferansiyel denkleme uygulamasina ve verilen yaklasim yontemini destekleyen
orneklere yer verilmistir.
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Ornek 4.1: yn =y diferansiyel denkleminin y(1) = 1.1752 ve y(3) = 10.0179 simir kosullar
altindaki ¢oziimiinii Spline fonksiyonlarinin esitlige uygulanmasi yolu ile elde ediniz.

Cozim: N=4icinh=(b-a)/N=(3-1)/4=0.5 olarak alahim.

y0:1|1752 yllzr) y2|=7 YSlz
[ I I I
X():l X1:1.5 X2:2 X3:2.5 X4:3

verilen diferansiyel denklem 3.durumda fy = 0 ve gx = -1 ve My = yk ; Mkt1 = Vi+1; Mkl = Va1
olmak {izere diferansiyel denklem asagidaki indis esitligi ile ifade edilir.

Vil — 2 Vi + Vier = b (M1 + 4 My + My, )/6

Elde edilen indis esitliklerinde sinir kogullarinin kullanilmas ile agsagidaki baginti bulunur.

h? 2h? h’
(_' 1)Yk-l +(2+ )Yk +(_' 1)Yk+l = 0’ k= 1’253 (32)
6 3 6

Esitlik 32°den elde edilen Esitlik 30 bagintisina benzer olan esitlik sisteminin matris
formu asagidaki gibidir.

€ 2h®’ h’ u .

e+ 3 ?_1 0 g N ael_ﬁ 9

&, , 5 2y, 0 &( )YO;

ah S T A

é?'l 2+ 3 ?'lg@yzé—(; }(32 - (33)
A - - (; -

é 2 2 (8Y; g 1- — N

0 h__1 2+2h = 8( 6)Y4;;)

e 1]

Sinir kosullart yp = 1.1752 , y4 = 10.0179 ve h = 0.5 icin elde edilen esitlik sisteminin
¢Oziimiinden;

y1=y(1.5)=2.1106 y,=y(2) =3.5968 y; =y(2.5) = 6.0218
olarak bulunur. Spline fonksiyonlar1 ise asagidaki gibi bulunur.

Si(x) = 0.4954 x> — 1.174 x> + 2.5261 x — 0.7090

S2(x) = 0.8083 x* —3.0516 x> + 6.2551 x — 3.1737

S3(x) = 1.3320 X’ — 6.9793 x* + 16.0749 x — 11.3574

Ele alinan diferansiyel denklemin sinir kosullar1 altindaki analitik ¢6ziimii olan y = Sinhx

ile Spline fonksiyonlar1 ve fark esitlikleri ile ¢6ziimleri Cizelge 1°de sunulmustur.

Cizelge 1. Ornek 4.1°de tanimli diferansiyel denklemin ¢6ziim degerleri

y(x) | y=Sinhx | Sonlu Farklar | Spline Fonksiyonlari
y(1.0) | 1.1752 1.1752 1.1752
y(1.5) | 2.1293 2.1467 2.1106
y(2.0) | 3.6269 3.6549 3.5968
y(2.5) | 6.0502 6.0768 6.0218
y(3.0) | 10.0179 10.0179 10.0179




Sayfa No: 64

S., CATAL

Ornek 4.2: yn — [1 — (x / 5)] y = x diferansiyel denkleminin y(1) = 2 ve y(3) = -1 simir

kosullar altindaki ¢6ziimiinii elde ediniz.

Coziim: N=10icinh=(b—a)/N=(3 - 1) /4 = 0.2 olarak alalim. Ele alinan diferansiyel

denklem 4.durumda, fk=0; gk=-1+(xk/5);

Mk = xk + [-1 + (xk / 5)] yk ;

Mk+1 = xk+1 + [-1 + (xk+1 / 5)] yk+1; Mk-1 = xk-1 + [-1 + (xk-1 / 5)]yk-1 olmak {izere
Esitlik 26, indis esitliginden asagidaki gibi ifade edilir. Elde edilen esitlik sistemi ve matris

formu asagidaki gibidir.

i_l_xk”) +_£_M) +£_ 1-

e 5 Yin 12 5 Y 12 5

§303.04 - 14928 0 0 0 0 0 0 0
g— 14924 30288 -14936 0 0 0 0 0 0

e o - 14928 30272 -14936 0 0 0 0 0

g 0 0 -14932 30256 -1494 0 0 0 0

2 0 0 0 - 14936 3024 -14944 0 0 0

e 0 0 0 0 - 1494 30224 -14948 0 0

g 0 0 0 0 0 -14944 30208 -14952 0

é 0 0 0 0 0 0 - 14948 30192 -14956
g 0 0 0 0 0 0 0 - 14952 30176

esitlik sisteminin ¢oziimiinden aranilan degerler hesaplanir.
yi=y(1.2)=1.34931 y,=y(1.4)=0.78842 y;=y(1.6)=0.3068
y4=y(1.8)=-0.10189 ys=1y(2.0) =-0.44069 ys=y(2.2) =-0.709
y7 = y(2.4) =-0.90608 yg=y(2.6) =-1.02501 yo=y(2.8) =-1.059
Bu degerler i¢in Spline fonksiyonlar1 ise asagidaki gibi bulunur.
Si(x) =-0.2149 x> + 1.8862 x> — 6.1892 x + 6.4315
Sy(x) =-0.1325 x> + 0.4272 x* — 4.1920 x + 5.4563
S3(x) =-0.0615 x> + 1.1997 x* — 5.2315 x + 5.8581
S4(x) = 0.0007 x* + 0.8638 x> — 4.6366 x + 5.4415
Ss(x) = 0.0559 x> + 0.5327 x* — 3.9699 x + 4.9215
Se(x) = 0.1052 x> + 0.2071 x* — 3.2362 x + 4.2877
S7(x) = 0.1493 x> — 0.1105 x* — 2.4451 x + 3.5350
Sg(x) =0.1883 x> — 0.4144 x* — 1.6163 x + 2.6697
Se(x) = 0.2218 x> — 0.6958 x* — 0.7805 x + 1.7129

ey, 0 29126
&, T ¢ N
$y3: 967
(EYaT ¢-108+
g}%;:g -12 :
%yéi 8-132;
d;y7? c- 144 -
gf;yg: £-1567
%f §-166.43

1
63
32

Xy
. I)Yk—l =X X X, k=109 (34)

(35)

Ele alinan diferansiyel denklemin sonlu farklar, Shooting ve Spline fonksiyonlar1 yontemi

ile ¢oziimiinden elde edilen degerler Cizelge 2’de sunulmustur.
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Cizelge 2. Ornek 4.2° de tamimli diferansiyel denklemin ¢dziim degerleri

X | Sonlu Farklar | Shooting Yontemi | Spline Fonksiyonlari
1.0 2.000 2.000 2.00000
1.2 1.351 1.348 1.34931
1.4 0.792 0.787 0.78842
1.6 0.311 0.305 0.30681
1.8 -0.097 -0.104 -0.10189
2.0 -0.436 -0.443 -0.44069
2.2 -0.705 -0.712 -0.70963
2.4 -0.903 -0.908 -0.90608
2.6 -1.022 -1.026 -1.02501
2.8 -1.058 -1.060 -1.05932
3.0 -1.000 -1.000 -1.00000

Ornek 4.3: yn — y1 = 0 diferansiyel denkleminin y(0) = 1 ve y(1) = 2 simir kosullar:

altindaki ¢6ziimiinii elde ediniz.

Coziim: Mk = yik ; Mk+1 = yik+1; Mk-1 = yik-1 olmak {izere diferansiyel denklem

M1 + 4 My + Myt = 6(yie1 — 2 yi + yen)/h%, k= 1(1)N-1:

seklindedir. N=4icinh=(b-a)/ N=2-1)/4=0.25; My = 0, My = 0 (dogal Spline)
tanimui ile; yo = y(0) = 1 ve y4 = y(1) = 2 sinir kosullar1 altinda elde edilen indis esitliginin
matris formu, elde edilen sonuglar ve spline fonksiyonlar1 sirasi ile agagidaki gibidir:

é51 -23 0 ey, 0 2280
é e T_ -
& 27 51 - 23(Ey2?—91 +
B-1 -27 S2fRy,5 %485

y1 =y(0.25)=1.1794 y, =y(0.50) = 1.3979 y;=y(0.75)=1.6716
Si(x) = 0.1043 x* + 0.2806 x> + 0.8104 x + 0.9576
Sy(x) = 0.1472 x> + 0.2162 x* + 0.8867 x + 0.8700
S3(x) =-0.7299 x* + 2.1881 x* — 1.6468 x + 1.9835
N=4i¢inh=(b—-a)/N=(@2-1)/4=0.25; My=2M, — M, , My = 2M; — M, (dogrusal

interpolasyon); yo = y(0) = 1 ve ys = y(1) = 2 smur kosullar1 altinda elde edilen indis
esitliginin matris formu, sistemin ¢Oziimii ve bu degerler i¢in Spline fonksiyonlar1 ise
asagidaki gibi sirasi ile bulunur.

.25 -1 0 vey, 0 a.250
é I T N
& 27 51 - 230(;y2+—g 1 =+

BO -125 225y, g &2 g

y1 =y(0.25) = 1.1733 y>=y(0.50) = 1.3898 y; =y(0.75) = 1.6610
Si(x) =0.1152 x> + 0.2602 x> + 0.8082 x + 0.9532

Sy(x) = 0.1459 x> + 0.2142 x* + 0.8786 x + 0.8787

S3(x) = 0.1459 x> + 0.2141 x> + 0.8809 x + 0.8183
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Diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii olan fonksiyon y(x) = (e —2 + ¢*) / (e — 1)’den
gercek ¢coziim degerleri; y; = y(0.25) =1.1653; y,=y(0.50)=1.3775; ys = y(0.75) =
1.6501 olarak bulunur. Sonu¢ olarak, dogrusal interpolasyon uyguladiginda elde edilen
degerlerin gergege daha yakin oldugu gozlenmis ve problemin ¢6ziimii N = 10 alinarak h =
0.1 i¢in olusan denklem sisteminin matris formu, elde edilen sonuglar ve bu degerler igin
olusturulan Spline fonksiyonlar1 ise asagidaki gibi yazilir.

y1=y(0.1) = 1.062709 y,=y(0.2)=1.131689 y;=y(0.3)=1.207577
y4=y(0.4)=1.291066 ys=y(0.5)=1.382917 ys=1y(0.6)= 1.483966
y7=y(0.7) = 1.595136 ys=y(0.8) = 1.717440 yo=y(0.9) = 1.851992

é21 -1 0 0 0 0 0 0 0 alo
63 123 -59 0 0 0 0 0 0 gyzé o=
&01 -63 123 -59 0 0 0 0 0 FyI So7
S0 -01-63 123 -59 0 0 0 0 £y4* g0t
€0 0 -01 -63 123 -59 0 0 0 gys;gﬁ (38)
60 0 0 -01-63 123 -59 0 0 y,= 0=+
€0 0 0 0 -0l -63 123 -59 0 0(99}/7: g0
&0 0 0 0 0 -01 -63 123 -59¢y,T C0~
€0 o o o o o o -u 21%38&;

S1(x) =0.104583 x> + 0.282170 x* + 0.662627 x + 0.993520
S»(x) =0.115133 x> + 0.275200 x* + 0.670377 x + 0.985660
S3(x) = 0.126683 x> + 0.265425 x* + 0.680641 x + 0.976076
S4(x) = 0.139367 x> + 0.250205 x* + 0.694588 x + 0.964278
Ss(x) = 0.153300 x> + 0.229305 x* + 0.713669 x + 0.949594
Se(x) = 0.168683 x> + 0.201615 x* + 0.739795 x + 0.931072
S7(x) = 0.185567 x> + 0.166160 x* + 0.775074 x + 0.907517
Sg(x) = 0.204133 x> + 0.121600 x* + 0.822217 x + 0.877326
So(x) = -2.03840 x* + 6.176440 x* — 3.291788 x + 1.297678

5. SONUC

Smir deger problemlerinin kapali ¢oziimleri elde edilemediginde sayisal ydntemlerin
kullanilmast ile ¢6ziim degerleri bulunur. Bu tip problemlerin ¢6ziimlerinde genellikle sonlu
farklar yontemi kullanilir. Sonlu farklar yontemi ile ara degerler n adim sayisina bagh (h
artisina gore) bulunur. N adim sayis1 arttikea (h artisi kiigiildiikge) sinirlar arasi ara degerlerin
sayis1 artacagindan elde edilen denklem sisteminin boyut biiyliyecek ve ¢oziim zorlasacaktir.
Bu ¢aligmada yer alan Spline fonksiyonlar1 yardimi ile diferansiyel denklemin ¢oziimiinde
yine n adim sayisina gore ara degerler hesaplanir. Sonlu farklar yonteminden farkli olarak bu
ara degerler kullanilarak (N-1) tane kiibik Spline fonksiyonu olusturulur. Boylece n adim
sayisini arttirmadan daha kiigiik artigh ara degerler bulunabilir, ayrica araliklar i¢inde polinom
seklinde taniml1 kapali fonksiyonlardan olusan ¢ziim elde edilmis olur. Ornek 4.1°de tanimli
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diferansiyel denklemin, Spline fonksiyonlar: ile elde edilen Esitlik 33 matris denkleminin
sinir kosullar1 altindaki ¢oziim degerleri sonlu farklar yontemi kullanilarak elde edilen
degerlerden analitik ¢6ziimden elde edilen degerlere daha yakin ¢iktig1 gézlenmis ve sonuglar
Cizelge 1°de ifade edilmistir. Ornek 4.2°de tammmli diferansiyel denklemin Spline
fonksiyonlar1 ile ¢oziimii elde edilmis, sonlu farklar ve Shooting yontemi uygulanarak elde
edilen sonuglar ile birlikte Cizelge 2’de sunulmustur. Elde edilen sonuclarin birbirine yakin
oldugu gozlenmistir. Ornek 4.3’de tanimli diferansiyel denklemin, Spline fonksiyonlar: ile
¢oziimiinde ek kosul bulmak icin kullanilan dogrusal interpolasyon Esitlik 37 bagintist ile
tanimli denklem sisteminin ¢oziimii ile elde edilen sonuglar dogal Spline fonksiyonunun
uygulanmasi sonucu ulasilan Egitlik 36 matris denkleminin ¢6ziimii ile elde edilen
sonuglardan daha ¢ok gercege yakin oldugu vurgulanmustir. Ayrica Ornek 4.3°de farkli adim
sayisi ile elde edilen sonuglara yer verilmistir. N arttikca gercege yakin sonuglara ulasildigi
gbzlenmistir. Tim bu 6rneklerde ifade edilen Sk(x) fonksiyonlar ile diferansiyel denklemin
¢Oziimiindeki y; degerleri h(artis) kiigiildiikge de elde edilebilecegini bunun i¢in denklem
sisteminin tekrar olusturulmasina gerek kalmadan ara degerler i¢in Sy(x) fonksiyonlarindan
sonucun ifade edilebilecegi vurgulanmistir. Ayrica bu yodntemin dogrusal olmayan
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinde de uygulanabilirligi incelenebilir.

KAYNAKLAR

Ahlberg J.E., Walsh J. (1967): “The Theory of Splines and Their Applications”, Academic
Press.

Behforooz G.H. (1993): “A new Approach to Spline Functions”, Applied Numerical
Mathematics, Vol. 13, No: 4, pp. 271-276.

Catal S. (2000): “Deprem Mukabele Hesaplarinda Matematiksel Coziim Yontemlerinin
Kiyaslanmas1”, Bati Anadolu’nun Depremselligi Sempozyumu, BADSEM 2000, 24-27
Mayis, [zmir.

Catal S. (2001): “Dogrusal Olmayan Elastik Egri Diferansiyel Denkleminin Coziim
Yontemlerinin Kiyaslanmasi”, XII. Ulusal Mekanik Kongresi, TUMTMK, 10-14 Eyliil,
Konya.

Desai S.C. (1971): “Non-Linear Analyses using Spline Functions”, Journal of the Soil
Mechanics and Foundations Division, Vol. 97, No.10, pp. 1461-1480.

Gerald F.C., Wheatley P.O. (1989): “Applied Numerical Analysis”, New York, Addison-
Wesley Publishing Company, pp: 347-449.

Jain M.K., Aziz T. (1981): “Spline Function Approximation for Differential Equations”,
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, Vol. 26, No: 2, pp. 129-143.

Jain M.K., Aziz T. (1983): “Numerical Solution of Stiff and Convection-Diffusion Equations
Using Adaptive Spline Function Approximation”, Applied Mathematical Modeling, Vol.
7, No: 1, pp. 57-62.

Kadalbajoo M.K., Raman K.S. (1986): “Cubic Spline Solutions of Boundary Value Problems
Over Infinite Intervals”, Journal of Computational and Applied Mathematics, Vol: 15, No:
3, pp. 283-291.

Mathews J. H. (1992): “Numerical Methods”, London, Prentice-Hall International Inc., pp.
284-298.

Papamichael N., Worsey A.J. (1981): “A Cubic Spline Method for the Solution of a Linear
Forth-Order Two—Point Boundary Value Problem”, Journal of Computational and Applied
Mathematics, Vol: 7, No. 3, pp. 187-189.



Sayfa No: 68 S., CATAL

Raynor S. (1982): “Cubic Spline Method for Solving Second-Order Differential Equations
Theory and Application to the Thomas-Fermi Model for lons”, Chemical Physics, Vol. 66,
No: 3, pp. 409-415.

Sallam S., El-Hawaray H.M. (1983): “A Deficient Spline Function Approximation to Systems
of First Order Differential Equations”, Applied Mathematical Modeling, Volume 7, Issue
5, pp- 380-382.

Sallam S., El-Hawaray H.M. (1984): “A Deficient Spline Function Approximation to Systems
of First Order Differential Equations: Part 2, Applied Mathematical Modeling, Vol: 8,
No: 2, pp. 128-132.

Sallam S., Hussien M.A. (1984): “Deficient Spline Function Approximation to Second-Order
Differential Equations”, Applied Math. Modeling, Vol. 8, No: 6, pp. 408-412.

Wang G.G., Hsu C.T.T (1998): “Non-linear Analysis of Reinforced Concrete Columns by
Cubic Spline Function”, Journal of Engineering Mechanics, Vol. 124, No. 7, pp. 803-810.



