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OZET/ABSTRACT

Bu c¢alismada, burulma problemlerinin ¢6zlimiiniin genel denklemi olan Poisson
denkleminin SNSY (Sonlu nokta siralama yontemi) ile ¢éziimii yapilmis ve sonuglar analitik
sonuglarla karsilastirilmistir. Elde edilen sonuglar gostermektedir ki, SNSY bu tiir
problemlerin ¢ézliimiinde makalede belirtilen kosullar saglandiginda etkili ve giivenilir bir
yontemdir.

In this study, Poisson equation, the governing equation of the torsion problems, is solved
using FPCM (Finite Point Collocation Method) and the results are compared with the
theoretical results. The results show that, when the conditions stated in this study are
satisfied, FPCM is an effective and a trustworty method.
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1. GIRIS

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan alisilmis yontemler; sonlu farklar,
sonlu elemanlar (SEY) ve sonlu hacim yontemleri olarak &zetlenebilir. Bu ydntemlerin
kullamimlarinda bazi zorluklar bulunmaktadir. Ozellikle sonlu farklar yontemi yap1
mekaniginin pratik uygulamalarda pek kullanilmamaktadir. Siklikla kullanilan SEY’in temel
zorlugunun ¢Oziim agmin olusturulmasi oldugu sdylenilebilir. Mevcut yontemlerin
kullanigsizliklart veya kullanim zorluklari nedeniyle son on sene i¢inde pek ¢ok degisik agsiz
yontem, oldukca yogun olarak kullanilmaya baslanmistir. Bu yontemlerde ¢6ziim ag1
bulunmamakta, ancak belli bir diizende bulunmas1 gerekmeyen noktalar kullanilmaktadir.

Agsiz yontemlerin bazilarinda sayisal entegrasyona ihtiya¢ oldugundan geri planda
yardimci bir aga ihtiya¢ vardir. Bunun temel nedeni ¢6ziilen denklemin zayif halinin elde
edilmesi i¢in Galerkin Yontemi’nin kullanilmasidir. Galerkin Yontemi’nin kullanimina en
uygun 6rnek EFG (Element Free Galerkin Method) olarak verilebilir (Dolbow ve Belytshko,
1998). Ancak EFG yonteminde sinir sartlarimin yerine konulmasi basli basina bir sikinti
olusturmaktadir. Hatta sinir sartlarinin yerine konulmasi i¢in sonlu elemanlarla ortak
¢Oziimlere dahi gidilmektedir (Belytschko vd., 1996).

Bu ¢alismada kullanilan Sonlu Nokta Siralama Ydntemi, SNSY, (Finite point collocation
method) sayisal entegrasyon kullanilmadigindan ve sinir sartlarinin yerine konulmasi kolay
oldugundan diger yontemlere gore ¢ok daha kolay uygulanabilmektedir (Onate vd., 2001).

2. SONLU NOKTA SIRALAMA YONTEMIi
2.1. Sekil Fonksiyonu

Bu calismada, sekil fonksiyonu olarak hareketli en kiiciik kareler yaklagimi (HEK)
kullanilmigtir. Kisaca 6zetlenecek olursa HEK bir egri ve ylizey uydurma yontemidir
(Barnhill, 1977; Lancaster ve Salkauskas, 1981).

HEK yaklagimlart; her diiglim etrafinda bir mesnet olusturan bir agirlik fonksiyonu, bir
polinom olan taban ve diigimiin konumuna bagli olan katsayilardan ibarettir. Her bir diiglim
icin, agirlik fonksiyonu sadece diigiim etrafindaki mesnet denilen kiigiik bir bolgede (etki
bolgesi) sifirdan farklidir. Bu etki bolgelerinin kesisimi diigiimler arasindaki baglantiy1 saglar.
HEK yaklagimlarinin 6nemli bir 6zelligi stirekliliklerinin agirlik fonksiyonunun siirekliligine
bagli olmasidir (Dolbow ve Belytschko., 1998). HEK fonksiyonlar1 genellikle verilerin tam
tizerinden ge¢cmediginden, bunlar yaklasimlar olarak tanimlanirlar. u(x) fonksiyonunun
yaklasim1 olan uh(x) sabit katsayili olmayan m. dereceden bir polinom kullanilarak
olusturulmustur. Polinomun derecesi taban fonksiyonunun derecesine esittir. 1 boyut igin
denklemler asagida verilmistir.

uh(x), polinom seklindeki p(x) taban fonksiyonunun devrigi ile a(x) katsayilar vektoriiniin
skaler carpimindan elde edilmektedir (Esitlik 1).

u" (x)=p” (x)a(x) (1)
Burada p(x) m. dereceden bir boyutlu tam bir polinomdur (Esitlik 2).

pT(x): [ 1 x xZ...me (2)

al (x) =[ ap(x) a1 (x)...a,, (x) | (3)
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Esitlik 3’teki aj(x) degiskenleri diigtimdeki u; degiskenleri ile diigimdeki yaklagimlar
arasindaki farki en kiigiik yapacak sekilde hesaplanirlar. Gerekli diizenlemeler yapildiginda
sekil fonksiyonu, f j(x) elde edilir (Esitlik 4).

fl'(X):pTA_lBl' (4)
Esitlik 4’teki A ve B ifadeleri sirastyla Esitlik 5.a’da ve Esitlik 5.b’de tanimlanmislardir.

A=@ wlx- x)P()P’ (%) (5-2)
i=l1

B; =w(x- x;)p(x;) (5.b)

2.2. Agirhik Fonksiyonu w(r)

Bu calismada, mesnet parametresi r=|x- Xi|/l"l’I1i olarak  secilmistir (Dolbow ve

Belytshko, 1998). Burada rmi etki alaninin biiylikliigli olup diizensiz diiglim se¢imi
yapildiginda her diigiim igin farklidir. |x- x;| ise yildiz diigiim ile etki alanindaki diigiim

arasindaki mesafedir. Etki alan1 Sekil 1’°de bulut olarak adlandirilan bolgedir.

Agirlik fonksiyonu, w(r), sadece yildiz diiglimden belli bir uzaklikta (etki bodlgesinde)
stfirdan farkhidir. Yildiz diigiimden (x;) uzaklastik¢a r azalir ve w(r) artar (Esitlik 6). Sekilde
Wve ve Gsirastyla ¢oziim bolgesini ve sinirlart gostermektedir (Ohs ve Aluru, 2001).

-:-%-41’2 +4;3 r£l
e 2
wi- x 0wy L 2 apear? . 40 loren (6)
i3 3 2
i 0 r>1
¥

A‘nin ve B‘nin tiirevlerini hesaplamak i¢in agirlik fonksiyonunun tiirevlerinin de zincir
kurali kullanilarak hesaplanmas1 gerekir ( Esitlik 7).

: (— 8r+12r3)/rml~ r£ 1
. 2
I
d(wlx- x;)) _ dw(x - x;)) dr _ : (— 4- 8r- 4r2)/rml- 1 <rf£l (7)
dx dr dx 2
T 0 r>1

1

A matrisinin tekil olmamasi i¢in yildiz diigiimiin etrafindaki diigiim sayis1 yeteri kadar
biliylik olmalidir. Bunu saglamak i¢in ¢6ziim bolgesinden secilen toplam diiglim sayisi
artirtlmalidir. Bu rm; degiskenine farkli degerler verilerek saglanir.

2 boyutlu problemlerde HEK yaklasimi kullanildiginda, yeterli diiglim sayisina, n etki
alanindaki toplam diiglim sayist ve m taban fonksiyonunun derecesi olmak iizere, n=15~30 ve
m=3~6 sartlarinin saglanmasi ile ulasilabilir (Chati ve Mukherjee, 2000).
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Sekil 1. Coziim bolgesinin diiglimlerle gdsterimi
3. SIRALAMA YONTEMI (COLLOCATION METHOD)

Siralama yonteminde ayrik denklemler, diferansiyel denklem W Gigindeki bir grup
diigiim iizerinde zorlanarak elde edilir. Wbdlgesi i¢cindeki NN adet diiglimden olusan bir

kiime g6z Onilinde bulundurulursa, yapilan yaklagim diiglimlerdeki parametrelerdir
(Belytschko vd., 1996).

oy
u(x)=a f; ®u; (8)
i=1
(Coziime gitmeden Once sekil fonksiyonunu olusturan degiskenler ve tiirevlerinin
hesaplanmasi konunun daha kolay anlagilmasini saglayacaktir (Esitlik 9, 10, 11, 12).

Ac=a— PP’ (%) ©
=
2 d%w(x - x;)
A 2=d—5 PGP (%) (10)
* e dx
i=1
A= taah
> b (11)
=AAA T +ATTA ATTeAaTAAY] = AT AT
dw(x - x:
g, = x) oo (12)

iL,x~ dx
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Yukarida ifade edilen denklemler kullanilarak sekil fonksiyonunun tiirevleri kolaylikla
hesaplanabilir. Coziilen problemi ifade eden denklem Poisson denklemi oldugundan sadece 1.
ve 2. tiirevlerin hesaplanmasi yeterlidir. Sekil fonksiyonlarinin bagimsiz degiskenlere gore
tiirevleri zincir kurali kullamlarak kolayca elde edilebilir (Yunhua ve Haussler, 2002). Ilgili
tiirevler Esitlik 13 ve Esitlik 14°te verilmistir.

fix(X)= (PTA_ 'B; ),x

=pxA 'B;+p A /B;+p' A"'B;, "
f 200=(pha B;) +(pTarlB) +[p7a B, ),
= Piz A'B;+pl A B +pl AT'B;  +p/ AB,
+pl A 12 B; +PTA,_x1 B; . +P,TxA_ : B; . +PTA,_x1 B; . (14)
x
+pTA'1B, 2
ix

p vektoriinlin toplam eleman sayisindaki artis verimliligi, hassasiyeti ve dengeyi artirir.
Bununla birlikte, bu artisin getirdigi bazi 6nemli sorunlar da vardir. Oncelikle diigiim
sayisindaki artisa bagl olarak bilinmeyen sayisi, daha dogrusu ¢oziilecek denklem sayisi ve
buna bagli olarak ta ¢Oziim siiresi artacaktir. Bu calismada, bu durum g6z Oniinde
bulundurularak ve ¢ok sayida deneme yapilarak denge sorunu olmamas: i¢in Egitlik 15°te
gosterildigi iizere, eldeki diferansiyel denklem i¢in en uygun p vektori (2 boyutlu
problemlerde, 3. dereceden taban vektorii) elde edilmistir.

3

pT=1 Xy x2 xy y2 X ny xy2 3 (15)

Benzer sekilde yukarida Esitlik 15°te verilen p'nin bagimsiz degiskenlere gore tiirevleri
de elde edilebilir.

4. BURULMA DENKLEMININ COZUMU

Burulma problemleri genellikle denge denklemlerini saglayan, Prandtl gerilme
fonksiyonu, F(x,y) yardimiyla ¢oziiliir (Ugural, 1995). Siireklilik denklemleri ise Esitlik

16’da gerilme fonksiyonu cinsinden verilmistir. Burada G kayma modiilii ve g birim boy i¢in
burulma agisidir, (rad/cm). Bu ¢alismada malzemenin uniform oldugu varsayilmaistir.
2 2
F F
1 3 +ﬂ—2=-2Gq (16)
x® Ty
Gerilme fonksiyonunun siireklilik denklemlerini saglamasi i¢in Poisson denklemini

saglamasi gerekmektedir. F uygulanan tork’u (T) icermez. Gerilme fonksiyonu bulununca, T
Esitlik 17 kullanilarak hesaplanir.

T=2(y dA (17)
A
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Diigiimdeki bilinmeyen F olmak {izere, Esitlik 16 herhangi bir i diiglimii i¢in sekil
fonksiyonu ve tiirevleri cinsinden ifade edilebilir. Burada NN, Wbolgesindeki toplam diigiim
sayisidir. Esitlik 18°de jT W ve il W- G dur ve (f);; ise f j(x;) 1 ifade etmektedir.

]\éN ]\éN

a..);F;+rad., ) F;=26q (18)

j=1 j=l

Siirlardaki diigimlerin bilinen degerlerinin de (sifir) Esitlik 18'de verilen denklem
takimina ilave edilmesi gerekir. Smirlarda Esitlik 19°da gosterildigi lizere F; sifira esittir.
Burada jT W ve il G ’dur.

NN
F.=a f);;F ;=0 (19)
J=1

W Gve Gigindeki biitiin diigiimler i¢in sirastyla Esitlik 18 ve Esitlik 19 kullanilarak
diigiimlerdeki parametreleri veren NN adet denklemden olusan bir dogrusal denklem takimi
elde edilir. Bu parametreler bulundugunda diigiimlerdeki aranilan degiskenler (veya

yaklagim), F h, Esitlik 8 kullanilarak kolayca elde edilebilir (Liu, 2002).
5. SAYISAL ORNEKLER

Kare ve eskenar tiggen kesitli iki adet cubugun burulmasi problemleri SNSY ile analiz
edilmistir. Her iki ornekte de, en biiylik kayma gerilmesi degerinin belirlenebilmesi i¢in
toplam diiglim sayis1 degistirilerek farkli ¢oziimler yapilmistir. Elde edilen sonuglar Cizelge 1
ve Cizelge 2’de teorik sonuglarla karsilastirmali olarak verilmistir.

Yapilan biitiin ¢oziimlerde a=8, dpxs=2 ve xg= 4 alinmustir. dpxs ve Xg degiskenleri
sirastyla diigiimler aras1 mesafe ve bulut boyutunu belirleyen degiskenlerdir.

+—> < —>
a
(a) (b)

Sekil 2. Kesitler

Sekil 2.a ve b’de gosterilen kesitler i¢in en biiyiik kayma gerilmelerinin teorik degerleri, t ks,
sirastyla Esitlik 20 ve Esitlik 21°de verilmistir (Ugural, 1995).

T T

— =1p a =.208, b =.141
aab

tmaks:

t uaks =0.6779Gqa (20)
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20T _46.2T
t maks :_3 q= 4 —_
a a G t aks =0.4329Gqa 1)
Cizelge 1. Kare kesitli cubuk i¢in sonuglar
- v fmaks (X GOA) | tmaks (X GQa) o
Coziim | Toplam diigiim sayisi (SNSY) (analitik) Hata(%)
1 25 0.7019 0.6779 3.53
2 49 0.6752 0.6779 0.41
3 81 0.6822 0.6779 0.61
Cizelge 2. Eskenar iiggen kesitli gubuk i¢in sonuglar
I~ v t maks (X GQa) o
Coziim | Toplam diigiim sayis1 | t . (X GQa) (analitik) Hata(%)
1 7 0.2763 0.4329 36.18
2 15 0.4330 0.4329 0.03

Kare kesitli cubuklar i¢in diigiim sayis1 25 iken sonuca %3.5 lik bir hata ile
ulagilabilmigtir. Diigiim sayis1 yaklasik iki katina ¢ikarildiginda hatanin %0.4 diizeyine indigi
goriilmektedir. Ancak, olusan hatay1 daha da kii¢iiltmek i¢in diiglim sayisinin 81’e ¢ikarilmasi
yuvarlama hatalar1 nedeniyle basarili olamamis ve hata %0.6 ’ya ¢ikmustir.

Uggen kesitli gubuklarda ise 7 diigiim kullanildiginda hatanin %36 gibi kabul edilemez
bir diizeyde oldugu goriilmektedir. Ancak, bu hatanin diiglim sayisinin gerekenin ¢ok altinda
olmasindan kaynaklandigi ve uygulamada bu kadar az diigiim ile islem yapilamayacagi
aciktir. Ne var ki, diigiim sayis1 15’e cikarildiginda hatanin yaklasik olarak sifir oldugu
goriilmektedir.

6. SONUCLAR

Bu calismada SNSY tanitilmis ve iki basit 6rnek iizerinde uygulama yapilarak sonuglar
degerlendirilmistir. Caligsmanin sonunda yeterli sayida diiglim kullanilmasi halinde dogru
sonuglara kabul edilebilir diizeyde yaklasildigi goriilmiistiir. Ayrica, calismada nokta
sayisinin gereginden fazla artirilmasinin yuvarlama hatalarindan kaynaklanan hatalara yol
acabilecegi ve bu durumun kontrol altinda tutulmasi gerektigi goriilmiistiir. Yontemin
uygulanmasi oldukg¢a kolay olmasina ragmen elde edilen sonuglarin yukaridaki orneklerle
siirl oldugu ve genellenmemesi gerektigi unutulmamalidir.
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