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OZET/ABSTRACT

Bu calismada, genisletilmis Euler-Lagrange diferansiyel denklemi kullanarak elde edilen
Lagrange fonksiyonu L ve hiz orantili (Rayleigh) kayip fonksiyonu D‘den olusan modelin,
bagka bir deyisle {L,D}-modelin, basit ve saf elektriksel bir diizenek Ornegi iizerine
uygulanmasi incelenmekte ve baz vektorler de dahil olmak {izere farkli Lagrange ve Hamilton
fonksiyonlar1 ve sonu¢ olarak da farkli uzaylardaki ayr1 hareket denklem sistemleri elde
edilmektedir.

The study includes a research on applicability of the model, consisting of Lagrangian L
and velocity proportional (Rayleigh) dissipation function D or shortly {L,D}-model both
obtained using expanded Euler-Lagrange differential equation, on a trivial and pure
electrical circuit example and as a result different systems of differential equation including
base vectors in different spaces are obtained using different forms of Lagrangian and
Hamiltonian.
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1. GIRIS

Ana konunun matematik kuramsal sekli Arnol’d’un kitabinda anlatilmistir (Arnol’d,
1989). (Maisser vd. ve Maisser vd. kaynaklarinda Lagrange ve Hamilton kuramlarinin
elektriksel sistemlere uyarlanmasi ile ilgili detayli ¢alisma yapilmistir (Maisser vd., 1974;
Maisser, 1976). Goldstein, Lagrange ve Hamilton formalizmlerinin iyi bir sekilde ele alindig:
bir kaynaktir (Goldstein, 1980). Kron, kaynaginda ise, konusunda ilklerden birisi olarak
devreler kuraminda tensorler ve diferansiyel geometrik yaklasim kullanilir (Kron, 1965).
SiiBBe vd. ve SiiBBe, fazla ayrintili olmamakla beraber varyasyon hesabini tensorler ile birlikde
elektrik miihendisligi icerisinde ele alir (Siisse vd., 1996; Siisse, 1998). Kwatny vd. ve
Szatkowski yayinlarinda ise bahsi gegen formalizmler dogrusal olmayan devrelere uygulanir
(Kwatny vd., 1982; Szatkowski, 1979). Siisse ve Civelek, Lagrange ve Hamilton
formalizmlerini tensor analitik yaklasimla ve baz vektorlerini de kapsayarak en genel sekliyle
tamamlar (Siisse ve Civelek, 2003). Bu calismada ise, temel kavramlar kisa sekilde
aciklanarak s6z konusu kuramin saf elektriksel diizeneklere tamamen uygulanabilirligi, kisaca
farkli bir uzaydaki ¢6ziimii basit bir 6rnek lizerinde aciklanmistir. Yani devreler kurami
yaklagiminin, koordinat se¢iminden tamamen bagimsiz degiskenler kullanarak nasil
yapilabilecegini gosterir!

2. SISTEM TANIMLARI

Kullandigimiz biiytiikliiklerimizi genel anlamda ve kisaca s0yle tanimliyabiliriz:
L: Lagrange fonksiyonu; D: hiz orantili (Rayleigh) kayip fonksiyonu; H: Hamilton
fonksiyonu; q': i’ninci genellestirilmis koordinat (iist indis tensériyel kontravariant form

anlaminda); §': i’ninci genellestirilmis hiz (iist indis tensériyel kontravariant form
anlaminda); F, : i’ninci genellestirilmis dis kuvvet, F' kontravariant sekilde de yazilabilir; p, :
i’ninci genellestirilmis momentum (alt indis tensdriyel kovariant form anlaminda); [gij] :

metrik tensor, matris seklinde; K: orant1 degismezi
Yaklasimimizin ana ¢ikis denklemi, asagidaki genisletilmis Euler-Lagrange diferansiyel
denklemi olup hiz orantili kayip fonksiyonu ve dis kuvvetleri de igermektedir.
iﬂL-ﬂL'FﬂD =F, veya iﬂL-ﬂL'FﬂD =0 1=1,Kf (1)
dt ﬂ&l ﬂql ﬂ&l dt ﬂ&l ﬂql ﬂ&l
Ikinci formiil, dis kuvvetleri de hiz orantili (Rayleigh) kayip fonksiyonu D i¢inde negatif
kay1p olarak igerir. Metrik tensoriin elemanlari ise

1 1°L _1 T°H _ 1 p;

i T s v esica - 2

TOK94'8 K948 K94 *
denklemi araciligiyla elde edilir. Genellestirilmis koordinat ve momentumlarin farkli sekillere
doniistiiriilmesi

T PR 1 . Lo ia i
' =diq’ =_djp’ =g"4; = ¢'p; ; p'=Kdg’'=dp’=Ke'q; =¢'p,

K
j 1 j i 1 i j j i i
4, = gijqj = Egijpj = dj‘glj = Edjpj S Kgij‘glJ = gijpJ = de‘glj = djpj (3)
o 1=
denklemleri yardimiyla yapilabilir. d‘j =i 0 it J bir kovariant, bir kontravariant
TV 17

bilesenlerden olusan ikinci dereceden bir karisik tensordiir.
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Bizim oOrnegimizde Oncelikle, genellestirilmis koordinatlar1 (degiskenleri) bizim
durumumuz i¢in (elektrisel biiytikliikler olarak) asagidaki sekilde tanimliyoruz.

genellestirilmis koordinat ¢* U yiik q*

genellestirilmis hiz §“ U akim i* = §"

genellestirilmis momentum p, U manyetik ak1 Y

genellestirilmis (dig) kuvvet F, U gerilim (kaynagi) u(t)

Kirchoff*un akim yasasindan dolay1, s6z konusu durum i¢in serbestlik derecesi f =2 , yani

§-4"-4=0 (4)
Buradaki bag kosulu holonomikdir, ¢iinkii

§-§"-§ =0 veya dq'-dq’-dq’=0 (5)
ve de ayrica integre edilebilir.

q9-q9°-¢° =const.|t (6)

3. LAGRANGE FONKSIYONU VE HIZ ORANTILI (RAYLEIGH) KAYIP
FONKSIYONU: {L,D}-MODELI

Devremizdeki her elemanimiz i¢in Lagrange ve hizla orantili (Rayleigh) kayip fonksiyonu
bilindiginden, Lagrange-kayip fonk51yonu veya kisaca {L,D}- modelimiz su sekildedir.

T A BT N UL Y 3

{L,D} = |' Ii 12{ C2 2C3 (7)
iD=l ) ) -u(t)ql

Genellestirilmis dis kuvvetler negatif kayip olarak diisiiniilebilindiginden, hizla orantili
(Rayleigh) kayip fonksiyonu D dis kuvvetleri de kapsamaktadir! Potensiyal fonksiyonu olarak
diisiiniilmesi durumunda ise Lagrange fonksiyonu icinde gosterilebilirler. Lagrange
fonksiyonu, asagida goriilebilecegi iizere kuadratik form seklindedir.

L(ql,qz,&l,&lz)_L* (811)2 +L (81 ) (81 81 ) (q2)2 ) (q1 - q2)2
1424444@4444443 1%&142482343

T(4'.4?) Vo a?)
83;* 0o 02
c2 e § 0
1 2 1 L2 +Q 2 _
=l & e ook @ -
C L —g&l &2
14444444%4(24)144&&4443
Tid'.4°
( 2 )ga;a 0 oee q 0
4 ¢o ! ‘gq -4’5
14444454(24)1214&4443 (8)

baska bir deyisle iki kuadratik formun farkidir.
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3.1 GENELLESTIRILMIiS MOMENTUMLARIN VE METRIK
EDILMESI

Ornegimiz icin genellestirilmis momentumlar ise
ﬂL * * *

b= 7~ (Ll +L3)&1l - LAZ
T4
L

D, :MT:'LZQI +(L*2 +L*3)&12

seklinde olup birimleri de Vs’dir.

Durumumuz i¢in metrik tensoriimiiz asagidaki gibi elde edilir
[ ] el ﬂpll 1634*1"‘14*3 -L 9:@11 g,0
Si ﬂ‘glj o K§ - L L, +L, P ggﬂ g» o
Bu durum i¢in normlastirma sabitinin birimi [K] = Henry olmaktadir.
Metrik tensOriimiiziin tersi ise soyledir.

; B:EHL +L, L, 0 &'
[gj] [gu] - L L +3L + g 21
3 30 &8

Determinantin degeri
D=LL,+LL;+L,L;2 0" L;20;i=1,2veyal,3 veya 2,3

seklindedir.

g9
gy

3.2 BAZ VEKTORLERININ BULUNMASI

TENSORUN ELDE

)

(10)

(11)

(12)

Metrik tensoriimiiziin kovariant baz (temel) vektorleri asagidaki temel baginti iizerinden

hesaplanir.
gi =88 Lj=1,L.f

(13)

(veya metrik tensdr g; ‘nin elemanlari g’ biliniyorsa, g, = gijgj bagintis1 kullanilarak da baz

vektorleri hesaplanabilir).
Saglanmasi gereken kosular ise

g1 = (glx )2 + (gly)2

812 =821 T 8ix82 T 81y82y

_ 2 2
g» = (g2x ) + (g2y)
Metrik tensorimiiziin elemanlarini kullanarak

L, +L;
(glx)2 -'-(gly)2 =¥
g1x82x +glyg2y =-

(g2x )2 + (g2y )2 = %

* WLE_‘* W

(14)

(15)
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=4 degisken elde ederiz. 2 boyutlu uzayda ii¢ kosulun saglanmasi gerekir ki, bu da

parametrelerden bir tanesini serbest olarak se¢ebilecegimiz anlamina gelir. Biz de se¢cimimizi
ornek olarak, g, =0 alarak yapar ve

L +L
glx

K b g2x

K (L +L)
L\L, + L1, +L,L,
Sy K(L1+L

elde ederiz. Bu da demektir ki baz Vektorlerlmlz

(16)

*
*

_ge L +L; 9 _ g KL +1, (17)
gl_é K = -C
0 5 9/ T Z
g VKL, +L5) 5

Asagidaki bagintiy1 kullanarak

g =glg, ij=lL.f (18)
kontravariant baz vektorlerini asagidaki yapildig1 iizere bulabiliriz (veya tipki yukarida
yaptigimiz gibi, g, g" =g’ bagmtisi iizerinden de kontravariant baz vektorleri hesaplanabilir).

= K0

L +L, =+

g1=g“g1+g”gz=g =
L. —

Mamv

g’ =g’'g +g¥g, = /K(L +L) (19)

Sonuglarin ayrica su sekllde saglamas1 yapllabilir ("

Tglgl — K(L*z +L*3) :gn

g' vektoriin devrigi olmak iizere)

D
'g'g =1="g g’
Tglgz =0=Tg2g1
'g’g, =1="g,g’

(20)
Bu sekilde Tensor Analizi yasalari ile 6rnegimizin sonuglarinin uyustugunu saptariz.

Hesaplanan metrik katsayilar ikinci dereceden bir metrik tensoriin  koordinatlari
(elemanlart)dir.

Cizelge 1 kovariant ve kontravariant biiyiikliiklerin nasil birbirine donistiiriilecegini
gostermektedir.
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4. HAMILTON FONKSIiYONUNUN ELDE EDIiLMESI

Legendre-doniisiimii kosulu

e N
detga ﬂi L , %: detgﬂiigl 0
14'7¢° & 16’ &

bu durum i¢in saglanmis olup asagidaki sekildedir.

* * *

D=LL,+LL;+L,L;2 0" L;20;i=1,2veyal,3 veya 2,3

Hamilton fonksiyonunu Legendre-doniisiimii kullanarak su sekilde elde ederiz.

H'[q" (1).4* (1)) = a pd-L

PN AN AN (TR N CLER N O
148494082 AA4943 1 Xomoalm

T(&llﬁtﬁz) V(ql,qz)
IR
G2 . i
:(&11 § &1_&12)80 72 Oﬁ g -
(; L &1 &12_
éo 0 Lf e
1444444 ( 4)L443L&4443
Tl4'.4°
+g? q‘-qz)g 2 quz q - )
0
144444%44?2%)&&44443
vig'.q®

1)

(22)

(23)

Bu ifade de kuadratik sekilde olup Lagrange fonksiyonu gibi genellestirilmis hiz ve konumun

fonksiyonudur.

Cizelge 1’yi kullanarak Hamilton fonksiyonunun genellestirilmis momentum ve hiza

bagimli seklini agagidaki sekilde elde ederiz.



Fen ve Miihendislik Dergisi Cilt: 5Say1: 3 Sayfa No: 75

L+ ey * @-a), @)
H(pk’qk)zﬁ[(Lz +L3)pl2 +(L1 +L3)p§ +2L3P1Pz]+ 2C, + 2C,

* 1 é = 2 ? 2 Zl;l
__[szl2 +L1p§+L3(p1 +P2)2]+_§(q . ) +(q ) U
2§ C, C, g
ad 0
c—= 0=+
¢zb @ P 0
(b, p» PFP)E0 S 03¢ p, =
2D . =
¢ 0 L*3 :81)1 thg
g 05
el o]
92C 0 _%11 _ q20
1 2 2 - =
+{a'- q q)g ok e o
0 N a
8 2C2 a
(24)
Bu ifade de, goriildiigii gibi kuadratik sekildedir.
5. HAREKET DENKLEMLERININ ELDE EDILMESI
Hareket denklemlerinin bir sekli su sekildedir.
_ 1H_I+ _ 1 * *
811 = . _B[LZPI +L3(p1 +p2)]
_ 1TH+ _ 1 * *
&12 _E _B[LIPZ +L3(p1 +p2)]
fH" 9D - q°
#1:- T 1 a a 'R1&1+U(t)
)|[¢] ﬂgl C, (25)
& _ 1-|—H+ T[D q1 _q2 q2
, =~

- = -—-R &2
fa 14° ¢ ¢ 7
Yukaridaki denklem sistemi akim ve gerilimleri ifade ettiginden devre analitik yaklagimla

bulunabilecek olan sekli ile birebir aynidir! Lagrange ve Hamilton fonksiyonlarinin diger
sekilleri ise asagidaki gibidir.
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Lo )=o)+ S f el - @)

S (L - L) |, [La + (G + L, ”
2DZT C, C, b

R e (R e G R GRS N

LK  l-a) )
T (L& L&) 2C, 2C,

L(§,.q,)= L2K2[(L FL M, + L]+ LKZ[L&l1 L+ ]

D
_'_L3K2 (L*& SL'§ )2 ) K? 1|,(qu1 : quz) [L3q1 L +L3)Q2]

2> VU T 2Dy C, C,
l &a+1 6, L. LU e L o +1. 6,0l
| g =t 2t e 2t — g
k k) — 3 Y
H_(p*.q )_E-'- : 2 a & 6 0y
1 L 2 !
}+K_32(L1P1+sz ) b

2C, 2C,
H (pk qk [szl +L1p2 +L. (pl +p2) ]
K2 i (qul - quz) + [L3q1 ( *1+L*3)(]2]Zg
ZDZT C, C, b
|G eLie, Ly LU 6L+l 0,00
1 {L*z% IK 3:Epl ?3 20 yﬂlé’ﬁ 1 2K 3:p2u:
H(P qk)_ﬁl g e o € e g}’
L, !
1+K—(Lp +L2p ) b

K2 .‘[(qul - L*;qz) + [L*3q1 +(L*1 +L*3)(12]2E|
T PG C, i/)

Hiz orantil1 (Rayleigh) kayip fonksiyonu D*nin diger sekli ise

(26)
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D(&hs&lz): Rzl§2 [(L*z +L*3)811 +L*3812]2 R K2 [L g, + (L +L° )& ] o7

() Sl e L]

Biitiin bu ifadelerden sonra artik hareket denklemlerinin diger seklini ise su sekilde
verebiliriz.

* * *

fH _L, +L; 1 L,

§, = w oK PP
§, = T.I[II; =- II;ZP' +LQI;L3 p’
). I [qul *1q2 ]L*z [L*qu +(L*1 +L*3 )qzng u
p'=- T#_I 1112) .I_ G, ' G, I)’/
A T Ler [0+, + L6 o, + 1)+ R Jd, + (0 +0 )L b
+ ()%(L +L) (28)
M D K2 :_ I(L*qu 3 L*lqz) [L*3q1 +(L*1 +L*3)q2](L*1 +L*3) Iu
p=- - iy G G, y
fa. . O Lo [l +0 8 + L6, + R, + (0 + 1)+ b
rulg) (L L)

Yukarida, ikinci denklem sistemi Hamilton fonksiyonunun H™ sekli kullanilarak elde
edilmistir. Esitlik 25’1 metrik tensorii kullanarak da Esitlik 28’e doniistiirmek olanaklidir.
Esitlik 28 farkli bir uzaydaki ¢6ziim olup dlgiilebilen sonuglarla ortiismez!

6. SONUCLAR

Bu arastirmanin nedeni s6z konusu kuramin elektriksel sistemlere tamamen
uygulanabilirliginin gosterilmesidir. Ancak hangi tiir sistem i¢in hangi denklem sisteminin
daha 1iyi olabilecegi heniiz bilinmemektedir. Ayrica, 6zel bazi durumlarda dogrusal
olmamanin dogrusalliga doniisiip doniisemeyecegi de acik ve net degildir. Bu nedenle de
konu iizerine daha fazla aragtirma yapilmasi gerekmektedir.
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Cizelge 1. Genellestirilmis kovariant, kontravariant momentum ve koordinatlarin déniisiimleri

aﬁllg ' 0 ﬁ19 P 0
%5 &5 . 5 . 5
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Sekil 1. Dogrusal metrik tensorii olan bir devre ve onun ¢izgesi




