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OZET/ABSTRACT

Basmaya zorlanan ¢ubuklarin kritik burkulma kuvvetleri, dort yataklama durumu igin,
1744 yilinda Euler tarafindan sabit enine kesit kabulii altinda hesaplanmistir. Bu ¢ubuklarin
boyutlandirilmasinda daha ekonomik ¢6ziim arandiginda, enine kesitin ¢ubuk boyu ile
degismesi gerekir. Bugiine kadar yapilan ¢aligmalarda, bu problem degisik dort yataklama
durumu i¢in ¢Oziilmistir. Bu calismada, bu yataklama durumlarina ek olarak, alt ucu
ankastreli kayici basit mesnetli ve iist ucu ankastre mesnetli ile alt ucu ankastreli kayici basit
mesnetli ve iist ucu kayici basit mesnetli iki yataklama durumu igin problem ¢oziilmiistiir. Bu
¢Oziim sonunda, her iki yeni durum i¢in enine kesitin ¢ubuk boyu ile degisimi ve kritik
burkulma kuvveti verilmis, sabit enine kesitli gubuklara nazaran optimum ¢6ziim ile saglanan
malzeme tasarrufu yiizde olarak hesaplanmustir.

In 1744, the critical buckling loads with the assumption of uniform cross section for four
support types were computed by Euler. The cross section must be varied with the length of the
column whenever an economical solution is required. This problem has been solved up to
now for four support types. In this study, in addition to these supports, two new support types
are considered. While one of the support has lower end fixed and upper end fixed-roller
supported, the other has upper end fixed and lower end fixed-roller supported. As a result of
these solutions, for two new conditions, variation of cross section with the length of the bar
and critical buckling loads of square, circle and equilateral triangle cross sections are
calculated. The difference between the uniform cross section and the variable cross section
solutions is compared in terms of material saving.
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1. GIRIS

Sekil degistirebilen kati cisimlerin davranisini inceleyen mukavemet bilimi, gerilme
problemi ve stabilite problemi olarak adlandirilan iki ana problemle ugrasir. Gerilme
probleminde; belli yiikler altinda belli bir enine kesite sahip olan tasiyict sistemin gerilme
degerlerinin, tagiyici sistemin malzemesine bagl giivenli gerilmeyi agsmamasi istenir. Stabilite
probleminde ise aranan, tasiyici sistemin aniden ¢ok biyiik sekil degistirmelere ugradigi
yiiktiir (Ozdamar ve Pekbey, 2000). Yiikselen hava akimli riizgar tiirbini kuleleri, madenlerde
havalandirma bacalari, denizlerden ¢ikarilan ham petrolii gemilere aktarmakta kullanilan
borular gibi uzun ve narin yapilarda, gerilme problemi agisindan tastyici sistem giivenli iken,
belli bir kritik basma kuvvetinde denge durumu kararsiz hale gegebilir ve sistem kullanilamaz
hale gelir (Ozdamar, 1996a; Ozdamar, 1996b; Ozdamar, 1997). Basmaya zorlanan sabit enine
kesitli ¢ubuklarin kritik burkulma kuvvetleri, Euler tarafindan doért yataklama durumu igin
verilmigtir (Euler, 1744). Daha ekonomik bir ¢oziim istendiginde ise, ¢ubugun enine kesiti
cubuk boyunca degismelidir.

Daha ekonomik ¢oziim amacgh enine kesit degisimini hesaplayan ilk ¢alisma, basit
mesnetli cubuklar i¢in yapilmigtir. Bu calismada incelenen enine kesit, dairesel ve
dikdortgendir (Ratzersdorfer, 1936). Bunu, ankastre-ankastre, ankastre-serbest, ankastre-
mafsalli olan ¢ubuklar i¢in kritik burkulma kuvvetleri ve cubuk enine kesitinin ¢ubuk boyu ile
degisiminin incelenmesi izlemistir (Tadjbakhsk ve Keller, 1962). Bu dalda literatiirde
izlenebilen son bir ¢alismada da; alt ucu ankastre ve {ist ucu ankastreli kayici basit mesnetli
cubuk i¢in ¢oziim verilmistir (Arpakei, 2000).

Bu ¢alismada ise, bugiine kadar incelenen durumlara ek olarak, alt ucu ankastreli kayict
basit mesnetli ve {ist ucu ankastre mesnetli ile alt ucu ankastreli kayici basit mesnetli ve {ist
ucu kayict basit mesnetli iki yataklama durumu icin problem ¢oziilmiistiir. Sonug olarak, her
iki yeni durum i¢in enine kesitin cubuk boyu ile degisimi ve kritik burkulma kuvveti verilmis,
sabit enine kesitli cubuklara nazaran optimum ¢6ziim ile saglanan malzeme tasarrufu yiizde
olarak hesaplanmustir.

2. PROBLEMIN DIiFERANSIYEL DENKLEMi

Sekil 1'de basmaya zorlanan ve x noktasinda kesilmis bir ¢ubufun serbest cisim
diyagrami verilmektedir. Burada moment denge denklemi yazildiginda

Mey(x) =P w(x) (1)
elde edilir. Burada My(x) ile egilme momenti kesit zoru, w(x) ile ¢okme fonksiyonu ve P ile

de eksenel basma kuvveti simgelenmistir. I(x) cubuk enine kesitinin alan eylemsizlik
momenti ve w"(x), w(x) ¢okme fonksiyonunun x'e gore ikinci tiirevi olmak tizere, egilme

momenti kesit zoru; elastik egri denkleminden de
Mey(x) = - E I(x) w"(x) 2)

olarak bilinmektedir. Esitlik 1 ve Esitlik 2 birbirine esitlenir ve ifadelerin iki kez x'e gore
tiirevleri alinirsa, problemin en genel haldeki diferansiyel denklemi

[-E I(x) w"(X)]" - P w"(x) =0 3)
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olacaktir. Cubuk enine kesitlerinin ¢ubuk boyunca ayni1 formda kalacagi kabul edildiginde,

cubuk enine kesiti alan eylemsizlik momenti I(x) ile cubuk enine kesit alan1 A(x) arasinda

I(x) = a AX(x)

4)

bagintis1 mevcut olacaktir. Burada enine kesit form katsayis1 a, ¢ubuk enine kesit formuna
bagli olarak degisen sabit bir degerdir ve bu ¢aligmada incelenen kare, daire ve eskenar iicgen
enine kesit formlar1 i¢in Cizelge 1'de verilmistir.

X

W,Z

Sekil 1. Basmaya zorlanan ve x'de kesilmis cubugun serbest cisim diyagrami

Cizelge 1. Cubuk enine kesit formuna bagli olarak a enine kesit form katsayisi degerleri

Enine Kesit . -
Formu Kare Daire Eskenar Ucgen
Enine kesit form 1 s J3
katsayisi: a 12 4p 18

Esitlik 3°deki diferansiyel denklemde Esitlik 4 ve

X=x/L,

f(x)= A’ (X)W (x)

degiskenleri ile

_ PL?
Ea

kisaltmasi yerine yazildiginda

o0 +1 A2 () =0

)
(6)

(7)

(8)

elde edilir. Bu denklemde, @(x); f(X) fonksiyonunun X'ye gore ikinci tirevidir. Bu

diferansiyel denklemin ¢6ziimii i¢in

f?=A’

)
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ifadesinden hareketle, problemin diferansiyel denklemi asagidaki gibi olmaktadir (Tadjbakhsh
ve Keller, 1962).

-1
Boo+117 (% =0 (10)
3. INCELENEN DURUMLAR VE SINIR SARTLARI

Bu ¢alismada, literatiirde daha once incelenen dort yataklama durumuna ek olarak, alt ucu
ankastreli kayic1 basit mesnetli ve iist ucu ankastre mesnetli ile alt ucu ankastreli kayici basit
mesnetli ve iist ucu kayict basit mesnetli iki yataklama durumu incelenecektir. Burada
incelenecek olan ek durumlar ve sinir sartlar1 Cizelge 2'de verilmektedir. Ayrica Q, kesme
kuvveti kesit zorunu belirtmektedir.

Diferansiyel denklemin sinir sartlarindaki ¢cokme ve tiirev ifadelerinin bulunabilmesi i¢in,
Esitlik 6’dan elde edilen

A =L’ wex) (1)

ifade Esitlik 8'de yerine yerlestirilirse

wx) = Lﬁ&@(x) (12)

elde edilir. Bu denklemin entegre edilmesiyle w(X),w{(X)'nin entegre edilmesiyle de
w(X) asagidaki, sekilde bulunur.

wx) =(1 L) "Tkx=0)- £(x)] (13)
w(x) = w(0) + wqOXL +1 ' [xf(x = 0)- f () +f (0)| (14)

Cizelge 2'de verilen siir sartlarindaki kesme kuvveti kesit zorunu bulmak i¢in, kii¢iik bir
cubuk elemani alinir ve denge denklemleri yazilirsa

_ dM(x) p dw(x)

Q) dx dx

(15)

elde edilir. Burada Esitlik 2'de verilen kesme kuvveti kesit zoru ifadesi yerine yazilir ve
gerekli islemler yapilirsa, kesme kuvveti kesit zoru i¢in

O(x) = - [E1(x)wA(x) + EI(x)wh(x) + Pw(x)] (16)

ifadesi elde edilir. Kesme kuvveti kesit zoru ifadesinde yer alan ¢okme fonksiyonunun iigiincii
tiirevi, Esitlik 12'den hareketle

_ -1 Cosq(x) 17
v &9 ra)” Sin2q(><)c%(x) (n

olmaktadir.
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Cizelge 2. incelenen durumlar ve sinir sartlart

Incelenen Durumlar

Sinir Sartlari

YATAKLAMA DURUMU 1
4
X
/
v |
%
iw=0
x=LP |
Twe@=0
/;;f§2§::———————————> op 1 W0
X= |
YATAKLAMA DURUMU 11
*
wr/ P
ﬂ / iw=0
x=LP |
Twe=0
0b 1wt=0
7D%—_ X= |
// W, Z ’|‘Q:0

4. DIFERANSIYEL DENKLEMIN COZUMU
Enine kesit degisimi
A(X) = A, Sin’q(X)

olarak kabul edilirse, Esitlik 9'dan

f(x) = A, Sin’q(x)

(18)

(19)

olur. Bu ifadeler, Esitlik 10'da yerine yazilir ve entegrasyon islemleri gergeklestirilirse,

diferansiyel denklemin ¢oziimii
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q- %Sin2q+a :2(%)%2A0'1x (20)

olur. Bu denklemlerde Ay ve a, sabitlerdir ve incelenen duruma gore sinir sartlarindan
belirlenirler. Esitlik 13 ve Esitlik 14'de verilen sinir sartlarinda gecen \&(X) ifadest ise, Esitlik
19 ve Esitlik 20'den

00 =1 A,) Cosgx) 1)

olarak elde edilir.
5. YATAKLAMA DURUMU I VE II iCiN OPTiMUM ENINE KESIiT DEGIiSiMi

Buraya kadar, problemin diferansiyel denklemi ¢ikarilmis, diferansiyel denklemin ¢oziimii
verilmis ve iki durum i¢in smir sartlar1 ifade edilmistir. Bundan sonra, sinir sartlari
kullanilarak, kritik burkulma kuvveti ve optimum enine kesit degisimi ifadesi durum I i¢in
ayrintili olarak verilecektir.

Durum I i¢in x=0 noktasinda kesme kuvvetinin sifir olmasindan Esitlik 16 yardimiyla

. 3a4,”25in’q (0)Cosq (0) dg(x) _ 0

r dx (22)
elde edilir. Buradan da
Sin’q(0)Cosq(0) =0 (23)
olmak zorundadir. Esitlik 22'de
dac) =0 (24)

dx
ifadesi de sinir sartin1 saglamakla birlikte, bunun enine kesitin ¢ubuk boyunca sabit olmasi
anlamina gelmesi nedeniyle ¢oziim olmayacagi aciktir. x=0'da w' = 0 sinir sart1, Esitlik 13
uyarinca kendiliginden saglanmaktadir. x=L’de w{(X) =0ile ifade edilen smir sartindan
Esitlik 12 yardimiyla
f(xX)=0 (25)
elde edilir. Buradan da

Sing(1) =0 ve q(1) =-np......... -p, 0, p, 2p,........ ,np (26)

bulunmaktadir. x=L’deki son sinir sartindan da
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w(x = L) = w(0) +1 ' g(3| 4,)2 Cosq(0) - 4,72Sin’q(l) + 4,72 Sin’q (0)8 =0 7)
elde edilir. Buradan
w(0) = - | 'lg(3| 4,)"2 Cosq(0) + 4,72Sin’q (0)3 (28)

bulunmakta, bu da x=0'da beklenildigi gibi ¢cokmenin sifirdan farkli olmasi anlamina
gelmektedir. Esitlik 23, Esitlik 26 ve Esitlik 28 sinir sartlarini bir ¢ok ac1 degeri saglamakla
birlikte, en kiiciik | degerini

=P
a0) =7

ad) =p

acilar1 vermektedir. Esitlik 20'de X =0 i¢inq(0) vex = ligin( (1) degeri yazilirsa

P
a=-— 29
> (29)
41 1y
A =—(—)? 30
75 ( 3) (30)
olarak bulunur. Bu degerler, Esitlik 20'de yerine yazildiginda ise
q- Lsing - P =Py 31)
2 2 2
elde edilir. L boyundaki ¢ubugun hacmi
1
LOAX)dx=V (32)

0

bagintisi ile verilmektedir. Bu entegralde, Esitlik 31 denkleminde verilen X degiskeni yerine
yazilir ve entegrasyon islemi yapilirsa

Vv _3 4V

Vo3dhy 4= (33)
L 4 3L

bulunur. Bu durumda, ¢gubugun optimum enine kesit degisimi Esitlik 18'den

AX) = g%smzq (X) (34)
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olarak elde edilir. Esitlik 34 kullanilarak, bu ¢alismada incelenen her iki yataklama durumu
icin enine kesit alaninin ¢ubuk boyu ile degisimi Sekil 2'de verilmistir. Kritik burkulma

kuvvetinin bulunabilmesi i¢in, Esitlik 30 ve Esitlik 33'deki A degerleri esitlendiginde
_p
| ==—¢—+ 35
3 (35)

bulunur. Bu deger Esitlik 7'de yerine yazildiginda da, kare enine kesitli gubukta durum I i¢in
kritik burkulma kuvveti

EV?

4

P, =0,2741 (36)

olarak elde edilir. Burada durum I icin yapilan islemler, durum II i¢in benzer sekilde
tekrarlandiginda, Cizelge 3'deki sonuglar bulunmaktadir. Sekil 2'de, incelenen her iki
yataklama durumu i¢in, en az malzeme ile en biiylik burkulma kuvvetine dayanan ¢ubugun
enine kesitlerinin ¢ubuk boyu ile degisimi verilmistir. Bu sekil incelendiginde, durum I'de,
cubuk enine kesit alaninin ankastreli kayict basit mesnette en biiylik degerini aldig1 ve kayici
basit mesnetli diger ucta sifir olacak sekilde azalim gosterdigi anlagilmaktadir. Durum II'de de
cubuk enine kesit alani, cubugun orta noktasinda sifir degerini almakta ve her iki ugta en
biiylik degere ulasacak sekilde ucglara dogru artim gostermektedir. Cizelge 4'de de, sabit ve
degisken enine kesitlerin daire ve eskenar iicgen olmasi durumlar i¢in kritik burkulma
kuvvetleri verilmektedir.

AL A
7 EEEEEEER Duruml
1.33 Durum II

I I | I ? > X
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 2. Durum I ve II i¢in enine kesit alaninin ¢ubuk boyu ile degisimi

Cizelge 4 incelendiginde; en biiyiik kritik burkulma kuvvetinin, esit boy ve hacme sahip
enine kesitli gubuklarda, her iki yataklama durumunda da eskenar iicgen enine kesitte oldugu
anlasilmaktadir. Eskenar tiggen enine kesitli cubugun kritik burkulma kuvveti 100 birim
olarak alindiginda, durum I i¢in kare enine kesitli cubugun burkulma kuvveti 87 birim, daire
enine kesitli gubugun burkulma kuvveti de 83 birim olmaktadir. Durum II i¢in de ayni
inceleme yapildiginda, eskenar tiggen enine kesitli ¢ubugun kritik burkulma yiikii 100 birim
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iken, kare enine kesitli ¢ubugun burkulma kuvveti 86 birim, daire enine kesitli ¢cubugun
burkulma kuvveti de 82 birim olarak elde edilmektedir.

Cizelge 3. Durum I ve Durum Il i¢in bulunan degerler (kare enine kesit)

Durumlar q(0) qd) a Ao Pir.
1 EV’
Durum I P p _P i?_Qz 0,2741 L
2 2 pel3g
1
3 - o 2
Durum IT P P -P 28 | g0ty
2 2 2 pé3g L
Cizelge 4. Durum I ve Durum Il i¢in bulunan kritik burkulma kuvvetleri
Sabit Enine | Daire Enine ) ) Eskenar Ucgen
Kesit Kesit Kare Enine Kesit Enine Kesit
2 _ EV? _ EV? 2
DURUM 1 | P = EIp2 P, =0,2618 T P, =0,2741 | P =03166 E\:
4L L
2 2 2 2
DURUM?2 | P_ = Elp’ P. =104 EV P. =1,09 EV P. =1,266 EV
kr L2 kr L4 kr L4 kr L4

6. OPTIMUM ENINE KESIiT iLE SAGLANAN MALZEME TASARRUFU

Basmaya zorlanan c¢ubuklarin enine kesitlerinin ¢ubuk boyu ile optimum degisim
gostermesi sonucu saglanan hacimsel malzeme tasarrufunu hesaplamak i¢in, Cizelge 4 ile
verilen sabit enine kesit ve degisken enine kesit durumlarindaki kritik burkulma kuvvetleri
esitlenmelidir. Bu esitlikten hareketle, ayn1 kritik yiik ve boya sahip iki ¢ubuktan, sabit enine
kesitli olaninin hacminin degisken enine kesitli olaninin hacmine orani, yataklama durumu ve
enine kesit formuna bagli olmaksizin 1,15 ¢ikmaktadir. Sonug olarak, belirli bir kritik yiik
icin, ¢ubuk enine kesitinin ¢ubuk boyunca optimum olarak degismesi ile, ¢ubuk enine
kesitinin sabit olmasina nazaran %15 hacimsel tasarruf elde edilmektedir.

7. SONUCLAR

Basmaya zorlanan ¢ubuklarin kritik burkulma kuvvetleri, dort yataklama durumu igin,
1744 yilinda Euler tarafindan sabit enine kesit kabulii altinda hesaplanmistir. Bu ¢ubuklarin
boyutlandirilmasinda daha ekonomik ¢oziim arandiginda, enine kesitin ¢ubuk boyu ile
degismesi gerekir. Bugiine kadar yapilan calismalarda; bu problem, degisik dort yataklama
durumu i¢in ¢Oziilmistir. Bu calismada, bu yataklama durumlarina ek olarak, alt ucu
ankastreli kayici basit mesnetli ve iist ucu ankastre mesnetli ile alt ucu ankastreli kayici basit
mesnetli ve iist ucu kayici basit mesnetli iki yataklama durumu ig¢in problem ¢6ziilmiis ve
asagidaki sonuclara ulagilmistir:

Cizelge 4 incelendiginde; en biiyiik kritik burkulma kuvvetinin, esit boy ve hacme sahip
enine kesitli cubuklarda, her iki yataklama durumunda da eskenar ticgen enine kesitte oldugu
anlasilmaktadir. Eskenar tliggen enine kesitli cubugun kritik burkulma kuvveti 100 birim
olarak alindiginda, durum I i¢in kare enine kesitli cubugun burkulma kuvveti 87 birim, daire
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enine kesitli ¢ubugun burkulma kuvveti de 83 birim olmaktadir. Durum II i¢in de ayni
inceleme yapildiginda, eskenar tiggen enine kesitli ¢ubugun kritik burkulma yiikii 100 birim
iken, kare enine kesitli gubugun burkulma kuvveti 86 birim, daire enine kesitli ¢ubugun
burkulma kuvveti de 82 birim olarak elde edilmektedir.

Sekil 2 incelendiginde; durum I'de, cubuk enine kesit alaninin ankastreli kayici basit
mesnette en biiyiik degerini aldig1 ve kayici basit mesnetli diger ugta sifir olacak sekilde
azalim gosterdigi anlasilmaktadir. Durum II'de de cubuk enine kesit alani, ¢gubugun orta
noktasinda sifir degerini almakta ve her iki ucgta en biiylik degere ulasacak sekilde uglara
dogru artim gdstermektedir.

Bu ¢aligmada incelenen her iki yataklama durumunda; ayn1 kritik yiik ve boya sahip iki
cubuktan, sabit enine kesitli olaninin hacminin degisken enine kesitli olaninin hacmine orani,
yataklama durumu ve enine kesit formuna bagli olmaksizin 1,15 ¢ikmaktadir. Bu da, belirli
bir kritik yiik i¢in, ¢ubuk enine kesitinin ¢ubuk boyunca optimum olarak degismesi ile, cubuk
enine kesitinin sabit olmasina nazaran %15 hacimsel tasarruf demektir.

KAYNAKLAR

Arpak¢1t M. (2000): “Burkulma Zorlanmasinda Optimum Enine Kesit Se¢imi ve Malzeme
Tasarrufu Uzerine Bir Arastirma”, E.U. Fen Bilimleri Enstitiisii, Yaymlanmams Yiiksek
Lisans Tezi, [zmir.

Euler L. (1744): “De Curvis Elasticis”, Lausanne und Genf, 1744.

Ozdamar A. (1996a): “Das Knicken schwerer Gestinge”, Yayinlanmis Doktora Tezi, VWF
Verlag fiir Wissenschaft und Forschung, Berlin.

Ozdamar A. (1996b): “Buckling of Heavy Bars”, Mathematical&Computational Applications,
Vol. 1, Nr. 2, 5.93-99.

Ozdamar A. (1997): “The Development of FEuler Hyperbola in Heavy Bars”,
Mathematical&Computational Applications, Vol.2, Nr. 3, s.137-140.

Ozdamar A., Pekbey Y. (2000): “Stabilite Teorisi Ders Notlar1”, Ege Universitesi
Miihendislik Fakiiltesi Makina Miihendisligi Boliimii, Yayinlanmamis Ders Notlar1, Izmir.

Ratzersdorfer J. (1936): “Die Knickfestigkeit von Stiben und Stabwerken”, Springer Verlag,
Wien, s.103-106.

Tadjbakhsh 1., Keller J.B. (1962): “Strongest Columns and Isoperimetric Inequalities for
Eigenvalues”, J. App. Mec., Vol.29, No.1, s.154-164.



