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(DESIGN OF A SPECIAL PURPOSE DIFFRACTIVE OPTICAL ELEMENT USING
VECTOR-SPACE PROJECTION METHODS)
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OZET/ABSTRACT

Ozel amaglh kirinimsal optik elemanlar genellikle iteratif metotlar kullamlarak
tasarlanirlar. Ancak bu konudaki ¢aligmalarin ¢cogu iteratif metotlarin yakinsama 6zelliklerini
ve metot performansini dogrudan etkileyen ilgili faktorleri gézoniinde bulundurmazlar. Bu
calismada Vektor-Uzayr lIzdiisim metodu kullamlarak odak derinliginin arttirilmasini
saglayacak 0Ozel amacgli bir kirinimsal optik eleman tasarimi sunulmustur. Tasarim
kisitlamalar1  Vektor-Uzayr Izdiisiim metodunun saglanmas1 giic kisitlamalar altindaki
performansini ve yakinsama ozelliklerini gozlemeye elverisli olacak sekilde secilmis ve
tasarim sonugclariyla birlikte metodunun bu kosullar altindaki davranisi da incelenmistir.

Special-purpose diffractive optical devices are often designed by iterative methods
without consideration of convergence properties, and related factors that affect performance.
In this paper, we use Vector-Space Projection Methods to design a special purpose optical
element that yields increased-depth-of-focus and while doing this, examine the problems
associated with the convergence of the projection method under impossibly demanding
constraints using both sequential and parallel projection algoritms.
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1. GIRIS

Kirmimsal optik elemanlar (diffractive optical elements) transfer fonksiyonlari yansima ve
kirilma yerine kwrimim prensiplerine dayanan ince optik elemanlardir. Kirinimsal optik,
geleneksel refraktif optigin yetersiz kaldigi cesitli dalga onii dontistimlerini kolaylikla
basarabilme 6zelligi ile geleneksel optige hem yardimci hem de biitiinleyici bir rol {istlenir.
Kaynak ve alan diizlemindeki kisitlamalarin sirasiyla uygulanmasima dayanan iteratif
yontemlerle kirinimsal optik eleman (KOE) tasarim 6rneklerine siklikla rastlanmakla birlikte,
bu iteratif yontemleri yakinsama 6zelliklerini de iceren matematiksel bir ¢erceve iginde ele
alan calisma sayisi son derece siirlidir (Wood vd., 1993; Bernhardt vd., 1991; Gerchberg
vd.,1972; Wyrowski vd., 1993; Catino vd., 1997; Piestun ve Shamir, 1994; Piestun vd., 1995).
Piestun ve Catino’nun ¢alismalar1 bu konudaki istisnalar arasinda yer alir. Ozellikle Piestun
ve Shamir’in ¢alismalar kirinmayan hiizme (nondiffracting beam) iireten optik tasarimlarda
vektor-uzay1 gosteriminde Fresnel alan kisitlamalarini kullanan ilk ¢alismalardir (Piestun ve
Shamir, 1994).

Bu calismada, vektor-uzayi izdiisiim metodunun (VUIM), saglanmas: giic, belki imkansiz
kisitlamalar altindaki yakinsama performansini gézlemek amaciyla Piestun ve Shamir’in
calismalarindan farkli olarak diizlemsel bir KOE yerine tek boyutlu ve ayn1 zamanda kayipsiz
(pure-phase) bir KOE ile kirinmayan hiizme elde edilmesi hedeflenmistir. Kirinmayan hiizme,
optik eksen {lizerinde bulunulan her noktada, en azindan sinirli bir bdlgede, goriintii
diizleminde kirinim-sinirli goriintli elde etmek olarak tanimlanabilir. Bu nedenle kirinmayan
hiizme problemi optik dalga alanlarinin {i¢ boyutta, hem optik eksen dogrultusunda hem de
goriintii diizleminde, kontroliinli gerektirir. Bu ii¢ boyutlu kontrolii saglayacak, tek boyutlu ve
kayipsiz bir optik eleman tasarimi, bu ¢alismanin amaci olan saglanmasi giic ya da imkansiz
tasarim kisitlamalar1 altinda VUIM performansiin gozlenmesine son derece uygun bir
uygulama olusturur.

2. VEKTOR-UZAYI iZDUSUM METODU

Zaman zaman izdiisim metotlar1 olarak da anilan vektor-uzayi metotlar1 operatorlerin
izdlisimler ve iterasyonlarin yakinsama 6zelliklerinin izdiisiim uygulanan kiimelerin sayisina
ve yapisina bagl oldugu iteratif algoritmalarin bir sinifin1 olustururlar. Tipik bir problemde,
Fourier ya da Fresnel bolgesinde tanimlanmig belirli kisitlamalar1 saglayacak bir kirinimsal
optik eleman tasarlanmasi amaglanir. Herbir kisitlama, elemanlar1 bu kisit tanimina uyan bir
C; kisit kiimesi tanimlar. Dogru ¢6zliim biitiin kisitlamalar1 saglamak, dolayisi ile biitiin kisit
kiimelerinin kesisim kiimesinin bir eleman1 olmak zorundadir. Kesisim kiimesine ulasabilmek
icin ardisik izdiisiim algoritmast

n1(X) = P Py...Pygt, (X) (1)

kullanilabilir. Burada P; , i= 1,...,M, C; kisit kiimesine izdlisiimii veren izdiisiim operatorii,
t,(x), KOE’nin ninci iterasyondaki faz profili, x pozisyon degiskeni ve M kisitlama
kiimelerinin sayisidir.

Esitlik 1’in genellikle bilgisayarda (sinirli-durum makinasi) gerceklendigi gozoniine
alinarak asagidaki ¢ikarimlar yapilabilir.
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a) Bitlin Cj’lerin, i = 1,...,M, konveks olmalar1 ve kesisimlerinin bos kiime olmamasi
M

durumunda, ¢,(x) kesisim kiimesi Cjy = (|C; da bir noktaya kuvvetle yakinsar (strong
i=1

convergence). Bu noktada, miihendislik alanlarinda sik¢a kullanilan bir Hilbert uzayi

verilmesi halinde, 6rnegin square-integrable fonksiyonlar uzayi, square-summable diziler

uzayt ya da Euclidean uzayi, bir vektdr dizisi x,’in x’e kuvvetli yakinsamasi

lim ||xn - x|| =0 anlamina gelir. Bu tiir yakinsama norm yakinsamasi olarak da anilir. Buna
n—>0

karsilik x,, —2 5 xolarak gosterilen zayif ya da i¢ ¢carpim yakinsamas: Hilbert uzaymndaki
her bir z icin  |im <xn,z> = <x, z> oldugunu gosterir. Burada <> i¢ ya da nokta carpimi
n—>0

simgeler. Genelde, kesisim kiimesinin bos olmadig1 ve konveks kiimeler varsayimi altinda
Esitlik 1, kesisim kiimesindeki bir noktaya zayif yakinsar. Sinirli-boyutlu uzayda (sayisal
bilgisayar gibi sinirli-durumlu makinalarda karsilasildigi gibi) zayif yakinsamanin kuvvetli
yakinsama anlamina geldigi yaygin olarak kullanilan bir sonugtur (Stark ve Yang, 1998).
I'nolu c¢ikarimin pratikteki etkisi Esitlik 1’in uygulanmasindan, eger biitlin tasarim
kisitlamalar1 konveks bir kiime tanimliyorsa ve kiimelerin kesisimi bos degilse, tim
kisitlamalara uyan bir sonug¢ bulunabilecek olmasidir. Kesisim kiimesinin bos olmasi
durumunda uygulanabilir bir sonu¢ yoktur ve tasarimci fizik kurallarina aykiri bir tasarim
istiyor demektir. Uygulanabilir bir ¢6ziim her zaman en iyi (optimal) ¢éziim olmayabilir.
Optimal ¢éziimiin bulunmasi tiim uygulanabilir ¢oziimler lizerinde extremize edilecek bir
kriter fonksiyonunu gerektirir. Ayrica, uygulanabilir bir sonuca ulasilamasa bile bazen kabul
edilebilir bir sonuca ulagsmak da miimkiindiir.

b) Eger en az bir C; konveks degilse ve M=2 ise, ¢,(x)’den kisit kiimelerine olan

uzakliklarin toplami hi¢ artmaz, y olarak gosterilen bir elemanin sinirlama kiimelerinden olan
uzakliklarinin toplami su sekilde tanimlanur.

M
J00=gwy—3yﬂ (2)

1

Esitlik 2’deki J(y) “toplam-uzaklik hatasi” (summed-distance error) (TUH)olarak
adlandirilir. M=2 i¢in Esitlik 2 asagidaki sekli alir.

J) =By -y|+|Py - 3)

Simdi M=2 i¢in Esitlik 1’1 diisiinelim: TUH yakinsamasi, Esitlik 1°deki iterasyonlarin
asagidaki esitligi saglamasi anlamina gelir.

J(t,0)<I(E,)  n=12,. (4)

Bu nedenle TUH yakinsamasi Esitlik 2°de tanimlanan sekliyle kisit kiimelerine uzaklik
toplaminin her zaman azalacagi (veya en azindan artmayacagi) anlamina gelir. Bu kesinlikle
istenen bir 6zellik olmakla beraber, artan 7 ile J(z,,) — 0 olacagini garantilemez. Bu nedenle,
Fresnel ya da Fourier bolgesindeki biiytikliik kisitlamalar1 ya da kayipsiz (pure-phase)
transmitans gibi konveks olmayan kisitlamalarin kullanilmast uygulanabilir (feasible) bir
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¢Oziime ulasilamamasina neden olabilir. TUH yakinsamasinin Esitlik 1°deki ardisik izdiistim
algoritmasinda sadece M=2 durumuna uygulanabildigi Levi ve Stark tarafindan gosterilmistir.
Gergektende M>2 i¢in, TUH yakinsamasinin ger¢eklesmedigi 6rnekler bulmak zor degildir.

c) Bazi problemlerde M>2 olmasi kagimilmazdir. Ornegin, i) binary kayipsiz faz ii) KOE
boyutu, iii) uzak-alanda (Fourier bolgesinde) biiyiiklik kisitlamasi gibi tli¢ kisitlamay1
saglamas1 gereken bir KOE tasarim problemini ele alalim. Kisitlama (i) ve (iii) konveks
degildir ve M=3 diir. Bu durumda, Esitlik 1’in kullanimi iterasyonlarin ¢6ziim kiimesinden
uzaklagsmasina ya da ne bir TUH limit noktasi ne de uygulanabilir bir ¢éziim olmayan
herhangi bir noktaya yakinsamasina neden olabilir. Bununla birlikte, paralel izdiigim
algoritmasi kullanilarak, M>2 durumunda bile TUH yakinsamasi elde edilebilir. Bu sonug
asagidaki teoremde formal olarak verilmistir.

Paralel Genellestirilmis Izdiigiim Algoritmast Teoremi:

H, elemanlar1 x,y, ve benzeri olan bir Hilbert uzaymn géstersin. i¢ carpim, <x, y> ile ve

m

x|| ile tanimlanmis olsun. Her xo € H ve 2w, =1 esitligini saglayan her pozitif sabit

i=1

norm,

degeri w,,w,,...,w,, i¢in

m
Xn+l = _zlwipixn )
1=

tarafindan tretilen dizi
J(xn41)< I (x,) (©6)
esitsizligini saglar. Burada paralel TUH formiilii asagidaki gibidir.

2

m
J(xn): _zlwl'”[-;'xn _xn” (7)
1=

Bu ¢ok 6nemli teorem, literatiirde ilk kez Kotzer’in korelasyon filtresi tasarimiyla ilgili bir
makalesinde sunulmustur. Cikarimi Levi-Stark teoremi ve carpim uzaylar1 prensiplerinin
kombinasyonuna dayanir (Levi ve Stark, 1984; Pierra, 1984; Combettes, 1994). Teorem,
Esitlik 1°deki ardisik izdiisiim algoritmasi yerine Esitlik 2’deki paralel izdiisiim algoritmasi
kullanilmast durumunda, ikiden fazla sayida (M>2) konveks olmayan kiime olmasi
durumunda bile TUH yakinsamasi elde edilebilecegini gosterir.

3. KONFIiGURASYON

Bu ¢alismada, kirinmayan hiizme ya da baska bir deyisle arttirilmis odak derinligi (depth
of focus) saglayacak kayipsiz bir KOE tasarimi onerilmistir. Kullanilan konfigiirasyon Sekil

1’deki gibidir ve noktasal kaynak optik eksen iizerinde z; =oo da varsayilmistir. Eger KOE
yerine odak uzakligi f olan siradan bir mercek kullanilirsa goriintii z; =f de olusur. Alt index
gerekli olmadigindan islemleri basitlestirmek ic¢in z =z, kullanilabilir. Capt a olan bir
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Sekil 2(a). Odak diizleminin hemen arkasinda olusan alan biiyiikligii (r=1.1)
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Sekil 2(b). Odak diizleminde olusan alan biiyiikligii (+=1.0) (Kirinim-smirli alanin detay
gOrilintlisii)
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Sekil 2(c). Odak diizleminin hemen Oniinde olusan alan biiyiikligii (+=0.91)
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mercekten z uzaklikta, Fresnel bolgesinde olusacak olan alan U_(&) ’nin asagida verildigi
gibi olacagi Fresnel transformu kullanilarak kolaylikla gosterilebilir.

U.(5) =K. T:(5) (8)

Yukaridaki esitlikte

0.5
T.(¢)= | exp[— jnb(l—r)xz]exp[—jzmp@c]dx )
-0.5
Ve

P

z \/Z
r=f/z
p=alif

b=a’Iif =ap,

olup diger 6nemsiz sabitler thmal edilmistir. Secilen parametreler =25 mm, /=150 mm ve

2=0.5x10" mm icin 7=1.1 (odak diizleminin hemen arkasi), =1.0 (odak diizlemi), ve =0.91
(odak diizleminin hemen 6nii) de olusacak alan biiyiikliikleri sirasiyla Sekil 2(a), (b) ve (c) de
gosterilmistir. Bu sekillerden gozlenebilecegi gibi odak diizleminden %10’luk bir sapma bile
alan siddetinde 28 dB’lik bir diisiise neden olur.

Amaglanan, tasarlanacak kayipsiz bir #(x) elemanini, goriintiileme mercegine teget olarak
yerlestirerek, konfigiirasyonumuzun odak derinligini arttirmaktir. Bu yeni konfigiirasyonda
Esitlik 8 ve Esitlik 9, asagidaki esitliklere doniistir.

U.(9)=K.T.(&) (10)

Yukaridaki esitlikte

~ 0.5 5

T,(&)= jt(x)exp[— jab(1—r)x ]exp[— J2mrpéxdx (11)
-0.5

Bir sonraki adim olarak, sonsuzdaki bir noktasal kaynagin goriintii diizleminde olusan
normalize edilmis kirinim-sinirli goriintii biiyiikliigiiniin analob i¢in 1 ve yanlob igin 0.21
oldugunu goézlemliyoruz. Bu gozleme ve yukaridaki ifadelere dayanarak, #(x)’in saglamasi
gereken kisit kiimeleri agagidaki gibi tanimlanabilir.

C=ywer’: |0, @|<c@. [0, .0f=K/] (12)
sz{t(x)eLzz \ﬁf(g)\sqg), 17]-(0)\=Kf} (13)
Cs =Y LA 1o (@) <@ [0 1100) =K | (14)
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Cy = {t(x) el?: |t(x)| = rect[ij} (15)
a

Yukarida, ¢(§) =K, |:€+ 1- g)rect(ziﬂ odakta olusan kirmim-sinirh  goriintii
o

blyiikliigliniin iist sinirlarin1 gosterir. € =0.05, o, °’de olusan goriintiiniin ilk sifir noktasinin
orijine olan uzakligim, K/ de odakta olusan kirmim-sinirli goriintiiniin orijindeki biytikligiini
gosterir.

Sozle ifade etmek istersek, Cy, C,, ve C3 sirasiyla f-¢ (odak diizleminden hemen once), f
(odak diizleminde) ve f+& (odak diizleminden hemen sonra) olusan alan biiytikliiklerinin c¢(&)
ile smirlandirilmas1 ve DC’de olusan tepe biiyiikliiklerinin ayni olmasi kosullarini; Cy ise
kayipsiz transmitans fonksiyonu kosulunu tanimlar. C;, C,, ve (3 kiimeleri goriinti
diizlemindeki kisitlamalar1, C4 kiimesi ise nesne diizlemindeki kisitlamay1 gosterir.

4. 1ZDUSUM OPERATORLERI

Bilindigi gibi, herhangi bir C; kiimesi eger ve yalniz eger herhangi iki elemanin konveks
toplaminin yine kiimeye ait olmasi kosuluyla konvekstir. Konveks olma kosulunu
matematiksel olarak ifade etmek istersek, herhangi bir 0< g <1 ve herhangi iki vektor

eleman1 y; € C;, y, €C; icin, konveks toplam gy +(1— )y, yine C; kiimesinin bir
elemant olmalidir. Bu tanimlarin yardimiyla C;, C,, ve C3 kiimelerinin konveks, Cy

kiimesinin konveks olmadigi kolaylikla gosterilebilir. C; kiimesi iizerine olan izdiisiimii
bulmak i¢in Esitlik 10’u asagidaki sekilde diizenlememiz gerekir.

- 0.5
U.(&)=K, [i(x)exp|- jaxldx (16)
-0.5

Yukarida

£(x,2) = t(x)®(x, 2)

D(x,z) = exp[—jﬁb(l - r)xz]
ve
w =2mrp&

Yukaridaki ve daha sonra verilecek esitliklerde eger kiiciik harfle gdsterilen bir fonksiyon,
ornegin h(x), ®(x,z) ile carpiliyorsa, sonu¢ fonksiyonu ﬁ(x, z) ile ve bu fonksiyonun
Fourier transformu, 6rnegin F [};] ,H (@) notasyonuyla gosterilir. Ayrica yeni bir fonksiyon,

¢, (), asagidaki gibi tanimlanir.
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C (@) = KLC(%)

, \2ma

Yukarida belirtilen gdsterim ve tanimlanan fonksiyon kullanilarak, yeni bir kisit kiimesi,
6’1 , asagidaki gibi tanimlanir.

G =fer?: 7/ @) <crpl@) [Tr_p(0)=K f} (17)

Benzer sekilde éz ve 6’3 kiimeleri de asagidaki gibi tanimlanir.

ézz{f(x)eLz: ‘ff(w)‘ﬁcf(w), ff(O)‘:I%f} (18)

Ve

Gy = {r‘(x) cl?: \f_f+g(w)\ <cpiel@), ff+g(0)\ = Iéf} (19)

c(0)

Yukaridaki tamimlarda K » = =2 dir. Herhangi bir i;(x) ’in Gy iizerine izdlisimii su
I~k 1
z
sekilde tanimlanir.

Cre (o) exp[j@lj[ (a))] eger ‘ﬁ(w)‘ > Cre (o)

) =Rhe o (20)
H(w) ve ‘Y(O)‘ =K s aksihalde

Iki yonlii ok, <> isareti, Fourier transform ¢iftini simgeler. Daha 6nce tanimlandig: iizere
O (@), H = FlﬁJ’nin fazim1 gosterir ve )A’(a)) = F[ﬁ] ‘dir. y noktasi h’den él ’e olan
uzaklig1 minimize ederken benzer sekilde y* noktasi da /’den Cj’e olan uzakhigi minimize

eder. Hh — y*H = H}; — )?H oldugu icin , 42 nin Cj lizerine izdlistimi

¥ (%) = J0)D(x, 2) 21)

kullanilarak bulunur (z = f —¢). Ust ¢izgi ilgili kompleks fonksiyonun kompleks eslenigini
gosterir. Bu nedenle, C; {izerine izdiisiim su sekilde verilir.

v (x)=RAh

— ] Cf_g(w) exp[jeﬁ (a))] eger ‘Fl(a))‘ > Cf—g(a)) 22)
= (D(xs_f - 5)F_
H(w) ve ‘? (O)‘ =K # aksihalde
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Ayni yaklagim kullanilarak, P, and P3 asagidaki gibi tanimlanir.

v (x) =P
e @exliog @) eeer [f1@)> ¢ (@) 23)
=o(x, NHF Y| S
H(w) ve ‘Y(O)‘ =Ky aksihalde.
¥ (x)= Py
(w)exp|jO7 ()] eger |H(w)| > (o) 24
—D(x, [ +e)F Cree [ " ] ‘ ‘ Crre @9

H(w) ve ‘?(0)‘ =K/ aksihalde
C4 lizerine olan izdiisiim de asagidaki gibidir.

y(x):P4h:{0 xé[—a/Z,a/Z] o

expljdp ()} xel-al2,al2]
5. SIMULASYON SONUCLARI

Hatirlanacagi gibi amacimz VUI metodunun saglanmasi giic belkide imkansiz olan
kisitlamalar altindaki performansini gozlemekti. Bu amagla konveks olmayan kiimeler iceren
ve kesisimleri bos kiime olan kisitlamalar uyguladik. Ardisik izdiisiim algoritmasinin 250
iterasyon sonrasi sonuglari, z=f-&, z=f, ve z=f+¢ i¢in sirasiyla Sekil 3a, Sekil 3b ve Sekil 3c’de
verilmistir. Grafiklerde kesik cizgiler uygulanan kisitlamayi, diiz ¢izgiler elde edilen sonucu
gosterir. Beklendigi gibi, kisitlamalar biitiiniiyle saglanmamakla birlikte, z = f-¢, z =f ve z=
f+e& ’daki alan biiyiikliikleri en az 13.5 dB’lik maksimum tepe degerinin maksimum yanlob
seviyesine orantyla sasilacak ol¢lide birbirine benzemektedir. Bu nedenle, zayiflamis olmakla
birlikte, sonucta, sonsuzdaki bir noktasal kaynagin ii¢ farkli diizlemde, kirmim-sinirh
goriintlisii elde edilmistir. Burada vurgulanmasi gereken nokta, hedeflenen sonuca tam
anlamryla ulagilamamakla birlikte, tiimiiyle kabul edilebilir ve uygulanabilir bir ¢oziim elde
edilebildigidir. Ayn1 probleme paralel izdiisiim algoritmasida uygulanmistir. z=f-¢, z=f, ve
z=f+& igin 250 iterasyon sonrast sonuglar, sirasiyla Sekil 4a, Sekil 4b ve Sekil 4c’de
verilmistir. Ug ayr1 diizlemdeki goriintiiler burada da sasilacak derecede benzemekle beraber,
orijindeki tepe daha yiiksek, yanlob seviyeleri daha diisiik ve maksimum tepe degerinin
maksimum yanlob seviyesine orani 19 dB ya da daha yiiksektir. Bu sonuglardan yola ¢ikarak
paralel VUI metodunun ardigik VUI metodundan daha iyi sonuglar verdigi sdylenebilir. Sekil
5 paralel ve ardisik VUI algoritmasi i¢in ardistk TUH formiilii kullanilarak elde edilen TUH
davranisini, Sekil 5°te yine her iki algoritma i¢in paralel TUH formiilii kullanilarak bulunan
TUH davranisini gosterir (Esitlik 2 ve Esitlik 7). Paralel VUI metodunun daha iyi sonuglar
verdigi Sekil 5 ve Sekil 6°daki grafiklerden de agikca goriilmektedir. Ote yandan, ardisik VUI
algoritmasimin bir avantaji kayipsizlik kisitlamasinin son izdiisim operasyonu olarak
uygulanmasi durumunda kayipsiz bir eleman elde edilebilmesidir. Pratikdeki uygulamalarda
cok &nemli olan bu kosulu paralel VUI algoritmasinin saglamas: bu kosullar altinda (kesisim
kiimesi bos kiime iken) miimkiin degildir. Ayrica, kisit kiime sayist M>2 olmakla beraber
konveks olmayan kisitlama kiime sayisi ikiden az oldugundan TUH yakinsamasinin her iki
algoritma i¢inde elde edildigi yine Sekil 5 ve Sekil 6’dan gozlenebilir.
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Sekil 3(b). Ardisik izdiisiim algoritmasinin 250 iterasyon sonrasi sonuglari, z=f
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Sekil 4(a). Paralel izdiisiim algoritmasinin 250 iterasyon sonrasi sonuglari, z= -&
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Sekil 4(b). Paralel izdiisiim algoritmasinin 250 iterasyon sonrasi sonuglari, z=f
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Sekil 4(c). Paralel izdiisiim algoritmasinin 250 iterasyon sonrasi sonuglari, z=f+&
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