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Oz: Bu galismanmin amaci, diferansiyel doniisiim metodunun (DTM) hem singiler hem de singiler
pertirbe ozellik tasiyan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde oldukga etkili oldugunu gostermektir.
Teorik olarak incelenen denklemin her bir terimine karsilik gelen diferansiyel doniigiimler elde edilir,
tekrar bagimtis1 kurularak diferansiyel doniigiim katsayilar1 hesaplanir, bu katsayilar seri agiliminda yazilir
ve yaklasik ¢6ziim elde edilir. Uygulamada ise seri ¢oziiminde ¢ ile t icin tam ¢6zim ve seri ¢6zlim
degerleri grafikler ve tablolarla gosterilir. Elde edilen sonuglar gosterir ki énerilen metot singiler perturbe
olmus singiiler denklemlerin yaklagik ¢oziimiinii birgok metoda nazaran daha kolay ve hizli bulur.
Anahtar Kelimeler: Singtler perturbe diferansiyel denklem, Singuler diferansiyel denklem, Diferansiyel
donlisiim metodu, Seri ¢6zim.

Differential Transform Method for Singularly Perturbed Singular
Differential Equations

Abstract: The purpose of this work is to show that the differential transformation method (DTM) is very
effective in solving differential equations which carry both singular and singular perturbation properties.
Theoretically, the differential transforms corresponding to each term of the examined equation are
obtained, the differential transform coefficients are calculated by establishing the recurrence relation,
these coefficients are written in the series expansion and approximate solution is obtained. In practice,
exact solution and series solution values for € and t are shown in graphs and tables. The obtained results
show that the proposed method indicates the approximate solution of singular perturbed singular
equations easier and faster than other methods.

Keywords: Singularly perturbed differential equation, singular differential equation, differential
transform method, series solution.

Giris sartlarina sahip problemler ve pertiirbe

o ) ] olmus singuler denklemlerin  ¢6zimi
~ Simdiye kadar bircok matematik,  yolaylikla bulunarak  yaklasik  seri
leIk_ ve miithendislik alaninda yer alan coziimler veya kapali formda ¢dziimler
analitik ¢oziimd olmayan ya da ¢6zUmi  g|de edilmektedir. Diferansiyel déniisiim
zor ve zaman gerektiren baslangi¢c deger yontemi bir boyutlu, iki boyutlu, uc
ve smir deger problemleri i¢in cesitli boyutlu ve n boyutlu olmak iizere dort
metotlar gallsllmlstlr. Bu nedenle .bu ayr1 durumda incelenir. Bir boyutlu
problemleri en hizli ve en kolay sekilde giferansiyel doniisiim yontemi adi tiirevli
nimerik ¢dziime ulastiran yontemlerin  giferansiyel denklemlerin ve denklem
secilmesi zorunludur. Ornegin, Laplace  gjstemlerinin cozimi icin, iki ve (g
ve Fourier donisiimleri k_ullamldlgl_nc_la boyutlu diferansiyel déniisiim yéntemi
karmagik  kisimlarin - integrallerinin - 1,qyj tiirevli diferansiyel denklemlerin ve
alinmasi gii¢ olabilir ve ayrica ters  genklem sistemlerinin ¢6ziimii icin ve n
doniistimlerinin alinmasinda problemler boyutlu diferansiyel doniisiim yontemi de

olusabilir. Oysaki, diferansiyel doniigim bazt tir kismi tirevli diferansiyel
metodu sayesinde bu zorluklar ortadan  jenklemler icin kullamlmaktadir.

kalkmakta lineer olmayan terimlerin
lineer hale gelmesi, siirekli olmayan sinir




Singiiler Pertiirbe Ozellikli Singiiler Diferansiyel Denklemler i¢in Diferansiyel Doniisiim Metodu

Bu c¢alismada asagida verilen
formda singiiler pertiirbe singiiler sinir
deger problemi incelenecektir:

ey" +p(x)y' +q(x)y = f(x),
0<x<1 (1)

y(0) =a, y(1) = b, )

burada 0<e<«1, qx) ve f(x)
fonksiyonlar1 (0,1) araliginda smurlt ve
strekli  fonksiyonlar; a ve b sonlu
sabitler; P(x) ise x =0 noktasinda
singller 6zelligi igeren fonksiyondur.

Bu denklemler adi diferansiyel
denklem smifinda yer aldigindan bir
boyutlu diferansiyel doniisiim metodu
kullanilacaktir. Ayrica simdiye kadar
farkli  metotlarla  ¢Oziilmiis ~ singuler
perturbe singller problemlere
diferansiyel =~ doniisim  metodu  bu
calismada uygulanmaistir.

Diferansiyel doniistim metodunu ilk
olarak (Pukhov, 1978) ele almistir.
Diferansiyel denklemlerin seri ¢6zumunu
veren bu yontem birgok c¢aligmada
goralebilir (Zhou, 1986; Ayaz, 2004a;
Ayaz, 2004b; Erturk, 2007; Alquran ve
Al-Khaled, 2012). Yine singuler pertiirbe
singliler  denklemler  bircok  yazar
tarafindan bilimin hemen hemen her
alaninda ¢alisilmistir (Nayfeh, 2008;
Kadalbajoo ve Aggarwal, 2005; Jian,
2008; Lodhi ve Mishra, 2016; Li, 2008;
Prasad ve Reddy, 2015; Zhu, 1995;
Mohantyve Jha, 2005). Ayrica singiiler
pertirbe basglangic ve smir deger
problemleri farkl metotlarla
degerlendirilmistir (Kudu ve ark., 2016a;
Kudu ve ark., 2016b).

Bu caligmanin  siireci  sOyle
Ozetlenebilir:  Diferansiyel  doniisim
metodunun  kisa bir tamimi  yapilir.

Metodun uygulanmast igin iki Ornek
problem verilir. Bu 06rnekte singulerlik
ozelligi veren terim denklemde bulunan
her terim ile ¢arpilir. Diferansiyel
dontisim metodu ile denklemdeki her
terimin diferansiyel doniistimleri bulunur.

Bulunan diferansiyel doniistimler
denklemde yerlerine yazilir ve tekrar
bagintisi elde edilir. Matematik programi
kullanilarak ~ diferansiyel doniistim
katsayilar1 olan Y(k) degerleri k =
0,1, 2,3, ...i¢in hesaplanir. Son olarak bu
katsayilar seri aciliminda yazilir ve
yaklagik ¢ozlm elde edilir. Bu ¢oztimlere
farkli € ve t degerleri verilerek tam
¢Oziim, yaklagik ¢oziim ve hata degerleri
bulunur.  Sonuclar tablo ve grafikler
Uzerinde gosterilir. Boylece metodun
singller pertirbe singiler denklemleri
¢cozebilme etkinligi sunulmus olur.

Diferansiyel Déniigiim Metodu

Bu kisimda, bir boyutlu
diferansiyel doniisim metodu kisaca
tanitilir ve bazi teoremler sunulur.

y(t) orijinal fonksiyonunun T —
dontisiim fonksiyonu altindaki goriintiisii

Y(k) doniisim  fonksiyonu olarak
asagidaki bigimde tanimlanir:
1 [d*y(®)

0= ] - ®

Y(k) dontsim fonksiyonunun ters
diferansiyel doniisiimii ise

y()= ) Ytk =Y(0) +Y (1)t

+Y(2)t2 +Y(3)t3 + - 4)
olarak tanimlanur.

Yukarida  verilen  ifadelerden
diferansiyel dontisumun  Taylor  seri
acilimindan tiiretildigi kolayca
anlagilmaktadir.

Asagida verilen teoremler ise
ornek ¢ozlmlerinde diferansiyel
denklemin terimlerine karsilik gelecek
diferansiyel dontisiimleri gostermektedir.
Bu teoremler diferansiyel doniislim
tanimindan elde edilir ve ispatlar
calismanin kaynaklarinda gorulebilir.
Teorem

Eger f(t) = di—(tt) ise
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F(k)=(k+1)G(k+1).
Teorem
d?g(t)

Eger f(t) = iz ise
F(k) =(k+2)(k+1)G(k + 2).
Teorem

Eger f(t) =ty'(t) ise
k

F(k) = Z 5=k —7+1)G(k

—r+1).
Teorem
Eger f(t) = tsinh(t) ise
i 1(k=7)
Fk) = z 5(r—1
(k)= ) 5= Dg—p;
")
_ 1V
1k ,(k—1) tekise
G—ry | k=T
0, (k—r) ciftise
Teorem
Eger f(t) = tcosh(t) ise
k 10e=1)
F(k) = Z 5 =gy,
" -n)
_ 1YV
1n) _ ,(k—r1) cift ise
=y k=)
0, (k—r) tekise
Diferansiyel ~ Doéniisiim  Metodunun

Singuler perturbe Singuler Diferansiyel
Denklemlere Uygulanmasi

Ornek 1. Singuler pertirbe singtler
diferansiyel denklem,

" 1\ , ¢t
—ey + (1 —;)y —5y=0, (5
sinir degerleri,
y(0) =0, y(1) == (6)
ve tam ¢ozumi

) = 1 1 —t +t?
YW =577 2%\ T2/

ile wverilen siir deger
diferansiyel doniigiim
kullanilarak ¢6ziimii:
Oncelikle (5) denklemi asagidaki gibi t
ile carpilir

probleminin
yontemi

" Vi 1
—ety +(t-1Dy' —sy=0, ()

Sonra (7) denklemdeki her bir terime

karsilik gelen diferansiyel doniisiim
fonksiyonlarin1  teoremler yardimiyla
bulunur.

—ety"(t) » —ek(k + 1Y (k + 1)
ty'(t) —y'(t) » kY (k) — (k + DY (k
+1)

k
1
Sy 5y S0 =DV (k=7)
r=0
1
= EY(k -1

Bulunan bu diferansiyel
dontigiimleri (7) denkleminde yazilirsa
asagidaki tekrar bagintisi elde edilir:

kY (k) =5 (k = 1)
G+ D+ D

Y(k+1) = )

Burada k =0,1,2,3,4... degerleri (8)
tekrar bagintisinda yazilirsa Y (2),Y(3),
Y(4),Y(5) ... diferansiyel doniigiimleri
elde edilir. Y(0) ve Y(1) icin y(0) =0
ve y'(0) = c, baslangic kosullar1 (4)
denkleminde yazilirsa Y(0)=0 ve
Y (1) = c elde edilir. Tekrar bagintisi ile

Y(1) — 3 ¥(0)

Y@ ==+
= 0.1332400519

Y(2) - 1v(D)
Y(3) = —— 2
3(2¢ + 1)
— 0.04428037653
ROk Y@
43 +1)
— 0.01650575863

diferansiyel dontisimleri elde edildikten
sonra (4) serisinde yerlerine yazilirsa,

Yprm = 0.2667465839t
+0.1332400519¢2
+ 0.04428037653t3
+0.01650575863t* + ---
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seri ¢0zumu bulunur. & = 0.001 igin seri
¢oziimden elde edilen yaklasik ¢6ziim
egrisi Sekil 1, tam ¢oziim egrisi Sekil 2
ile verilir. Sekil 3’te ise yaklagik ve tam
¢Ozlim egrileri 2 boyutlu (Yaklasik ve
tam ¢GzUm-b) ve ii¢ boyutlu (Yaklasik ve
tam ¢6zum-a) olarak gosterilir.

Yaklasik ve tam ¢6zlim-a

Sekil 1. € = 0.001 icin yaklasik ¢6ziim.

v !
LEE —
o
o
e -
ol
L i e
0T e
[ s e
L R 0.6
v B4 T T OB
o5 1

5
.4
0.3

0.2

o D2 n_dln_ﬁ P 1

Yaklasik ve tam ¢6ziim-b

Sekil 2. € = 0.001 igin tam ¢6zum egrileri.

Sekil 3. € = 0.001 i¢in yaklasik ve tam ¢6zim
egrileri.

Cizelge 1. £ = 0.001 igin tam ¢6ziim, DTM ¢6ziimii ve hata degerleri.

t Tam ¢0zum DTM ¢6zum Hata
0.0 0.0000000000 0.0000000000 0.0000000000
0.1 0.0263270393 0.0280530836 0.0017260443
0.2 0.0555755552 0.0590628114 0.0034872562
0.3 0.0882615434 0.0933716348 0.0051100914
0.4 0.1250299991 0.1313976859 0.0063676868
0.5 0.1666979157 0.1736722018 0.0069742861
0.6 0.2143157134 0.2209100735 0.0065943601
0.7 0.2692570185 0.2741600074 0.0049029889
0.8 0.3333533329 0.3351767723 0.0018234394
0.9 0.4091021589 0.3351767723 0.0739253866
1.0 0.5000000000 0.4999999998 0.0000000002

Cizelge 1’de, € = 0.001 ve t’nin farkli
degerleri icin tam ¢6ziim, yaklasik ¢6ziim
(DTM  ¢6ziim) ve hata degerleri
gosterilmistir.

Ornek 2. Singiler pertirbe singiler
baslangic¢ deger problemi,

—ey"(6) +7y() = £(1) )

y(©) =0, y(0)=0  (10)
tam ¢Ozumu ise
y(t) = tsinh(t).
Burada
f(t) = (1 — et)sinh(t) — 2¢ cosh(t)

bicimindedir.

257

Yiiziincii Y1l Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi/ Journal of the Institute of Natural & Applied Sciences



Arslan

(9)-(10) probleminin ¢6zimd icin ilk
adim olarak (9) denklemi t ile ¢arpilir.
—ety” +y = t(1 — et)sinh(t) —
2¢t cosh(t) (12)
Sonra (11) denklemindeki tim terimler

icin diferansiyel doniistim fonksiyonlari
teoremler yardimiyla elde edilir.

y(t) = Y(k)

—ety"(t) » —ek(k + DY (k + 1)
1(k=1) .

tsinh(t) » { e’ K~ D tekise

0, (k—1) giftise
gl(k—Z)

StZSinh(t) N (k — 2)| ’ (k - 2) tek
0, (k —2)ift
2611 ,
2etcosh(t) = (k— D!’ (k—1) cift

0, (k—1) tek

elde edilen bu diferansiyel doniistimler
(11) denkleminde yazilirsa asagidaki
tekrar bagintis1 bulunur:

Y(5)—0+z+%
k =5, Y(6) = 30e
k=6,78,.. icin bu sekilde devam
ederek diferansiyel doniisimler elde

edilir ve (4) serisinde yerlerine yazilirsa,

Yprm = 0.99899999900t2
—0.16.1075¢3
+ 0.16653t* + 0.0096t°>
seri ¢0zumu elde edilir. € = 0.001 igin
yaklasik ¢oziim egrisi Sekil 4, tam ¢6ziim
egrisi Sekil 5 ile verilir. Sekil 6’da ise
yaklasik ve tam ¢Ozlim egrileri gosterilir.

oS
eENARS-

Y(k+1) =
k-1tekise g_ptekise K-1lSiftise
1 £ 2¢€
YO - ta=o t =1
ek(k+1)

bu tekrar bagmtisinda k =0,1,2,3,4 ...
icin Y(3), Y(4), Y(5),.. diferansiyel
dontisiimleri elde edilir. Y(0), Y(1) ve
Y(2) igin y(0)=0, y'(0)=0 ve
y"(0) =d (d, sonlu sabit) baslangic
kosullar1 (4) denkleminde yazilirsa
Y(0)=0 , Y(1))=0 ve Y(2)=d
bulunur. Yukaridaki tekrar bagintist ile

Y(2)-1+0+0

k=2, Y(3) = G
Y3)—-0+¢e+¢
k=3, Y(4) = —
Y(#) — 2 +0+0
k=4, Y(5)=

20¢e

e U 2
o Tna
e il X
¥ o.8 Pige e T .
1

Yaklasik ve tam ¢6zim

1]
0.8
0.6
0.4
0.2

[ i : .
¢ 02 04 06 08 1

Yaklasik ve tam ¢6zim

Sekil 6. ¢ = 0.001 i¢in yaklasik ve tam ¢6zim
egrisi.
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Cizelge 2’de € = 0.001 igin t’ye verilen DTM ¢Oziimii ve hata degerleri

farkli degerlerden elde edilen tam ¢oziim,  verilmistir.

Cizelge 2. £ = 0.001 i¢gin tam ¢6ziim, DTM ¢6ziimii ve hata degerleri.

t Tam ¢6zUm DTM ¢6zUm Hata

0.0 0.0000000000 0.0000000000 0.0000000000
0.1 0.0100166750 0.0100067473 0.0000099277
0.2 0.0402672005 0.0402295068 0.0000376937
0.3 0.0913560880 0.0912821769 0.0000739111
0.4 0.1643009303 0.1642013680 0.0000995623
0.5 0.2605476528 0.2604579225 0.0000897303
0.6 0.3819921493 0.3819684348 0.0000237145
0.7 0.5310085913 0.5311067713 0.0000981800
0.8 0.7104847858 0.7107155904 0.0002308046
0.9 0.9238650534 0.9241178625 0.0002528091
1.0 1.1752011940 1.1752011750 0.0000000190

Sonug

Calismada, diferansiyel doniigim Ertlrk, V.S., 2007. Differential transform

yonteminin singller pertlirbe singuler
baslangic ve smir deger problemlerini
gayet kolay ve akict bir proses ile
¢ozdiigii  gosterilmistir.  1ki  drnek
uygulamasindan elde edilen veriler tablo
ve grafiklerle sunulmustur. Sonugclar
gosterir ki kullanilan metot hizli ve
guvenilirdir.
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