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ÖZ 
 

Kaba küme teorisinin temeli bilgi sistemlerine dayanır. Bilgi sistemlerinin yapısı matematiksel anlamda özel bir bağıntı 

türü olan denklik bağıntısı ile yakından ilişkilidir. Kaba küme yaklaşımı eksik ya da belirsiz bilgiyle ilgilenir ve temel bir 

bilim dalı olan matematiği merkezine alarak etkin bir şekilde kullanır. Belirsizliğin yapılandırılmasında yaklaşım opera-

törleri önemli rol üstlenirler. Tam bu noktadan başlayarak, yaklaşım operatörleri ve matematiğin önemli bir dalı olan 

topoloji arasında bağlantı kurulmaktadır. Bu çalışmada temel topolojik kavramlar ile kaba küme teorisinde yer alan 

kavramların benzerlikleri karşılaştırmalı olarak verilecektir. Pawlak yaklaşım uzaylarında dual çift oluşturan alt ve üst 

yaklaşım operatörlerinin genelleştirilmesi ve aralarındaki ilişkiler incelenecektir.  
 
Anahtar Kelimeler: Kaba küme, Yaklaşım uzayı, Alt yaklaşım, Üst yaklaşım, Genelleştirilmiş yaklaşım uzayı 
 

Topological Structure of Pawlak Approximation Spaces and 
Generalized Rough Sets 

 
ABSTRACT 
 

The rough set theory is based on the foundation information systems. The structure of information systems is closely 

related to the equivalence relation, which is a special type of relation in mathematical sense. Rough set approximation 

is concerned with imperfect or vague information and taking the fundamental science center, which uses mathematics 

effectively. Approximation operators play an important role in constructing uncertainty. Beginning at this point, there is 

a connection between the approximation operators and the topology, which is an important branch of mathematics.  In 

this study, the similarities of basic topological concepts and concepts in rough set theory will be given comparatively.  
The generalization of the lower and upper approximation operators forming the dual pair in Pawlak approx-

imation spaces and the relations between them will be examined. 
 
Keywords: Rough set, Approximation space, Lower approximation, Upper approximation, Generalized approxima-

tion space 
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GİRİŞ 
 
Kaba küme teorisi belirsizliği ifade etmek amacıyla ma-
tematiksel temellere dayanan bir yaklaşım olarak Polon-
yalı Bilim İnsanı Pawlak tarafından verilmiştir (Pawlak, 
1982). Pawlak’ın kaba küme yaklaşımının başlangıcı 
bilgi sistemlerine kadar uzanır. En sade anlatımla bir 
bilgi sistemi; nesneler kümesi ile özelliklerden oluşan 
küme arasındaki ilişkinin bir tabloya aktarıldığı yapı ola-
rak düşünülebilir. Nesnelerin ve özelliklerin eşleştirilmesi 
matematiksel anlamda bir bağıntıya karşılık gelir. Bu ba-
ğıntının sıradan olmaması ve bazı özelliklere sahip ol-
ması beklenir. Pawlak anlamında kaba küme yaklaşımı-
nın ya da kısaca kaba küme yaklaşımının temelini özel 
bir bağıntı türü olan denklik bağıntısı oluşturur. Amacı bir 
evrensel kümenin herhangi bir altkümesi verildiğinde, alt 
yaklaşım ile üst yaklaşım adı verilen yaklaşım operatör-
leri yardımıyla bu altkümenin karakterize edilmesi esa-
sına dayanır. Bir başka ifadeyle, kaba küme teorisi, var 
olan veriyle belirlenemeyen kümelerin yaklaşımda bulu-
narak tanımlanması ilkesine dayanmaktadır. Bir bilgi sis-
teminde görünmeyen ya da gizli kalmış bilginin alt ve üst 
yaklaşımlar kullanılarak açığa çıkarılması da ilgili teori-
nin ana yapısı içinde yer almaktadır. Bu yaklaşımda is-
tatistiksel bilgilere gereksinme duyulmaması teorinin 
farklı alanlarda kullanılabilirliğini ve yaygınlığını genişlet-
mektedir. Uygulama alanları arasında yapay zeka, ma-
kine öğrenmesi, veri madenciliği, uzman sistemler, biyo-
informatik ve tıp sayılabilir (Pawlak, 2002; Skowron ve 
ark., 2002; Swiniarski ve Skowron, 2003; Tsumoto, 
2004; Slimany, 2013; Riki ve Rezaei, 2014). Kaba küme 
teorisi iki önemli açıdan incelenir. Birincisi yapısal yön-
temler, ikincisi cebirsel yöntemlerdir. Yapısal yöntemle-
rin içeriğinde bir evrensel küme üzerinde tanımlanan ba-
ğıntılar, bir evrensel kümenin örtüleri ve ayrışımları, 
komşuluk sistemleri ve örgüler yer almaktadır (Yao, 
1996, 1998a, 1998b). Cebirsel yöntemlerin içinde ise alt 
ve üst yaklaşım operatörleri bulunmaktadır. Pawlak an-
lamında kaba küme yaklaşımının genelleştirilmesi dü-
şüncesi çeşitli doğrultularda ortaya konulmuştur. Bunlar 
birbirlerine eşdeğer olan yapılardır ve üç başlık altında 
toplanırlar (Yao, 2003). Birincisi eleman-tabanlı, ikincisi 
tanecik-tabanlı ve üçüncüsü olarak altsistem-tabanlı ta-
nımlar olarak verilirler. Eleman-tabanlı tanımın esası 
denklik bağıntısının yerine herhangi bir bağıntının alın-
masıyla genelleştirme yapılmasıdır. Tanecik-tabanlı ge-
nelleştirme ayrışıma karşılık örtü alınarak yapılır. Alt-sis-
tem tabanlı tanımda ise bir alt sistem kullanılarak Boole 
Cebirine genelleştirme yapılır. 
 
Topolojik uzay en basit anlamıyla belirli özellikleri sağla-
yan kümeler ailesidir ve bu aileye ait her eleman açık 
küme olarak adlandırılır. Matematiğin önemli alanların-
dan biri olan topoloji hem geometri ile analiz alanlarını 
içeren hem de bilgi sistemleri ile kaba kümeleri araştır-

mak için önemli bir matematiksel araçtır.  Kaba küme te-
orisinin temel kavramlarının bazı topolojik kavramlarla 
olan benzerliğinden hareketle kaba kümeler ile topoloji 
arasında ilişki kurulmuştur (Vlach, 2008). Boş olmayan 
bir küme verildiğinde, bu kümenin herhangi bir ayrışımı 
bu küme üzerindeki topolojinin tabanıdır. Aynı zamanda 
ayrışımdan yola çıkılarak denklik bağıntısına geçiş yapı-
labilir. Özel bir bağıntı türü olarak denklik bağıntısı ise 
kaba küme teorisinin temel dayanağını oluşturur ve ça-
lışmalar için sınırlayıcı bir durum yaratır. Örneğin evren-
sel küme olarak ülkemizdeki tüm illeri düşünelim ve her-
hangi iki şehir arasında komşu olma bağıntısını tanımla-
yalım. Bu bağıntıya göre Antalya Burdur’a ve Burdur da 
Afyon’a komşudur. Ancak Antalya Afyon’a komşu değil-
dir. İller kümesi üzerinde komşu olma bağıntısı geçişme 
özelliğini sağlamadığından bir denklik bağıntısı değildir.  
Bilinen bu gerçeği uygulamalarda daha etkin kullanabil-
mek için denklik bağıntısı yerine, daha zayıf özellikleri 
bulunan bağıntılarla çalışmalar yapılarak kaba kümele-
rin genelleştirilmesi yoluna gidilmiştir (Zhu 2007a, 
2007b). Bu çalışmada hem denklik bağıntısından indir-
genen kaba kümelerin hem de herhangi bir bağıntıdan 
indirgenen genelleştirilmiş kaba kümelerin topolojik özel-
likleri bir araya getirilecektir. 
 
Bu makalede, Pawlak yaklaşım uzayı ile topolojik uzay-
lar arasındaki ilişkiler incelenecektir. İlk olarak bağıntının 
tanımı ve çeşitli bağıntı türleri verildikten sonra, alt ve üst 
yaklaşım operatörleri, Pawlak yaklaşım uzayı, tanımla-
nabilir olma ve kaba küme kavramları ifade edilecektir. 
Daha sonra, kaba küme teorisinin başlangıç noktası 
olan bilgi sisteminden ve ayırt edilemezlik bağıntısından 
söz edilecektir. Ayrıca, topolojinin iç, kapanış ve sınır 
gibi temel kavramlarının kaba küme teorisinde yer alan 
kavramlarla olan benzerlikleri üzerinde durulacaktır. Son 
olarak, denklik bağıntısına dayalı Pawlak kaba küme 
yaklaşımı yerine herhangi bir bağıntı alındığında oluştu-
rulan ve adına genelleştirilmiş yaklaşım uzayı adı verilen 
yapının özelliklerine değinilecektir. 
 
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR 
 
𝑈 boş olmayan herhangi bir küme olmak üzere 𝑈 × 𝑈 

çarpım kümesinin herhangi bir 𝑅 alt kümesine 𝑈 üze-
rinde bir bağıntı karşılık gelir. Aksi belirtilmediği sürece, 
𝑈 kümesi üzerinde bir 𝑅 bağıntısı yerine kısaca 𝑅 nin bir 

bağıntı olduğunu ifade edilecektir. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 için (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 

olması 𝑥 elemanını 𝑅 bağıntısı ile 𝑦 elemanıyla ilişkili ol-
masını ifade eder ve durum için 𝑥𝑅𝑦 gösterimi kullanılır. 

𝑅 bir bağıntı olsun. 𝑅 nin ters bağıntısı {(𝑥, 𝑦) ∶ (𝑦, 𝑥) ∈
𝑅} kümesi olarak tanımlanır ve 𝑅−1 ile gösterilir. Bir 𝑈 
kümesi üzerindeki birim ya da özdeşlik bağıntısı 
{(𝑥, 𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝑈} kümesi ile verilir. Bu kümeye 𝑈 nun kö-
şegeni denir ve ∆𝑈 ile gösterilir (Bülbül, 2014) .  Bazı özel 
bağıntı türleri aşağıda verilmiştir (Pei ve ark., 2011; Yu 
ve Zhan, 2014);    
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i. Her 𝑥 ∈ 𝑈 için 𝑥𝑅𝑥 ise 𝑅 bağıntısı yansımalıdır. 

ii. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 için  𝑥𝑅𝑦 ⟹ 𝑦𝑅𝑥 ise R bağıntısı simet-
riktir. 

iii. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑈 için (𝑥𝑅𝑦  ve 𝑦𝑅𝑧)  ⟹ 𝑥𝑅𝑧  ise R ba-
ğıntısı geçişlidir. 

iv. Her 𝑥 ∈ 𝑈 için  𝑥𝑅𝑦 olacak şekilde bir 𝑦 ∈ 𝑈 varsa R 
bağıntısı serialdir. 

v. Her 𝑥 ∈ 𝑈 için  𝑦𝑅𝑥 olacak şekilde bir 𝑦 ∈ 𝑈 varsa R 
bağıntısı ters serialdir. 

𝑅, 𝑆 ⊆ 𝑈 × 𝑈 iki bağıntı olsun. 𝑅 ile 𝑆 nin bileşkesi  𝑈 kü-
mesi üzerinde bir bağıntıdır ve 

𝑆 ∘ 𝑅 = {(𝑥, 𝑧) ∶  (∃𝑦 ∈ 𝑈) [(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 𝑣𝑒 (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑆]} 
olarak tanımlanır.  

 
Özel olarak 𝑅 = 𝑆 alınarak, bir 𝑅 bağıntısının bütün kuv-

vetleri (bileşkeleri) 𝑅1 = 𝑅 ve 𝑛 ∈ ℕ+ olmak üzere 

𝑅𝑛+1 = 𝑅𝑛 ∘ 𝑅 ile hesaplanır (Bülbül, 2014). Bir 𝑅 bağın-

tısını içeren en küçük geçişli bağıntıya 𝑅 nin geçişli ka-
panışı adı verilir ve 𝑡(𝑅) ile gösterilir. Bir 𝑅 bağıntısı için 

𝑡(𝑅) = 𝑅 ∪ 𝑅2 ∪ … dir. Ayrıca geçişli kapanış tanımının 

doğal bir sonucu olarak 𝑅 ⊆ 𝑡(𝑅) dir (Yu ve Zhan, 2014). 
 
𝑅 bağıntısı yansımalı, simetrik ve geçişli olma özellikle-

rini sağlıyorsa denklik bağıntısı olarak adlandırılır. 𝑅 bir 
denklik bağıntısı ve 𝑥 ∈ 𝑈 olsun. 𝑥 elemanının 𝑅 bağın-

tısına göre denklik bölüğü [𝑥] = {𝑦 ∈ 𝑈 ∶ 𝑥𝑅𝑦} olarak ta-

nımlanır. 𝑈 nun her 𝑥 elemanının 𝑅 denklik bağıntısına 

göre denklik bölüklerinin oluşturduğu {[𝑥]: 𝑥 ∈ 𝑈} küme-
sine bölüm kümesi denir ve 𝑈/𝑅 ile gösterilir. 𝑈/𝑅 bölüm 

kümesi 𝑈 evrensel kümesinin bir ayrışımıdır (Bülbül, 

2014). Tersine bir 𝑈 kümesinin herhangi bir ayrışımı ve-
rildiğinde, bu ayrışıma karşılık gelen bir denklik bağıntı-
sının var olduğunu belirtelim. 𝑅 bir denklik bağıntısı ol-

mak üzere, (𝑈, 𝑅) ikilisine Pawlak yaklaşım uzayı denir 

(Pawlak, 1991). (𝑈, 𝑅) bir Pawlak yaklaşım uzayı, 𝑈 kü-
mesinin bütün altkümelerinin ailesi yani kuvvet kümesi 
𝑃(𝑈) ve bir 𝑋 ⊆ 𝑈 altkümesi verilsin. 𝑎𝑝𝑟 ∶ 𝑃(𝑈) → 𝑃(𝑈),

𝑎𝑝𝑟(𝑋) = {𝑥 ∈ 𝑈 ∶ [𝑥] ⊆ 𝑋} ile tanımlanan  𝑎𝑝𝑟 dönüşü-

müne alt yaklaşım operatörü,  𝑎𝑝𝑟(𝑋) kümesine de 𝑋 in 

alt yaklaşımı denir.  𝑎𝑝𝑟(𝑋) kümesine ait nesneler kesin-

likle 𝑋 kümesine aittir, yani 𝑎𝑝𝑟(𝑋) ⊆ 𝑋 dir.  𝑎𝑝𝑟(𝑋) ∶

𝑃(𝑈) → 𝑃(𝑈), 𝑎𝑝𝑟(𝑋) = {𝑥 ∈ 𝑈 ∶ [𝑥] ∩ 𝑋 ≠ ∅} eşitliği ile 

verilen  𝑎𝑝𝑟(𝑋) dönüşümüne üst yaklaşım operatörü, 
 𝑎𝑝𝑟(𝑋) kümesine de 𝑋 in üst yaklaşımı adları verilir.  

𝑎𝑝𝑟(𝑋) kümesi ise 𝑋 kümesinde olması muhtemel nes-

nelerden oluşur, yani 𝑋 ⊆ 𝑎𝑝𝑟(𝑋) dir. Verilen alt ve üst 
yaklaşım operatörleri eşdeğer olarak, sırasıyla 𝑎𝑝𝑟(𝑋) =

∪ {[𝑥] ∈ 𝑈/𝑅 ∶ [𝑥] ⊆ 𝑋} ve  𝑎𝑝𝑟(𝑋) =∪ {[𝑥] ∈ 𝑈/𝑅 ∶ [𝑥] ∩
𝑋 ≠ ∅} eşitlikleriyle de karakterize edilirler. Bir 𝑋 ⊆ 𝑈 alt-
kümesinin pozitif bölgesi 𝑃𝑂𝑆(𝑋) = 𝑎𝑝𝑟(𝑋), negatif böl-

gesi 𝑁𝐸𝐺(𝑋) = 𝑈 \ 𝑎𝑝𝑟(𝑋) kümeleri ile tanımlanırlar. 

Pozitif bölgeye ait nesneler kesinlikle 𝑋 kümesine aittir. 
Negatif bölge kesin olarak 𝑋 kümesine ait olmayan, yani 

kesin olarak 𝑋 kümesinin tümleyeninde yer alan nesne-

lerden oluşur (Pawlak, 1982, 1991). Bir (𝑈, 𝑅) Pawlak 
yaklaşım uzayında tanımlanabilirlik kavramı oldukça 
önemlidir. Bir kümenin tanımlanabilir olması o kümenin 
denklik bölüklerinin birleşimi olarak yazılması ile karak-
terize edilir. Doğal olarak bu tanıma uyan iki kavram alt 
ve üst yaklaşım operatörleridir. Bir diğer ifadeyle, her-
hangi bir 𝑋 ⊆ 𝑈 altkümesi için  𝑎𝑝𝑟(𝑋) ve   𝑎𝑝𝑟(𝑋) küme-

leri tanımlanabilirdir. Ayrıca tanımlanabilir olmayan kü-
meye tanımlanamaz veya kaba küme denir. Herhangi bir 
𝑋 ⊆ 𝑈 altkümesinin kaba olması 𝑎𝑝𝑟(𝑋) ≠  𝑎𝑝𝑟(𝑋) ile 

ifade edilir (Pawlak, 1991; Yao, 1996; 1998b). 
  
KABA KÜMELERİN BAŞLANGICI OLARAK BİLGİ 
SİSTEMLERİ 
 

Nesnelerin sonlu bir kümesi 𝑈 ve özelliklerin sonlu bir 

kümesi 𝑉 olmak üzere 𝑆 = (𝑈, 𝑉) ikilisine bir bilgi sistemi 
adı verilir (Pawlak, 1982). Bir 𝑆 = (𝑈, 𝑉) bilgi sisteminde 

her bir 𝑎 ∈ 𝑉 özelliği,  

𝑎 ∶ 𝑈 → 𝑉𝑎 
𝑥 ↦ 𝑎(𝑥) 

olarak tanımlanır ve özellik fonksiyonu olarak adlandırı-
lır. Özellikler kümesi 𝑉 nin boş olmayan her bir 𝐵 altkü-
mesi için 

𝐼𝑁𝐷(𝐵) = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 × 𝑈 ∶  ∀a ∈ B , a(x) = a(y)} 
ile bir bağıntı tanımlanabilir. 𝐼𝑁𝐷(𝐵) bağıntısı yansıma, 

simetri ve geçişme özelliklerini sağladığından 𝐵 altkü-

mesi üzerinde bir denklik bağıntısı oluşturur. 𝐼𝑁𝐷(𝐵) 
özel olarak ayırt edilemezlik bağıntısı olarak adlandırılır 
(Pawlak, 1982). O halde özellikler kümesinin her bir alt-
kümesi nesneler kümesi üzerinde  bir denklik bağıntısı 
tanımlar. Bu bağıntıya göre iki nesnenin eşdeğer olması; 
altküme üzerinde aynı özellik değerlerine sahip olma-
sıyla tanımlanır. Basit bir bilgi sistemi 𝑆 = (𝑈, 𝑉) Tablo 1 
de verilmiştir. Bu bilgi sisteminin nesneler kümesi 7 kişi-
den oluşmakta ve tablonun satırlarında yer almaktadır. 
O halde evrensel küme 𝑈 = {𝑥1𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7} dir. 
Özellikler kümesinde ise bu kişilere ait yaş (YŞ) ve yü-
rüme performansları (YP) yer almaktadır, gösterim ola-
rak 𝑉 = {𝑌Ş, 𝑌𝑃} kümesidir. Özellikler kümesi 𝑉 tablonun 

sütunlarında gösterilir. 𝑆 = (𝑈, 𝑉) bilgi sisteminin girdileri 
nesnelere karşılık gelen özelliklerin bilgisinden oluşmuş-
tur (Suraj, 2004). 
 

Tablo 1. Basit bir bilgi sistemi 
Nesneler  
Özellikler 

Yaş Yürüme 
Performansı 

𝑥1 16-30 50 

𝑥2 16-30 0 

𝑥3 31-45 1-25 

𝑥4 31-45 1-25 

𝑥5 46-60 26-49 

𝑥6 16-30 26-49 

𝑥7 46-60 26-49 
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Tablo 1 de 𝑥3 ve 𝑥4 ile 𝑥5 ve 𝑥7 nesneleri tam olarak aynı 
özellik değerlerini almaktadır (Suraj, 2004). Bu nesneler 
verilen YŞ ve YP özellikleri kullanıldığında ikişer ikişer 
ayırt edilemezdir. Bilgi sistemine dayalı 𝐼𝑁𝐷 denklik ba-
ğıntısının Pawlak yaklaşım uzayında 𝑅 denklik bağıntısı 
ile özdeşleştirildiği kolayca görülmektedir. Ayrıca, Tablo 
1 de yer alan bilgi sisteminin özellikler kümesinin boş ol-
mayan bütün altkümeleri {𝑌Ş, 𝑌𝑃}, {𝑌Ş} ve {𝑌𝑃} dir. Kı-

saca 𝑃(𝑉)\∅ = {{𝑌Ş, 𝑌𝑃}, {𝑌Ş}, {𝑌𝑃}} ailesidir. Her bir alt-
kümeye karşılık gelen ayrışımlar ya da ayırt edilemezlik 
bağıntıları Tablo 2 de verilmiştir (Suraj, 2004). 
 

Tablo 2. Ayırt edilemezlik bağıntıları 

𝑃(𝑉)\∅                 IND 

{𝑌Ş} {{𝑥1, 𝑥2, 𝑥6}, {𝑥3, 𝑥4}, {𝑥5, 𝑥7}} 

{𝑌𝑃} {{𝑥1}, {𝑥2}, {𝑥3, 𝑥4}, {𝑥5, 𝑥6, 𝑥7}} 

{𝑌Ş, 𝑌𝑃} {{𝑥1}, {𝑥2}, {𝑥3, 𝑥4}, {𝑥6}, {𝑥5, 𝑥7}} 

 
İlk olarak 𝑋1 = {𝑥3, 𝑥4} ⊆ 𝑈 altkümesi {𝑌Ş} özelliğine 
bağlı olarak düşünülürse 𝑎𝑝𝑟(𝑋1) = {𝑥3, 𝑥4} = 𝑎𝑝𝑟(𝑋1) 

dir. O halde {𝑌Ş} özelliğine bağlı olarak 𝑋1 = {𝑥3, 𝑥4} kü-
mesi tanımlanabilirdir. 𝑋1 = {𝑥3, 𝑥4} altkümesinin pozitif 

bölgesi 𝑃𝑂𝑆(𝑋1) = {𝑥3, 𝑥4} ve negatif bölgesi 𝑁𝐸𝐺(𝑋1) =
{𝑥1, 𝑥2, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7} kümesidir. Aynı 𝑋1 = {𝑥3, 𝑥4} kümesi 

{𝑌𝑃} ve {𝑌Ş, 𝑌𝑃} özellikleriyle ele alındığında yine tanım-

lanabilir olmaktadır. Şimdi bir diğer 𝑋2 = {𝑥2, 𝑥4, 𝑥5} ⊆ 𝑈 
altkümesi yine {𝑌Ş} özelliğine bağlı olarak göz önüne 

alınsın. Bu durumda 𝑎𝑝𝑟(𝑋2) ≠  𝑎𝑝𝑟(𝑋2) olur; yani 𝑋2 =

{𝑥2, 𝑥4, 𝑥5} altkümesi {𝑌Ş} özelliğine bağlı olarak tanımla-
namaz ya da eşdeğer olarak kaba kümedir. Benzer ola-
rak, 𝑋2 = {𝑥2, 𝑥4, 𝑥5} altkümesi hem {𝑌𝑃} hem de 

{𝑌Ş, 𝑌𝑃} özellikleriyle tanımlanamaz olduğundan kabadır 
(Suraj, 2004). 
 
Pawlak Yaklaşım Uzayının Özellikleri 
 
(𝑈, 𝑅) bir Pawlak yaklaşım uzayı, 𝑋, 𝑌 ⊆ 𝑈 ve 𝑋 kümesi-

nin tümleyeni   𝑈\𝑋 olmak üzere, alt ve üst yaklaşım 
operatörlerinin sağladığı özellikler Tablo 3 de verilmiştir 
(Pawlak, 1991). 
 

Tablo 3. Alt ve üst yaklaşım operatörlerinin sağladığı özellikler 

𝐴1.  𝑎𝑝𝑟(𝑋) =  𝑈 \ 𝑎𝑝𝑟 (𝑈\ 𝑋) 𝑈1.  𝑎𝑝𝑟 (𝑋) =  𝑈 \ 𝑎𝑝𝑟 (𝑈\ 𝑋). 

𝐴2.   𝑎𝑝𝑟(𝑈) =  𝑈 𝑈2.  𝑎𝑝𝑟  (∅) =  ∅ 

𝐴3.  𝑎𝑝𝑟(𝑋 ∩ 𝑌) = 𝑎𝑝𝑟(𝑋) ∩ 𝑎𝑝𝑟(𝑌) 𝑈3.  𝑎𝑝𝑟 (𝑋 ∪ 𝑌) = 𝑎𝑝𝑟 (𝑋) ∪ 𝑎𝑝𝑟 (𝑌) 

𝐴4. 𝑎𝑝𝑟(𝑋) ∪ 𝑎𝑝𝑟(𝑌) ⊆ 𝑎𝑝𝑟(𝑋 ∪ 𝑌) 𝑈4.  𝑎𝑝𝑟 (𝑋) ∩ 𝑎𝑝𝑟 (𝑌) ⊆ 𝑎𝑝𝑟 (𝑋 ∩ 𝑌) 

𝐴5.  𝑋 ⊆ 𝑌 ⟹ 𝑎𝑝𝑟(𝑋) ⊆ 𝑎𝑝𝑟(𝑌) 𝑈5.  𝑋 ⊆ 𝑌 ⟹ 𝑎𝑝𝑟 (𝑋) ⊆ 𝑎𝑝𝑟 (𝑌) 

𝐴6.  𝑎𝑝𝑟(∅) = ∅ 𝑈6.  𝑎𝑝𝑟 (𝑈) = 𝑈 

𝐴7.  𝑎𝑝𝑟(𝑋) ⊆ 𝑋 𝑈7.  𝑋 ⊆  𝑎𝑝𝑟(𝑋). 

𝐴8.  𝑋 ⊆ 𝑎𝑝𝑟 𝑎𝑝𝑟(𝑋) 𝑈8.  𝑎𝑝𝑟 𝑎𝑝𝑟(𝑋) ⊆ 𝑋 

𝐴9.  𝑎𝑝𝑟(𝑋) = 𝑎𝑝𝑟 𝑎𝑝𝑟(𝑋) 𝑈9.  𝑎𝑝𝑟(𝑋) = 𝑎𝑝𝑟 𝑎𝑝𝑟(𝑋) 

𝐴10.  𝑎𝑝𝑟(𝑋) =  𝑎𝑝𝑟 𝑎𝑝𝑟(𝑋) 𝑈10.  𝑎𝑝𝑟 (𝑋) = 𝑎𝑝𝑟  𝑎𝑝𝑟(𝑋) 

 
 
Yukarıda verilen Tablo 3 de yer alan (A1) ve (U1) özel-
liklerinden alt ve üst yaklaşım operatörlerinin birbirlerinin 
dual kavramları olduğu kolaylıkla görülmektedir. 
  

Kümeler teorisinde iyi bilinen 𝑋 ∪ (𝑈 \ 𝑋) = 𝑈 ve 𝑋 ∩
(𝑈 \ 𝑋) = ∅ eşitliklerinin Pawlak yaklaşım uzayındaki 
karşılıkları Tablo 4 de verilmiştir (Pawlak, 1991). 

Tablo 4.Eşitliklerin Pawlak yaklaşım uzayındaki karşılıkları 

𝑎𝑝𝑟 (𝑋) ∪ 𝑎𝑝𝑟(𝑈 \𝑋) = 𝑈 𝑎𝑝𝑟 (𝑋) ∩ 𝑎𝑝𝑟(𝑈 \𝑋) = ∅ 

𝑎𝑝𝑟 (𝑋) ∪ 𝑎𝑝𝑟(𝑈 \𝑋) = 𝑈 𝑎𝑝𝑟 (𝑋) ∩ 𝑎𝑝𝑟(𝑈 \𝑋) = 𝑏𝑛𝑑(𝑋) 

𝑎𝑝𝑟 (𝑋) ∪ 𝑎𝑝𝑟(𝑈 \𝑋) = 𝑈 𝑎𝑝𝑟 (𝑋) ∩ 𝑎𝑝𝑟(𝑈 \𝑋) = ∅ 

𝑎𝑝𝑟 (𝑋) ∪ 𝑎𝑝𝑟(𝑈 \𝑋) = 𝑈 \𝑏𝑛𝑑(𝑋) 𝑎𝑝𝑟 (𝑋) ∩ 𝑎𝑝𝑟(𝑈 \𝑋) = ∅ 
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Topolojik Uzaylar ve Temel Topolojik Kavramlar 
 
𝑈 bir küme olsun. Aşağıdaki koşulları sağlayan her 𝜏 ⊆
𝑃(𝑈) ailesine 𝑈 kümesi üzerinde bir topoloji denir (Bül-
bül, 2014). 

𝑇1.  ∅, 𝑈 ∈ τ, 

𝑇2. ∀ 𝐺1, 𝐺2 ⟹ 𝐺1 ∩ 𝐺2 ∈ 𝜏, 

T3. ∀  {𝐺𝑖}𝑖∈𝐼 ⊆ 𝜏 ⟹ ∪𝑖∈𝐼  𝐺𝑖 ∈ 𝜏. 
 
Üzerinde bir topoloji tanımlanmış olan her 𝑈 kümesine 

bir topolojik uzay denir ve (𝑈, 𝜏) ile gösterilir. 𝑈 kümesi-

nin elemanlarına bu topolojik uzayın noktaları ve 𝜏  aile-
sinin elemanlarına da bu topolojik uzayın açık kümeleri 
adı verilir. Eğer 𝜏 = 𝑃(𝑈) olarak alınrsa (𝑈, τ) ikilisine ay-

rık topoloji denir ve (𝑈, 𝜏𝑑𝑖𝑠) ya da kısaca 𝜏𝑑𝑖𝑠 ile göste-

rimi kullanılır. 𝑋 ⊆ 𝑈 olmak üzere  𝑋 kümesinin tümleyeni 
𝑈\𝑋 açık ise 𝑋 kümesine bu uzayda kapalı küme denir. 

Açık küme ile kapalı küme arasındaki ilişki “ 𝑋 ⊆ 𝑈 altkü-

mesinin açık olması için gerekli ve yeterli koşul 𝑈\𝑋 kü-
mesinin kapalı olmasıdır “ önermesiyle verilir (Bülbül, 
2014). Bunun doğal sonucu olarak, topolojinin tanımı ka-
palı kümelere dayalı olarak şöyle verilir: 

(𝑇1)𝑐   ∅, 𝑈 ∈ 𝜏𝑐, 

(𝑇2)𝑐   ∀ 𝐹1, 𝐹2 ⟹ 𝐹1 ∪ 𝐹2 ∈ 𝜏𝑐, 
(𝑇3)𝑐   ∀  {𝐹𝑖}𝑖∈𝐼 ⊆ 𝜏𝑐 ⟹  ∩𝑖∈𝐼  𝐹𝑖 ∈.𝜏𝑐. 

 
𝑈 bir küme olsun ve 𝜏𝑐 ⊆ 𝑃(𝑈) yukarıda verilen 

(𝑇1)𝑐 , (𝑇2)𝑐, (𝑇3)𝑐 koşullarını sağlayan bir küme ailesi 
ise 𝑈 kümesi üzerinde öyle bir topoloji vardır ki, bu  𝜏𝑐 
ailesi o topolojinin kapalı kümeler ailesidir (Bülbül, 
2014). 
 
(𝑈, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝑋 ⊆ 𝑈 olsun. 𝑋 kümesinin 
kapsadığı bütün açık kümelerin birleşimine 𝑋 kümesinin 

içi denir ve 𝑖𝑛𝑡(𝑋) ile gösterilir. 𝑋 kümesini kapsayan bü-

tün kapalı kümelerin arakesitine ise 𝑋 kümesinin kapa-
nışı adı verilir ve 𝑐𝑙(𝑋)  gösterimi ile ifade edilir. Herhangi 

bir 𝑋 altkümesinin içi ve kapanışı arasında 𝑖𝑛𝑡(𝑋) ⊆ 𝑋 ⊆

𝑐𝑙(𝑋) bağıntısı da verilebilir. (𝑈, 𝜏) bir topolojik uzay ol-

mak üzere 𝑥 ∈ 𝑈 ve 𝐺 ⊆ 𝑈 olsun. Eğer 𝑥 ∈ 𝐺 ⊆ 𝑈 olacak 

şekilde bir 𝐺 ∈ 𝜏 varsa, 𝐺 altkümesine 𝑥 noktasının bir 

komşuluğu denir.  𝑋 ⊆ 𝑈 olmak üzere 𝑥 ∈ 𝑈 noktasının 
her komşuluğunun hem 𝑋 hem de 𝑈\𝑋 ile arakesiti boş 

değilse, bu 𝑥 noktasına 𝑋 kümesinin bir sınır noktası adı 

verilir.  𝑋 kümesinin bütün sınır noktalarının kümesine 𝑋 
in sınırı denir ve 𝑏𝑛𝑑(𝑋) ile gösterilir. 𝑈 kümesi üzerinde 

𝜏1 ve 𝜏2 topolojileri verilsin. 𝜏1 topolojisine göre açık olan 

her küme 𝜏2 topolojisine göre de açık küme oluyorsa, 𝜏1 
topolojisi 𝜏2 topolojisinden daha kabadır ya da 𝜏2 topolo-

jisi 𝜏1 topolojisinden daha incedir denir ve durumu ifade 

etmek için 𝜏1 ⊆ 𝜏2 gösterimi kullanılır. Bir kümenin ele-
man sayısı ile o küme üzerinde tanımlanabilen topoloji-
lerin sayısının üstel olarak arttığı bilinmektedir. Bir topo-
lojik uzayın açık kümelerinin sayısının fazla olması o to-
polojik uzayın incelmesi anlamına gelmektedir. Böyle bir 
durumda, topolojilerin incelmesi sürekli fonksiyonların 
sayısını arttırırken, yakınsak dizilerin sayısı azaltır. Ör-
neğin 𝑈 kümesi üzerinde ayrık topoloji 𝜏𝑑𝑖𝑠 bulunsun. 

(𝑈, 𝜏𝑑𝑖𝑠) topolojik uzayında tanımlı her fonksiyon sürekli 
olmasını karşın sadece sabit olan diziler yakınsaktır. To-
polojik uzayların açık kümeleri esas alınarak sınıflara ay-
rılması ve incelenmesi ayırma aksiyomları olarak bilinen 
kavramların kazanılmasına yol açmıştır. Bunlar içinde 
düzenli ve normal topolojik uzaylar sayılabilir. (𝑈, 𝜏) bir 

topolojik uzay olsun. Eğer her kapalı 𝐾 ⊆ 𝑈 altkümesi ve 
bu küme dışındaki bir noktayı ayıran ayrık açık altküme-
ler varsa, bu topolojik uzaya düzenlidir ya da regülerdir 
denir. Bir (𝑈, 𝜏) topolojik uzayının normal olması, her ka-
palı ve ayrık küme ikilisini ayıran açık ve ayrık küme iki-
lisinin varlığı ile tanımlanır (Bülbül, 2014). 
 
𝑈 herhangi bir küme ve 𝑋, 𝑌 ⊆ 𝑈 olsun. Tablo 5 de veri-

len özellikleri sağlayan 𝑖𝑛𝑡 ∶ 𝑃(𝑈) ⟶ 𝑃(𝑈) dönüşümüne 

iç operatörü, 𝑐𝑙 ∶ 𝑃(𝑈) ⟶ 𝑃(𝑈) dönüşümüne de kapanış 
operatörü adları verilir (Bülbül, 2014). 
 

 
Tablo 5. İç ve Dış operatörler 

𝐼𝑁𝑇1.  𝑖𝑛𝑡(𝑈) = 𝑈 𝐶𝐿1.  𝑐𝑙(∅) = ∅ 

𝐼𝑁𝑇2.  𝑖𝑛𝑡(𝑋 ∩ 𝑌) =  𝑖𝑛𝑡(𝑋) ∩ 𝑖𝑛𝑡(𝑌) 𝐶𝐿2.  𝑐𝑙(𝑋 ∪ 𝑌) =  𝑐𝑙(𝑋) ∪ 𝑐𝑙(𝑌) 

𝐼𝑁𝑇3.  𝑖𝑛𝑡(𝑋) ⊆ 𝑋 𝐶𝐿3.  𝑋 ⊆ 𝑐𝑙(𝑋) 

𝐼𝑁𝑇4.  𝑖𝑛𝑡(𝑖𝑛𝑡(𝑋)) = 𝑋 𝐶𝐿4.  𝑐𝑙(𝑐𝑙(𝑋)) = 𝑋 

 
𝑈 herhangi bir küme olmak üzere, 𝑖𝑛𝑡 ∶ 𝑃(𝑈) ⟶ 𝑃(𝑈) iç 
operatörü 𝐼𝑁𝑇1, 𝐼𝑁𝑇2, 𝐼𝑁𝑇3, 𝐼𝑁𝑇4 özelliklerini sağlıyorsa 

𝜏 = {𝑋 ⊆ 𝑈 ∶  𝑖𝑛𝑡(𝑋) = 𝑋} şeklinde tanımlanan altküme 

ailesi 𝑈 kümesi üzerinde bir topolojidir. Benzer olarak; 

𝑐𝑙 ∶ 𝑃(𝑈) ⟶ 𝑃(𝑈) kapanış operatörü 𝐶𝐿1, 𝐶𝐿2, 𝐶𝐿3,
𝐶𝐿4 özelliklerini sağlıyorsa 𝜏𝑐 = {𝑋 ⊆ 𝑈 ∶  𝑐𝑙(𝑋) = 𝑋} 
şeklinde tanımlanan altküme ailesi 𝑈 kümesi üzerinde 

bir topolojidir ve 𝜏𝑐 ailesi bu topolojinin kapalı kümelerin-
den oluşur (Bülbül, 2014). 𝑋 ⊆ 𝑈 olmak üzere iç ve ka-

panış operatörleri arasında 𝑖𝑛𝑡(𝑋) = 𝑈 \𝑐𝑙(𝑈\𝑋) ve 

𝑐𝑙(𝑋) = 𝑈 \𝑖𝑛𝑡(𝑈\𝑋) bağıntıları sağlanır. Bu eşitliklerin 
varlığı 𝑖𝑛𝑡 ve 𝑐𝑙 operatörlerinin birbirlerinin duali oldu-

ğunu ifade eder. Bir başka değişle,  𝑖𝑛𝑡 operatörü veril-

diğinde 𝑐𝑙 operatörüne veya 𝑐𝑙 operatörü verildiğinde 𝑖𝑛𝑡 
operatörüne geçiş ilgili eşitlikler kullanılarak yapılabilir. 
Bu durumu somutlaştıran bir örneği verelim: 
 
ÖRNEK 1 𝑈 = {𝑎. 𝑏, 𝑐, 𝑑} kümesi verilsin. 𝑐𝑙 ∶ 𝑃(𝑈) ⟶
𝑃(𝑈) dönüşümü Tablo 6 verildiği gibi tanımlansın: 
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Tablo 6. Dönüşümler kümesi 

𝑐𝑙(∅) = ∅ 𝑐𝑙({1}) = {1} 𝑐𝑙({2}) = 𝑈 𝑐𝑙({3}) = 𝑈 

𝑐𝑙({4}) = {4} 𝑐𝑙({1,2}) = 𝑈 𝑐𝑙({1,3}) = 𝑈 𝑐𝑙({1,4}) = {1,4} 
𝑐𝑙({2,3}) = 𝑈 𝑐𝑙({2,4}) = 𝑈 𝑐𝑙({3,4}) = 𝑈 𝑐𝑙({1,2,3) = 𝑈 

𝑐𝑙({1,2,4}) = 𝑈 𝑐𝑙({1,3,4}) = 𝑈 𝑐𝑙({2,3,4}) = 𝑈 𝑐𝑙(𝑈) = 𝑈 

 
𝑐𝑙 ∶ 𝑃(𝑈) ⟶ 𝑃(𝑈) dönüşümü 𝐶𝐿1, 𝐶𝐿2, 𝐶𝐿3, 𝐶𝐿4 özel-

liklerini sağladığı için bir kapanış operatörüdür. 𝜏𝑐 =
{𝑋 ⊆ 𝑈 ∶  𝑐𝑙(𝑋) = 𝑋} = {𝑈, ∅, {1}, {4], {1,4}} altküme ailesi 
𝑈 kümesi üzerinde bir topolojidir ve 𝜏𝑐 ailesi bu topoloji-
nin kapalı kümelerinden oluşur. Kapanış ve iç operatör-
leri arasındaki dualite gereğince 
 

𝜏 = {𝑋 ⊆ 𝑈 ∶  𝑖𝑛𝑡(𝑋) = 𝑋} = { 𝑈, ∅, {2,3,4}, {1,2,3], {2,3}} 
ailesi 𝑈 kümesi üzerinde bir topolojidir. Elemanları açık 

kümeler olan 𝜏  ailesinden iç operatörüne yine dualite 
gerçeği kullanılarak geçiş yapılabilir. Bunun için Tablo 7 
de verilen 𝑖𝑛𝑡 ∶ 𝑃(𝑈) ⟶ 𝑃(𝑈) dönüşümünün, iç opera-

törü olmanın 𝐼𝑁𝑇1, 𝐼𝑁𝑇2, 𝐼𝑁𝑇3, 𝐼𝑁𝑇4 dört özelliğini sağ-
ladığı kolaylıkla görülür. 
 

Tablo 7. Dönüşümlerin iç operatör olması 

𝑖𝑛𝑡(∅) = ∅ 𝑖𝑛𝑡({1}) = ∅ 𝑖𝑛𝑡({2}) = ∅ 𝑖𝑛𝑡({3}) = ∅ 

𝑖𝑛𝑡({4}) = ∅ 𝑖𝑛𝑡({1,2}) = ∅ 𝑖𝑛𝑡({1,3}) = ∅ 𝑖𝑛𝑡({1,4}) = ∅ 

𝑖𝑛𝑡({2,3}) = {2,3} 𝑖𝑛𝑡({2,4}) = ∅ 𝑖𝑛𝑡({3,4}) = ∅ 𝑖𝑛𝑡({1,2,3) = {1,2,3} 
𝑖𝑛𝑡({1,2,4}) = ∅ 𝑖𝑛𝑡({1,3,4}) = ∅ 𝑖𝑛𝑡({2,3,4}) = {2,3,4} 𝑖𝑛𝑡(𝑈) = 𝑈 

 
(𝑈, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝑋 ⊆ 𝑈 olsun. Aşağıda verilen 
eşdeğerlikler sağlanır (Bülbül, 2014).  
 
i. 𝑋 atkümesi açıktır ⇔ 𝑖𝑛𝑡(𝑋) = 𝑋  dir. 

ii. 𝑋 atkümesi kapalıdır ⇔ 𝑐𝑙(𝑋) = 𝑋  dir. 

iii. 𝑏𝑛𝑑(𝑋) = ∅ ⇔ 𝑋 kümesi hem açık hem de kapalıdır 
(clopen). 

 
Ayrıca bir 𝑋 ⊆ 𝑈 altkümesinin sınırının; kapanışı ile içi 

arasındaki ilişki 𝑏𝑛𝑑(𝑋) = 𝑐𝑙(𝑋)\ 𝑖𝑛𝑡(𝑋) eşitliği ile verilir 
(Bülbül, 2014). 
 
Tablo 1 de verilen alt ve üst yaklaşım operatörlerine iliş-
kin özelliklerden bazılarının yukarıda tanımda verilen iç 
ve kapanış operatörlerinin özellikleri ile benzerlikleri ko-
laylıkla gözlenmektedir. Daha somut olarak (A2-INT1), 
(A3-INT2), (A7-INT3) ve (A9-INT4) eşleştirmeleri alt yak-
laşım operatörünün topolojik uzaydaki iç operatörüne 
karşılık gelmektedir. İç ve kapanış operatörleri arasın-
daki dualite göz önüne alındığında (U2-CL1), (U3-CL2), 
(U7-CL3) ve (U9-CL4) eşleştirmelerinin de üst yaklaşım 
operatörünün topolojik uzaydaki kapanış operatörü ile 
çakıştığı görülmektedir. Sonuç olarak 𝑎𝑝𝑟 (𝑋) = 𝑖𝑛𝑡(𝑋) 

ve 𝑎𝑝𝑟 (𝑋) = 𝑐𝑙(𝑋) eşitlikleri yazılabilir. Bunlara ek ola-

rak 𝑏𝑛𝑑(𝑋)= 𝑐𝑙(𝑋)\𝑖𝑛𝑡(𝑋) = 𝑎𝑝𝑟 (𝑋) \ 𝑎𝑝𝑟 (𝑋) ve 

𝑎𝑝𝑟 (𝑋) ⊆ 𝑋 ⊆ 𝑎𝑝𝑟 (𝑋) özelikleri de tanımların doğal bir 

sonucu olarak verilebilir. 
  
(𝑈, 𝜏) bir topolojik uzay ve B ⊆ 𝜏 olsun.  Eğer her açık 
küme, B nin bazı elemanlarının birleşimi şeklinde yazı-
labiliyorsa, bu B altailesine 𝜏 topolojisi için bir taban adı 

verilir. Eğer S⊆ 𝜏 altailesinin elemanlarının bütün sonlu 
arakesitlerinden oluşan aile 𝜏 topolojisi için bir taban 

oluşturuyorsa, bu S ailesine 𝜏 nun alttabanı denir. Ayrıca 
alttaban için önemli bir karakterizasyonu ifade edelim : S 

⊆ 𝑃(𝑈) ailesinin 𝑈 kümesi üzerindeki bir topolojinin alt-

tabanı olması için gerekli ve yeterli koşul S ailesinin  𝑈 =
∪ {𝑆 ∶ 𝑆 ∈ S} eşitliğini sağlamasıdır (Bülbül, 2014). 
 
Pawlak Yaklaşım Uzayları ve Topolojik Uzaylar 
 
Pawlak tarafından verilen kaba küme kavramı temel ola-
rak bir denklik bağıntısına dayanır. Bir (𝑈, 𝑅) Pawlak 
yaklaşım uzayında bir 𝑋 ⊆ 𝑈 altkümesinin kaba olması, 

𝑋 in alt yaklaşımı ile üst yaklaşımının birbirinden farklı 
olmasıyla, yani 𝑎𝑝𝑟(𝑋) ≠ 𝑎𝑝𝑟(𝑋)  olarak tanımlanır. Her 

(𝑈, 𝑅) Pawlak yaklaşım uzayı üzerindeki denklik bağın-

tısıyla bir topoloji indirger. Bu topolojinin tabanı  𝑈/𝑅 bö-
lüm kümesidir ve bu topolojiye göre her açık küme aynı 
zamanda kapalıdır. (𝑈, 𝑈/𝑅) ikilisine clopen topoloji ya 

da ayrışım topolojisi adı verilir ve genellikle (𝑈, 𝜏𝑅) gös-
terimi kullanılır. Özel bir topolojik yapı olan clopen topo-
lojisinin elemanları hem açık hem de kapalı kümelerden 
oluşur. (𝑈, 𝜏𝑅) clopen topolojisinin bir başka özelliği açık 
kümelerin herhangi bir ailesinin arakesitinin açık olması-
dır. Bu özelliğe sahip topoloji Alexandrov topolojisi ola-
rak bilinir. Pawlak yaklaşım uzayında tanımlanan ve 
özellikleri verilen alt ve üst yaklaşım operatörleri; clopen 
topolojisine göre sırasıyla iç ve kapanış operatörlerine 
karşılık gelir. Bu durum 𝑋 ⊆ 𝑈 olmak üzere 𝑎𝑝𝑟 (𝑋) =

𝑖𝑛𝑡(𝑋) ve 𝑎𝑝𝑟 (𝑋) = 𝑐𝑙(𝑋) eşitlikleri ile ifade edilir. Eğer 
her 𝑋 ⊆ 𝑈 için 𝑎𝑝𝑟 (𝑋) = 𝑎𝑝𝑟 (𝑋) eşitliği sağlanıyorsa ya 

da eşdeğer olarak her 𝑋 altkümesi tanımlanabilir ise, 
(𝑈, 𝑅) Pawlak yaklaşım uzayına ayrık Pawlak uzayı adı 
verilir. Bir ayrık Pawlak uzayında her denklik bölüğü tek 
noktalıdır. Doğal olarak ayrık Pawlak uzayı 𝑈 kümesi 
üzerinde ayrık topolojiyi üretir (Lashin ve ark., 2005). 
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ÖRNEK 2 𝑈 = {a, b, c, d} kümesinin iki ayrışımı 𝐵1 =
{{𝑎}, {𝑏}, {𝑐}, {𝑑}} ve 𝐵2 = {{𝑎, 𝑏}, {𝑐}, {𝑑}}  aileleri olsun. 

𝐵1 ailesine karşılık gelen 𝑅1 denklik bağıntısına göre, her 

𝑋 ⊆ 𝑈 altkümesi için 𝑎𝑝𝑟 (𝑋) = 𝑎𝑝𝑟 (𝑋) olduğundan 𝑋 

kümeleri tanımlanabilirdir. (𝑈, 𝑅1) Pawlak uzayı ayrıktır 

ve 𝑈 kümesi üzerinde ayrık topolojiyi üretir.  𝐵2 =
{{𝑎, 𝑏}, {𝑐}, {𝑑}} ailesine karşılık gelen 𝑅2 denklik bağıntı-

sına göre, 𝑈 kümesinin her altkümesi tanımlanabilir de-
ğildir. Örneğin 𝑋 = {𝑏, 𝑐, 𝑑} ⊆ 𝑈 altkümesi için 𝑎𝑝𝑟(𝑋) ≠

𝑎𝑝𝑟(𝑋) olur. Bu durum aynı 𝑋 kümesinin 𝐵2 ayrışımına 
ait elemanların birleşimi olarak yazılamadığı gerçeği ile 
de açıklanabilir.   Böylece 𝑋 kümesi tanımlanamaz ve 
(𝑈, 𝑅2) Pawlak uzayı ayrık değildir. Gerçekten tabanı 𝐵2 
ailesi olan topoloji  𝜏𝑅2

=

{∅, 𝑈, {𝑎, 𝑏}, {𝑐}, {𝑑}, {𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑏, 𝑑}} dir ve ayrık 
değildir. 
 
Bir (𝑈, 𝑅) Pawlak yaklaşım uzayı ve bir 𝑋 ⊆ 𝑈 altkümesi 

verilsin. 𝑋 altkümesinin tanımlanabilir olması (𝑈, 𝜏𝑅) to-

polojik uzayında 𝑋 altkümesinin açık ya da kapalı olma-
sına eşdeğerdir. Buna ek olarak, 𝑋 altkümesinin tanım-

lanabilir olması ise 𝑖𝑛𝑡(𝑋) = 𝑐𝑙(𝑋) eşitliği ile ifade edilir 
(Vlach, 2008). 
 
Genel topolojide yer alan önemli kavramlardan biri de 
düzgün yapılardır. 𝑈 × 𝑈 çarpım kümesinin aşağıdaki 

özellikleri sağlayan her  D  ailesine 𝑈 üzerinde bir düz-
gün yapı denir (Bülbül, 2014). 
 
i. Her 𝐷 ∈ D için ∆𝑈 ⊆ 𝐷 dir. 

ii. Her 𝐷1, 𝐷2 ∈ D için 𝐷1 ∩ 𝐷2 ∈ D dir. 

iii. Her 𝐷 ∈ D  için 𝐸 ∘ 𝐸 ⊆ 𝐷 olacak şekilde bir 𝐸 ∈ D 
vardır. 

iv. Her 𝐷 ∈ D  için 𝐸−1 ⊆ 𝐷 olacak şekilde bir 𝐸 ∈ D var-
dır. 

v. 𝐷 ∈ D ve 𝐷 ⊆ 𝐸  ise 𝐸 ∈ D dir. 
 

D, 𝑈 kümesi üzerinde bir düzgün yapı olmak üzere (𝑋, 
D) ikilisine bir düzgün uzay adı verilir. Bir 𝑈 kümesi üze-

rinde verilen her düzgün yapı 𝑈 üzerinde bir topoloji üre-

tir. Ayrıca, 𝐷 ⊆ 𝑈 × 𝑈 bir denklik bağıntısı ise  D=
{𝑅: 𝑅 ⊆ 𝑈 × 𝑈, 𝐷 ⊆ 𝑅} olarak tanımlanan altailesi 𝑈 kü-
mesi için bir düzgün yapıdır. Bu düzgün yapıdan üretilen 
topolojik uzay ile (𝑈, 𝜏𝑅) clopen topolojisi çakışır (Bülbül, 
2014). Sonuç olarak Pawlak yaklaşım uzayları topolojisi 
clopen topolojisiyle çakışan düzgün uzaylardır (Bülbül, 
2014; Vlach. 2008). 
 
Genelleştirilmiş Yaklaşım Uzayları  
 
Pawlak yaklaşım uzayının denklik bağıntısına dayalı ol-
ması yürütülen çalışmalar için sınırlayıcı olabilmektedir. 
Bu nedenle Pawlak yaklaşım uzayında denklik bağıntısı 
koşulunu yerine, 𝑈 kümesi üzerinde herhangi bir 𝑅 ba-
ğıntsı alınarak genelleştirilme yoluna gidilir. Bu durumda 

(𝑈, 𝑅𝐺) ikilisi genelleştirilmiş yaklaşım uzayı olarak ad-
landırılır. Yine Pawlak yaklaşım uzayındaki  denklik ba-
ğıntısı tarafından karakterize edilen denklik bölüğü ye-
rine de aşağıda tanımı verilen ardıl komşuluklar alınarak 
kaba kümelerin genelleştirmesine ilişkin çeşitli çalışma-
ların yapıldığı görülmektedir (Pei ve ark.,2011; Yao, 
1998b; Zhu, 2007a; Zhu, 2009). Çalışmanın geri kalan 
bölümünde alt yaklaşım ve üst yaklaşım operatörleri her-
hangi bir bağıntı üzerinde tanımlanacak, topolojik yapılar 
bu tanımlar esas alınarak verilecektir. Pawlak yaklaşım 
uzayında alt ve üst yaklaşım operatörleri için kullanılan 
𝑎𝑝𝑟 ile 𝑎𝑝𝑟  gösterimleri yerine, herhangi bir 𝑅 bağıntısı 

verildiğinde, karışıklığa meydan vermemek için sıra-

sıyla, 𝑅 ile 𝑅  gösterimleri kullanılacaktır. 

 
𝑅 ⊆ 𝑈 × 𝑈 bir bağıntı olmak üzere, herhangi bir 𝑥 ∈ 𝑈 

için 𝑅𝑠 ∶ 𝑈 → 𝑃(𝑈), 𝑅𝑠(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑈 ∶ 𝑥𝑅𝑦} olarak tanımla-
nan 𝑅𝑠 ye ardıl komşuluk operatörü, Rs(x) kümesine de 

𝑥 elemanının ardıl komşuluğu denir. 
 
𝑅  bir denklik bağıntısı ve 𝑥 ∈ 𝑈 olsun. 𝑅𝑠(𝑥) = [𝑥] eşitliği 
tanımların doğal bir sonucu olarak yazılabilir (Yao, 
1998b).  
 

𝑅 ⊆ 𝑈 × 𝑈 bir bağıntı ve 𝑋 ⊆ 𝑈 olsun. 
 
i.  𝑅 ∶ 𝑃(𝑈) → 𝑃(𝑈), 𝑅(𝑋) = {𝑥 ∈ 𝑈 ∶ 𝑅𝑠(𝑥) ⊆ 𝑋)} dönü-

şümüne alt yaklaşım operatörü ve     𝑅(𝑋) kümesine 

de 𝑋 in alt yaklaşımı denir. 

ii.  𝑅  ∶ 𝑃(𝑈) → 𝑃(𝑈) , 𝑅(𝑋) = {𝑥 ∈ 𝑈 ∶ 𝑅𝑠(𝑥) ∩ 𝑋 ≠ ∅}  

dönüşümüne üst yaklaşım operatörü ve 𝑅(𝑋) küme-
sine de 𝑋 in üst yaklaşımı denir (Yao, 1998a, 1998b). 

 
𝑅⊆ 𝑈 × 𝑈 bir bağıntı olmak üzere, yukarıda tanımları ar-
dıl komşuluklara dayalı olarak verilen alt ve üst yaklaşım 
operatörleri Çizelde 1 de verilen özelliklerin tamamını 
sağlamaz. Örneğin (A1)-(U1) özellikleri bunlardan en 
önemli ikisidir. Pawlak yaklaşım uzayının dayanak nok-
tasının denklik bağıntısı olmasıyla alt ve üst yaklaşım 
operatörlerinin dual kavramlar olmasının yolu açılır. An-
cak herhangi bir bağıntı alındığında; alt ve üst yaklaşım 
operatörlerinin dual kavramlar olması durumu geçerlili-
ğini kaybeder. Ardıl komşuluklara dayalı olarak verilen 
alt ve üst yaklaşım operatörlerinin Tablo 1 de yer alan 
özelliklerden sadece (A2-U2), (A3-U3), (A4-U4) ve 
(A5,U5) ye sahiptir (Yang ve Xu, 2011; Li ve ark., 2012; 
Yu ve Zhan, 2014). 
 
𝑅  yansımalı bir bağıntı ise, her 𝑋 ⊆ 𝑈 için aşağıdaki 
özellikler sağlanır (Kondo, 2006). 
 

i. 𝑅(𝑋) ⊆ 𝑋 ⊆ 𝑅(𝑋), 

ii. 𝑋 ⊆ 𝑌  ise  𝑅(𝑋) ⊆ 𝑅(𝑌) dir, 

iii. 𝑅(𝑈 \ 𝑋) = 𝑈 \ 𝑅(𝑋). 
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𝑅 yansımalı bir bağıntı olsun. 𝜏 = { 𝑋 ⊆ 𝑈: 𝑅(𝑋) = 𝑋} ai-

lesi 𝑈 kümesi üzerinde bir topoloji belirler (Kondo, 2006; 
Kondo ve Dudek 2006). 
 
ÖRNEK 3 𝑈 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} kümesi üzerinde 𝑅 =
{(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐, 𝑐), (𝑎, 𝑏)} yansımalı bağıntısı tarafından 
indirgenen topolojiyi belirleyelim. Öncelikle her noktanın 
ardıl komşulukları 𝑅𝑠(𝑎) = {𝑎, 𝑏}, 𝑅𝑠(𝑏) = {b} ve 𝑅𝑠(𝑐) =
{𝑐} olarak belirlenir. 𝑈 kümesinin alt yaklaşımları kendi-

sine eşit olan altkümeleri 𝑈, ∅, {𝑐} , {𝑎, 𝑏}  dir. O halde 𝑅 
yansımalı bağıntısından indirgenen topoloji 𝜏 =
{ 𝑈, ∅, {𝑐}, {𝑎, 𝑏} } ailesidir. 
 
𝑈 kümesi üzerinde yansımalı bir 𝑅 bağıntısı verilsin. 𝑅 
bağıntısından indirgenen topoloji 𝜏 olmak üzere alt yak-
laşım operatörü ile iç operatörü çakışmaz ya da aynı an-
lama gelmez. Bu durumu somutlaştırmak üzere; yuka-
rıda verilen Örnek 3 ü tekrar ele alalım. 𝑋 = {𝑏} ⊆ 𝑈 alt-

kümesi için  𝑅(𝑋) = {𝑏} olmasına karşın 𝑖𝑛𝑡(𝑋) = ∅ dir. 

Benzer olarak üst yaklaşım operatörünün de kapanış 
operatörüne eşit olmadığı görülür. Gerçekten; aynı ör-
nek üzerinde bu kez  𝑋 = {𝑎} ⊆ 𝑈 altkümesi alındığında 

𝑅(𝑋) = {𝑎} ≠ {𝑎, 𝑏} = 𝑐𝑙(𝑋) olur. 
 
𝑅 bağıntısı simetrik ve geçişli  olsun. 𝑅 nin indirgediği alt 
ve üst yaklaşım operatör çiftinin bir topolojinin iç ve ka-
panış operatör çifti olduğu kanıtlandı (Yao, 1996). Bir 𝑅 
bağıntısı ile topolojinin iç ve kapanış operatörleri  arasın-
daki ilişki verildi (Yu ve Zhan, 2014). 
 
(𝑈, 𝑅𝐺) genelleştirilmiş bir yaklaşım uzayı ve 𝑋 ⊆ 𝑈 ol-
sun. Aşağıdaki önermeler denktir (Pei ve ark., 2011). 

i. 𝑅 bağıntısı serialdir. 
ii. Aşağıdaki özellikler sağlanır : 

(𝑎) 𝑅(𝑋) ⊆ 𝑅(𝑋), 
(𝑏) 𝑅(∅) = ∅,  

(𝑐) 𝑅(𝑋) = 𝑋.  
 

(𝑈, 𝑅𝐺) genelleştirilmiş bir yaklaşım uzayı ve 𝑋 ⊆ 𝑈 ol-
sun. Aşağıdaki önermeler denktir (Pei ve ark., 2011). 

i. 𝑅 bağıntısı yansımalıdır. 
ii. Aşağıdaki özelliklerden sadece biri sağlanır 

: 
(𝑎) 𝑅(𝑋) ⊆ 𝑋,  

(𝑏) 𝑋 ⊆ 𝑅(𝑋). 
 

(𝑈, 𝑅𝐺) genelleştirilmiş bir yaklaşım uzayı ve 𝑋 ⊆ 𝑈 ol-
sun. Aşağıdaki önermeler denktir (Pei ve ark., 2011). 

i. 𝑅 bağıntısı simetriktir. 
ii. Aşağıdaki özellikler sağlanır : 

(𝑎) 𝑋 ⊆ 𝑅 𝑅(𝑋),  

(𝑏) 𝑅 𝑅(𝑋) ⊆ 𝑋.   

 
(𝑈, 𝑅𝐺) genelleştirilmiş bir yaklaşım uzayı ve 𝑋 ⊆ 𝑈 ol-
sun. Aşağıdaki önermeler denktir (Pei ve ark., 2011).  
 
i. 𝑅 bağıntısı geçişlidir. 
ii. Aşağıdaki özellikler sağlanır  

(𝑎) 𝑅(𝑋) ⊆ 𝑅 𝑅(𝑋), 

(𝑏)  𝑅 𝑅(𝑋) ⊆ 𝑅(𝑋).  
 
Yansımalı bir bağıntıdan topoloji indirgenir (Kondo, 
2006). Aşağıda ise verilen bir serial bağıntıdan topoloji 
indirgediği ifade edilmektedir (Yu ve Zhang, 2014). 
 
𝑅 bir serial bağıntı olmak üzere (𝑈, 𝑅𝐺) genelleştirilmiş 

yaklaşım uzayı verilsin. 𝜏 = { 𝑋 ⊆ 𝑈: 𝑅(𝑋) = 𝑅(𝑋)} ailesi 

𝑈 kümesi üzerinde bir topoloji belirler. 𝑅 serial bağıntı-
sından indirgenen topolojinin elemanları ya da açık kü-
meleri, bütün tanımlanabilir kümelerden oluşmaktadır 
(Yu ve Zhang, 2014). 
 
ÖRNEK 4 𝑈 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} kümesi üzerinde 𝑅 =
{(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎), (𝑏, 𝑐), (𝑐, 𝑐]} bağıntısı verilsin. 𝑅 ba-

ğıntısı serialdir. Şimdi 𝑅 serial bağıntısından indirgenen 
topolojiyi belirleyelim. Her noktanın ardıl komşulukları 
𝑅𝑠(𝑎) = {𝑎, 𝑏}, 𝑅𝑠(𝑏) = {a, c} ve 𝑅𝑠(𝑐) = {𝑐}  olarak belir-
lenir. Bu bilgileri Tablo 8 de daha açık olarak görelim: 
 

Tablo 8. Her noktanın ardıl komşulukları 

𝑈 𝑎 𝑏 𝑐 

𝑅𝑠 {𝑎, 𝑏} {𝑎, 𝑐} {𝑐} 
 
Şimdi her altkümenin alt yaklaşımlarını belirleyelim. 
 𝑅(∅) = ∅,  𝑅({𝑎}) = 𝑅({𝑏}) = ∅,  𝑅({𝑐}) =

{𝑐}, 𝑅({𝑎, 𝑏}) = {𝑎, 𝑏}, 𝑅({𝑏, 𝑐}) = {𝑐}, 𝑅({𝑎, 𝑐}) = {𝑏, 𝑐}, 

𝑅(𝑈) = 𝑈 bulunur. Benzer şekilde her altkümenin üst 

yaklaşımları 𝑅(∅) = ∅, 𝑅({𝑎}) = {𝑏, 𝑐}), 𝑅({𝑏}) = {𝑎, 𝑏}, 

𝑅({𝑐}) = {𝑏, 𝑐}, 𝑅({𝑎, 𝑏}) = {𝑎, 𝑏}, 𝑅({𝑎, 𝑐}) = 𝑈, 

𝑅({𝑏, 𝑐}) = 𝑈,  𝑅(𝑈) = 𝑈 olur. Elde edilen alt ve üst yak-
laşımları Tablo 9 a aktaralım: 
 

 
Tablo 9. Her altkümenin alt yaklaşımları 

𝑃(𝑈)       ∅     {𝑎}     {𝑏}      {𝑐}   {𝑎, 𝑏}     {𝑎, 𝑐}   {𝑏, 𝑐}      𝑈 

𝑅       ∅       ∅       ∅       {𝑐}     {𝑎, 𝑏}    {𝑏, 𝑐}     {𝑐}      𝑈 

𝑅       ∅   {𝑏, 𝑐}     {𝑎, 𝑏}      {𝑏, 𝑐}    {𝑎, 𝑏}        𝑈      𝑈     𝑈 
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(𝑈, 𝑅𝐺) genelleştirilmiş yaklaşım uzayının tanımlanabilir 

ya da eşdeğer olarak 𝑅(𝑋) = 𝑅(𝑋) koşulunu sağlayan 

altkümelerinin, Tablo 9 yardımıyla kolaylıkla ∅, 𝑈 ve 
{𝑎, 𝑏} olduğu görülür. O halde 𝑅 serial bağıntısı tarafın-

dan indirgenen  𝜏 = { 𝑋 ⊆ 𝑈: 𝑅(𝑋) = 𝑅(𝑋)} =

{∅, 𝑈, {𝑎, 𝑏}} ailesi 𝑈 kümesi üzerinde bir topolojidir ve 
(𝑈, 𝜏) ikilisi bir topolojik uzaydır. 
 
Topolojik Uzaylar ve Genelleştirilmiş Yaklaşım Uzay-
ları    
 
(𝑈, 𝑅𝐺) bir genelleştirilmiş yaklaşım uzayı olsun. 𝑈 nun 

altkümelerinin 𝜏1, 𝜏2 ve 𝜏3 aileleri aşağıdaki gibi tanım-
lansın : 

𝜏1 = {𝑋 ⊆ 𝑈: 𝑅(𝑋) = 𝑅(𝑋)},

𝜏2 = {𝑋 ⊆ 𝑈: 𝑅(𝑋) = 𝑋},  𝜏3

= { 𝑅(𝑋) ∶  𝑋 ⊆ 𝑈} 

𝑅 bağıntısı sahip olduğu özelliklere göre; 
 
1. 𝑅 serial ise 𝜏1 ailesi 𝑈 üzerinde bir topolojidir, 

2. 𝑅 yansımalı ise 𝜏1 ve 𝜏2 aileleri 𝑈 üzerinde birer topo-
lojidir ve 𝜏1 ⊆ 𝜏2 dir, 

3. 𝑅 yansımalı ve geçişli ise 𝜏1, 𝜏2 ve 𝜏3  aileleri 𝑈 üze-

rinde birer topolojidir ve 𝜏1 ⊆ 𝜏2 = 𝜏3 dir, 
4. 𝑅 bir denklik bağıntısı ise 𝜏1, 𝜏2 ve 𝜏3  aileleri 𝑈 üze-

rinde birer topolojidir ve 𝜏1 = 𝜏2 = 𝜏3 dir, 
ilişkileri vardır (Yu ve Zhan, 2014). 

 
Örnek 3 de verilen 𝑅 bağıntısı yansımalıdır ve 𝜏1 = 𝜏2 

dir. 𝑈 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} kümesi üzerinde verilen 𝑅1 =

{(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐, 𝑐), (𝑎, 𝑐), (𝑐, 𝑎)} bağıntısı yansımalı, ge-

çişlidir ve  𝜏1 ⊆ 𝜏2 = 𝜏3 sağlanır. Aynı 𝑈 kümesi üzerinde 

𝑅2 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐, 𝑐), (𝑏, 𝑐), (𝑐, 𝑏)} bağıntısı bir denk-

lik bağıntısı olduğundan 𝜏1 = 𝜏2 = 𝜏3 eşitlikleri sağlanır. 
 
𝑅 bir bağıntı olsun. Her 𝑥 ∈ 𝑈 için ardıl komşulukların ai-

lesi 𝑆𝑅 ile gösterilsin, yani 𝑆𝑅 = {𝑅𝑠(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝑈} olsun. 
(𝑈, 𝑅) bir Pawlak uzayı ise aşağıdaki özellikler sağlanır: 
 
1. 𝑆𝑅 = 𝑈/𝑅 ailesi hem 𝑈 nun bir ayrışımı hem de 𝑈 

üzerindeki topolojinin bir tabanıdır. 
2. 𝜏𝑅, 𝑈 üzerinde clopen topolojisidir. 
3. (𝑈, 𝜏𝑅) topolojik uzayı hem regüler hem de normaldir. 
 
(𝑈, 𝑅𝐺) genelleştirilmiş bir yaklaşım uzayı olsun. Eğer 𝑆𝑅 

ailesi 𝑈 kümesi üzerindeki topoloji için bir alttaban olu-
yorsa, 𝑆𝑅 ailesi 𝑈 üzerinde bir tek topoloji belirler. Bu to-

polojiye 𝑅 ile indirgenen topoloji denir ve 𝜏𝑅 ile gösterilir. 

𝑆𝑅 ailesinin 𝑈 kümesi üzerindeki topoloji için bir alttaban 
olması için gerekli ve yeterli koşul 

𝑅𝑠(𝑈) = ⋃ 𝑅𝑠(𝑥) = 𝑈

𝑥∈𝑈

 

 
sağlanmasıdır (Vlach, 2008). Verilen bu eşitlik 𝑅 bağın-
tısının ters serial olması durumunda gerçeklenir. Sonuç 
olarak; 𝑆𝑅 ailesinin 𝑈 kümesi üzerindeki topoloji için bir 

alttaban olması için gerekli ve yeterli koşul 𝑅 bağıntısı-
nın ters serial olmasıdır (Vlach, 2008).. 
 

 
ÖRNEK 5  𝑈 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} kümesi üzerinde 

𝑅 = {(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏), (𝑎, 𝑐), (𝑏, 𝑐), (𝑏, 𝑑), (𝑐, 𝑐), (𝑐, 𝑑), (𝑑, 𝑐), (𝑑, 𝑑), (𝑒, 𝑑), (𝑒, 𝑒)} bağıntısı verilsin. 𝑅 bağıntısı ters serialdir. 

Her 𝑥 ∈ 𝑈 noktasının ardıl komşulukları Tablo 10 da verilmiştir. 
 

Tablo 10. Her 𝑥 ∈ 𝑈 noktasının ardıl komşulukları 

𝑈           𝑎           𝑏           𝑐           𝑑           𝑒 

𝑅𝑠 {𝑎, 𝑏, 𝑐} {𝑐, 𝑑} {𝑐, 𝑑} {𝑐, 𝑑} {𝑑, 𝑒} 
 

⋃_(x∈U)▒〖R_s (x)=U〗 oduğundan S_R={R_s (x) 

∶x∈U}={{a,b,c},{c,d},{d,e}} ailesi U kümesi üzerindeki to-
polojinin alttabanıdır, U kümesi üzerinde tanımlanan di-
ğer ters serial bağıntılar da aynı topolojiyi üretirler. Ör-
neğin, 
R={(a,a),(a,b),(a,c),(b,a),(b,b),(b,c),(c,c),(c,d),(d,d),(d,e)
,(e,d),(e,e)} bağıntısı ters serialdir. Bu ters serial bağıntı 
ve önceki ters serial bağıntı ile üretilen topolojiler aynı-
dır.  
 
Bir R⊆U×U bağıntısı ters serial olmasın. Bu durumda 
S_R ailesinin U kümesi üzerindeki harhangi bir topoloji 
için bir alttaban olması gerekmez. Örneğin, U={a,b,c,d} 
kümesi üzerinde 

R={(b,c),(b,d),(c,c),(c,d),(d,c),(d,d)} bağıntısı verilsin. R 

bağıntısı ters serial değildir. ⋃_(x∈U)▒〖R_s (x)≠U〗 ol-

duğundan S_R={{b,c,d}} ailesi U kümesi üzerindeki bir 
topoloji için alttaban oluşturmaz. 
 
Her yansımalı bağıntı ters serialdir. O halde yansımalı 
bağıntıdan indirgenen topoloji τ ile ters serial bağıntıdan 

indirgenen topoloji  ϑ ile gösterilirse aralarında  τ⊆ϑ  iliş-
kisi vardır. Bir başka ifadeyle, ters serial bağıntıdan in-
dirgenen topoloji, yansımalı bağıntıdan indirgenen topo-
lojiden daha incedir. Gerçekten, U={a,b,c} kümesi üze-
rinde R={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b)} yansımalı bağıntısı tara-

fından indirgenen topolojinin τ={ U,∅,{c},{a,b} } ailesi ol-
duğunu Örnek 3 de gösterilmişti. R bağıntısı ters  serial 
olduğundan, S_R={{a,b},{b},{c}} ailesini alttaban olarak 
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kabul eden topoloji ϑ={U,∅,{b},{c},{b,c},{a,b}} ailesidir. 

Böylece τ⊆ϑ olduğu görülür. 
 
U kümesi üzerinde yansımalı olan bir R bağıntısı verildi-
ğinde R nin geçişli kapanışı da yansımalıdır. Önemli bir 
sonuç olarak; yansımalı bağıntısından indirgenen topo-
loji ile aynı bağıntının geçişli kapanışından indirgenen 
topoloji çakışır (Yu ve Zhan, 2014). 
 
ÖRNEK 6 U={a,b,c} kümesi üzerinde 
R={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,c)} yansımalı bağıntısı tara-
fından indirgenen topolojiyi belirleyelim. Öncelikle her 
noktanın ardıl komşulukları R_s (a)={a,b},R_s (b)={b,c}  
ve R_s (c)={c}  olarak bulunur. U kümesinin alt yaklaşım-

ları kendisine eşit olan altkümeleri U,∅,{c}  ,{b,c}  dir. O 
halde R yansımalı bağıntısından indirgenen topoloji τ={ 
U,∅,{c},{b,c} } dir. Şimdi R bağıntısının geçişli kapanışını 
belirlemek için 

R^2=R∘R={(a,a),(a,b),(a,c),(b,b),(b,c),(c,c)} bileşkesini 
hesaplayalım. n∈N^+ olmak üzere her n≥3 içın R^n=R^2 
olduğundan R bağıntısının geçişli kapanışı 

t(R)=R∪R^2∪…=R∪R^2=R^2 olur. Her noktanın geçişli 
kapanışa göre ardıl komşulukları (t(R))_s 
(a)={a,b,c}=U,(t(R))_s (b)={b,c},(t(R))_s (c)={c}  dir. Son 
olarak her altkümenin geçişli kapanışa göre alt yakla-

şımları  ▁R (∅)=∅,▁R ({a})=∅,▁R (∅)=∅,▁R ({b})=∅,▁R 

({c})={c},▁R ({a,b})=∅, ▁R ({a,c})={c},▁R 

({b,c})={b,c},▁R (U)=U olur. O halde 
τ_(t(R))={U,∅,{c},{b,c}} ailesi R yansımalı bağıntısının 
geçişli kapanışından indirgenen topolojidir ve τ=τ_(t(R)) 
eşitliği elde edilir (Yu ve Zhan, 2014). 
 
SONUÇLAR 
 
Kaba küme teorisi ile topoloji gibi farklı doğrultularda ge-
lişme gösteren matematiksel alanların aslında birbirle-
rine yakın olmanın ötesinde ortak noktalarının bulun-
duğu görülmektedir. Bir küme üzerinde tanımlanan ba-
ğıntıların sahip olduğu özelliklere göre, kaba kümeler ve 
topolojik yapılarda üstlendiği rolün önemi büyüktür. 
Pawlak yaklaşım uzayı denklik bağıntısı temeli üzerine 
kurulmuştur. Bir bağıntının denklik bağıntısı özelliklerini 
bulundurması clopen adı verilen ve elemanları hem açık 
hem de kapalı olan bir topolojinin varlığını göstermesi 
bakımından önemlidir. Pawlak yaklaşım uzayı topoloji 
yönünden incelendiğinde üzerinde clopen topolojisi olan 
düzgün uzay olduğu görülmüştür. Denklik bağıntısı ye-
rine daha zayıf özellikleri bulunduran bir bağıntı alındı-
ğında genelleştirilmiş yaklaşım uzayları olarak adlandı-
rılan yapılar elde edilir. Genelleştirilmiş yaklaşım uzayla-
rında bir kümenin alt yaklaşım ve üst yaklaşım kavram-
larının bazı özelliklerinin Pawlak yaklaşımına göre kay-
bolduğu ya da sağlanmadığı görülmüştür. Yansımalı ve 
geçişli bir bağıntı için tanımlanabilir kümelerin ailesi bir 
topoloji oluşturmasına karşın bu topolojinin elemanları-
nın clopen olması gerekmediği bilinmektedir. Günümüz 

matematik dizininde her iki alanın ortak noktalarına yö-
nelik araştırmalar yoğun olarak yapılmaktadır. 
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