G=S(1), G=S(2) ve alt Grublari i¢in G- Yoriingeler
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(G, *) bir grup, X bir kiime olmak tizere G: X etkisi verilsin. Bir x € X noktasi i¢in Gx = {gx ‘ge G} kiimesine

X elemanmin G- yoriingesi denir. (G, * ) bir grup olmak iizere bir X € X elemamnin kendisini igeren en kii¢iik G-
invaryant altkiime X’in G-y6riingesidir. Bu ¢alismada Benzerlik grubu G = S(n) ve tiim alt gruplar1 i¢in n=1 ve n=2
durumlarinda G- invaryant alt uzaylar olan G- yoriingeler elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Benzerlik grubu, G- invariant altkiime, G- yoriingeler

The G- orbits for G=S(1), G=S(2) and their Subgroups
ABSTRACT

Let (G, *) is a group and X is a nonempty set and let group action G: X are given. For any point X € X the set
Gx = {gx ige G} is called G- orbits of the element x. Let (G, *) is a group then, the smallest G- invariant subset

containing x € X is G- orbit of x. In this paper G-orbits of the similarity group S(n) and all subgroups of it in case
n=1 and n=2, which are G- invariant subspaces therewithal, are obtained.
Keywords: G- invariant subsets, G- orbits, Similarity group

GIRIS etmistir. Invaryant parametrizasyon ve egriler teorisi ile
Bir G doniisiim grubunun herhangi bir kiime tizerine  ilgili diger calismalar [24-29] gosterilebilir.

etkisi G:X ile gosterilir. Bu etkiye G grubun X tizerinde
hareketi de denir. Bir X € X elemaminin G nin tiim
dontisiimleri  altindaki gorintiilerinin kiimesine X Tamm: (G, * ) bir grup, X bir kiime ve
elemanminin G- yiirtingesi denir. (G, * ) bir grup olmak
izere bir X € X elemaninin kendisini igeren en kiiglik
G-invaryant altkiime X’in G-yoriingesidir ve bir G-
invaryant altkiime eger bir noktayr kapsiyorsa onun
yoriingesini de kapsamaktadir. invaryant altuzaylarin
bulunmasi probleminin matematikte olduk¢a yaygin bir L (p(gl,(p(gz, X)) =9(6.* 9, %),
kullanim alani vardir. Ozellikle operator teoride Hilbert 2. ¢(e,x)=x, VxeX ve e G ninbirim elemani,
uzaylarda ve tam siirekli operatorler igin ve nonlineer ) )
diferensiyel denklemlerin ¢dziimlerinde kullamilan bir 15¢ ¢ doniisiimiine G grubunun X kiimesi tizerindeki

kavramdir [12-15]. - . s~ . . .
Yoriinge uzaylarmin invaryant teoride pek ¢ok alanda etkisi denir. Bu etki G : X ile qo(g, X) ifadesi de g
cahisildigr goriiliir [1, 2, 10]. O(n) grubu i¢in noktalarm  jje pelirtilir.

tam invaryant sistemini 1897 de E. Study vermistir.

Daha sonra bunu Hermann Weyl gelistirmistir [16].  (rnek GoLH(Q) - {(/1 OJ 1504c R} kiimesini

MATERYAL ve YONTEM

GxX={(9,x); geG,xeX} olmak lizere

¢:GxX — X doniisiimii verilsin. Eger,

v0,,0,€G ve VxeX;

1988 de, Djavvat Khadjiev, R. Aripov tim oklid

hareketlerinin grubu E(n) ig¢in bu problemi ¢6zmiistiir

[17]. Daha sonra Weyl gosterimleri gok gesitli alanlara  alalim. Bu kiime, matrislerin ¢arpma islemine gore bir
uygulanmaya baslamistir.  Biyolojide bakterilerin
smiflandirilmasindan, insanlarin kavramlar algilama
problemlerine kadar bir ¢ok alana bu uygulamalar 10 X, .
genisletilmistir. ~ Ornegin, E.  Cassier  [18], g :( J Ve x =( ] olmak iizere,
transformasyon grubunun invaryantlarmi, algisal X2
karakterizasyonlar olarak vermistir. Daha sonra
Hoffman [19,20] Lie transformasyon gruplar1 ve Lie
cebirlerine dayali olarak algi teorisini gelistirmistir. (9, %) ——>¢(9,x) =9x
Bunlar1 Chan ve Chan [21,22] ve Leyton [23] takip

gruptur. G grubunun X = R? iizerindeki G : R? etkisini,

0 4

¢:GxR* >R’
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yani g matrisinin X siitun matrisi ile ¢arpimi olarak

tanimlayalim. etkidir:  Her

4, 0 X
o, A 0 g, = cG Ve x= 1eR?
0 /11 0 4 X,
i¢in,
2 o /1 ﬂxl MX
1 ¢(91v¢(g2vx))= [(0 /‘Ll 0 4 Xz] W[ lXZJ 44, Xz]

s 0 1)

=@ 9192 X)

10 10
2. o,x)= SIofK) wx=[ M )eRr? ve 1= G birim eleman.
0 1)x, X, X, 01

dir. ¢

Gergekten bu  bir

G bir grup olmak iizere, 0, =G:X, Ve

@, =G: X, de G grubunun verilen X ; ve X , kiimeleri
tizerindeki iki etkisi olsun.
XXX, ={(%,%,): % € X, %, € X, } olmak tizere
@:Gx(XxX,) = X,;xX,

(9. (%0 %,)) == (9, (%1, X,)) = (0, (9.%,), 0, (9. X))
doniisiimii de bir etkidir. Bu etkiyi ¢ =G: X, xX, ile
gosterecegiz. Simdi bunun bir etki oldugunu gosterelim:

@, ve @, birer etki olduklarindan,

L ( 0(92.(% Xz))) (91 (02(9:%). q’z(gz’xz))):‘P(gl’(%(gz')‘i)v%(gzvXZ)))
=(0u(9,01(92.:%)),0, (91,02 (0:.%,)))

=(01(9:9::%)9, (9:9:.%))

=(P(g1g2'(xl'x2))

2. g(e(x%))=(9.(e%)0, (%)) =(%.%): ¥ (%.%) € XXX, ve e G hirim eleman.

Ornek: G=LS(1) olmak iizere , ¢ =G:R oyleki

o (r,x) = =GR dyleki ¢, (r,x) = r2x Vverilsin.

R? =RxR = {(x,,X,): X, € R, X, € R} olmak iizere

X Ve ¢,

9:GxR? »>R?

(1 (%1%, ) =201, (%4, X, ) ) = (@, (1, %), 0, (1. X, ))

doniisiimii de bir etkidir. Simdi bunun bir etki oldugunu

gosterelim: @, ve @, birer etki olduklarindan,

Lol (un)))=oln(a (1) 60
)
:(@(r1 )01 r22x2))
=%,
=p(tr, xlxz)

2 ple(xn)=(alex) o6 x) =(en) ;v

(%,%,) € XXX, ve e e G birim eleman.

dir. ¢

Bir @:GxX — X déniisiimiiyle verilen bir

etkide g € G elemanim segip sabitledigimizde

@:GxX =X

(9,X) ——¢(9,x) = gx

dontigimil

¢0(g,.): X—>X

x—22 (g, ) = gX

doniisiimiine indirgenmis olur.
Tamm: G bir grup olmak lizere , @ =G: Xl ve

@, =G X, de G grubunun verilen X; ve X, kiimeleri

tizerindeki iki etkisi olsun. Eger, IF : X, —— X,
birebir ve 6rten doniisiimii,

X, —— X,

(01(91-)‘1’ ‘L¢z(gv')

Xl ——F—) XZ

diyagram:  degismeli  olacak  sekildle ya da
Fo (01(9’-) =, (g,,)o F esitligini saglayacak bicimde
bulunabilirse ¢ ; ve ¢, etkilerine denktir denir.

G=LH(2)

X, ={(x,y):y>x}cR? Ve

Ornek: olsun. G  grubunun

X, ={(xy):x>y}cR?

A0

kiimeleri lizerindeki etkileri » — ( J olmak tizere
0

A
0,:GxX, > X, v
R (| R A W
1 :GxX, > X,

=[5 D)o emn=(5 20
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olarak verilsin. Bu durumda bir

F: X, —X,
déniisiimii  olarak F(X,y) =(y,X) alnabilir. F,

birebir ve orten bir doniistimdiir. Buna gore;

X, —— X,
o (2.4 Lo, (4,)
Xy — X,

(Fo(,)Xx y)=Flg (2 Xx y)=Fle(2 (x y) = F(x 2y) = (2, 2%)

Ote yandan

(‘/’z (/1’ ')° FXX, y) =, (ﬂ'v .XF(X, y)) =P, (ﬂv -)(y, X) =P, (ﬂ, (yv X)) = (ﬂy, /b()

olur. Boylece bu diyagramin degismeli oldugu goriiliir.

Buna gore bu iki etki denktir.

G- Denk Noktalar ve G- Yoriinge

Tamm: G bir grupve @ =G : X etkisi verilmis olsun
Eger VheH ve VgeG iin gheH ise
H < X altkiimesine G-invaryant altkiime denir.

Bu tamimda H olarak H = {XO}C X alindiginda;

VgeG icin gX, =X, ise bu X, noktasina G-

invaryant nokta denir.

Tamm: G : X verilsin. Bir X € X noktast igin
Gx={gx: geG}

kiimesine x elemaninin G-ydriingesi denir.

Onerme: G: X etkisi verilmis olsun. Keyfi X € X

elemaninin G- yoriingesi bir G-invaryant altkiimedir.

Ispat: xe X elemanimin G- yoriingesi

Gx={gx : g €G} dir. $imdi Gxc X in bir G-

invaryant altkiime oldugunu gosterelim. Bunun i¢in her

yeGx ve her geG igcin gy eGX oldugunu

gostermeliyiz. Y € GX oldugundan 39, € G 8yleki
Yy =g,X dir. Buna gore gy =g(g,X) yazabiliriz.
Etkinin tanimindan 9(91X)= (ggl)X dir. G bir grup

ve 0*=(0g, €G oldugundan gy =g*x e GX
dir.

G: X
X € X elemammn G- yoriingesi GX olmak iizere

Gx
yoktur.

Onerme: etkisi verilmis olsun. Keyfi bir

-in kendisinden farkli G-invaryant altkiimesi

ispat: H — GX alalim ve H, G-invaryant altkiime
olsun. H =GX oldugunu gosterelim. e, G nin birim
eleman1 olmak iizere X =€X ve € € G oldugundan

XeGx dir. yeH olsun. Bu takdirde 39, € G
oyleki Yy =0¢,XeH dir. H, G-invaryant altkiime
oldugundan her g € G i¢in Qy = g(glx)e H dir.
O halde g= gl‘l icin de dogrudur. Dolayisiyla,

gy = gl_l(glx): (gl‘lgl)x =xeH dir. XxXeH

ve H, G-invaryant altkime ve her geG

GxcH

igin

gxeH dir. Buradan

oldugundan

Gx=H elde edilir. «

Burada bu onerme ile su gosterilmis oldu: bir G-
invaryant altkiime eger bir noktayr kapsiyorsa onun
yoriingesini de kapsamaktadir ve bir elemanin kendisini

iceren en kiicik G-invaryant altkiime o elemanin
yoriingesidir. Yani bir X € X igin x- i kapsayan en
kiigiik G-invaryant altkiime Gx dir.

Sonug: Keyfi a € GX i¢cin Ga=Gx dir.

Ispat: pceki snermelerden kolayca goriilebilir.
Onerme: G bir grup ve G: X etkisi verilmis olsun.

X,y € X (X#Y) noktalarinin ydriingeleri Gx ve Gy
ler olmak iizere GX(1Gy = ise, Gx =Gy dir.
Baska bir ifade ile GX = Gy ise Gx[1Gy = dir.
ispat:  Varsayalim ki GX[\Gy = olsun. Bu
takdirde 8 € GXMGY elemani mevcuttur. Bir dnceki
Sonug’a gdre Ga=Gx ve Ga=Gy dir.
Dolayisiyla GX = Gy dir. ¢

Tamm: G bir grup ve G: X etkisi verilmis olsun.

Eger, 3g € G oyleki X, =0X, ise X, X, € X
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noktalarina G-denk noktalar denir. Bu noktalarin G-

G
denk olmas1 X; ~ X, seklinde gosterilir.

Onerme: Noktalarin G- denklik bagintis1 bir denklik
bagmtisidir.

. G

Ispat: 1. X; ~X; dir. Ciinkii e, G nin birim eleman

olmak iizere X, =e€X, dir.

G
2. X, ~X, olsun. Bu takdirde bir g € G vardir

oyleki, X, = 0% dir., ~ Bu  durumda

G
g %, =(97'9)X, =X, olacagindan X, ~ X, dir.
G G
3. X, ~X, ve X, ~X; olsun. Buna gore bir

0, €G vardir, dyleki X, = g,X; dir ve bir g, € G

vardir  dyleki, X3 =(,X, dir. O halde

X3 :gZ(glx):(gzgl)X ve 0,9, €G

G G
oldugundan X; ~ X, dir. Dolayisiyla ~ bagmtis1 bir
denklik bagntisidir. ¢

G
Boylece bir elemanin ~ bagintisina gore denklik

G
siiflart o elemanin G- ydriingeleridir. Bu ~ bagintisi

kiimenin elemanlarini arakesitleri bos olan denklik

smiflarina ayirmaktadir.

Sekil 1. X kiimesinin elemanlarmin ~
yoriingeleri.

bagintisina goére

TARTISMA ve SONUC

Benzerlik Gruplan I¢in G- Yériingeler

Bu c¢alismada benzerlik gruplar1 denince, benzerlik
doniigiimlerin grubu ve bu grubun tiim alt gruplarn
Simdi

anlasilacaktir. n boyutlu uzayda benzerlik

gruplarini ifade edelim.

1 om={f:R">R|f()=gxg =g"|

2- SO(n):{f R" > R"f(X)=gxg =g ;detg :+1}

3- Tr(n)={f ‘R" > R" f(x):x+b;beR”}

4 E(n)=1{f :R" 5> R|f(x) = gx+b;g O(n);b eR"

5 SE(n)={f :R" > R"|f(x) = gx+b;g e SO();b e R" |

6= LH()=1{f :R" > R"|f(x)= 4> 0]

- HM)=1{f:R" 5> Rf(x)=x+b;4>0beR"}

8- LS(n)=1{f :R" > R"[f(x) = 4gx;g € O(n); A > 0}

9-  sLs(n)= {f :R" = R"/f(x) = Agx;g € SO(n); A > O}

10- SS(n):{f :R" > R"[f(x)=Agx+b;g €SO(n); 1 >0;be R"}

11- S(n):{f :R" > R" f(x):ﬁgx+b;geO(n);/I>O;beR"}

Simdi tim bu gruplarin n = 1 durumunda R deki, n =2

durumunda da R? deki G-yériingelerini bulalim:

1-  SO(1) : R etkisini alalim. Bu etki gx bi¢iminde iki
reel sayinin ¢arpimi olarak verilsin. SO(1) = {1}
oldugundan bu etki (1, X) = X olur. Buna gére
Teorem: bir X € R elemaninin SO(1) ybriingesi
Gx = {X} dir. Yani SO(1) R yi tek noktali
yoriingelere ayirir.

Boylece R de sonsuz sayida SO(1)- yoriinge

mevcuttur.

Sekil 2. R nin SO(1) yoriingeleri

2- 0O(1) : R etkisini alahm. Bu etki gx bi¢iminde iki
reel sayinin ¢arpimi olarak verilsin. O(1) = {-1, 1}

oldugundan bu etki @(1,X) = X yada

(1, X) = —X bigiminde olur. Buna gore

Teorem: Bir X € R elemanimin O(1) yoriingesi
Gx={xx} dir. Yani O(1), R yi en fazla iki

noktadan olusan ydriingelere ayirir. O halde

yoriingeler,
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Gx:{o x=0
+x x#0

dir.
\ 4
Sekil 3. R nin O(1) yoriingeleri
3- SE(1): R ve Tr(1) : R etkilerini alalim. Bu etkiler

¢(X) = x+b ,b e R bigiminde olur. Buna gére

Teorem: Bir X € R elemanimin SE(1) yoriingesi

R nin kendisidir. Yani GX= R dir.

0

Sekil 4. R nin SE(1), E(L), Tr(1), H(1),SS(1), S(1) yoriingesi

4-  E(1): R etkisini alalim. Bu etki ¢(x)=x+b ,beR
yada ¢(x)=-x+b ,beR biciminde olur. Buna
gore
Teorem: Bir X € R elemanmin E(1) yériingesi

de R nin kendisidir. Yani GX=R dir.

5-  LH(1): R etkisini alalim. Bu etki gx bigiminde iki

reel saymnin oldugundan bu etki

¢arpimi
@(X) = AX , 4 >0 olur. Buna gore

Teorem: Bir X € R elemanimin LH(1) yériingesi

(-0,0) ,x<0
Gx=+0 , x=0
(0,0) ,x>0

dir. Yani LH(1), R yi 3 yoriingeye ayirir.

1)

Sekil 5. R nin LH(1), SLS(1) yoriingeleri

6 H@L): R
o(X) =AX+b ,2>0,beR olur. Buna gére

etkisini alalim. Bu etki

Teorem: Bir X € R elemanimin H(1) yoriingesi

R nin kendisidir. Yani GX = R dir.

7- LS(1): R etkisini alahm. Bu  etki

@(X) = AX , A # 0 bigiminde olur. Buna gore

599

Teorem: Bir X € R elemaninin LS(1) y&riingesi

{o} x=0
GXz{R—{o} x#0

dir. Yani LS(1), R yi 2 yoriingeye ayirir.

]

Sekil 6. R nin LS(1) yoriingeleri

8- SLS(1): R etkisini alahm. SLS(1) ve LH(1)

cakisir. Buna gore
Teorem: SLS(1)- in R deki yoriingeleri LH(1) in
yoriingeleri ile aynidir.

9- SS(1) : R etkisini alalim. SS(1) ve H(1) cakisir.
Buna gore
Teorem: SS(1) - in R deki yoriingeleri H(1) in

yoriingeleri ile aynidir.

10- S(1): R
p(X) =Ax+b ,beR, A1 =0

etkisini alalim. Bu etki

bi¢iminde olur.
Buna gore
Teorem: Bir X € R elemanmim S(1) yoriingesi

de R nin kendisidir. Yani GX =R dir.

11- SO@2) : R etkisini alalm. Bu etki

cosd —sind X
g=| . eSO(2) V& x=| *|eR? olmak
sin@ cosé X,
. 0 O )X S
lizere ¢(X):[ 1 12][ 1} biciminde olur. Buna
921 9 A\ X,
gore

Teorem: Bir X € R? elemaninmn SO(2) yoriingesi
s (0,0), x=(0,0)
X=
CO,r), r=y%"+x," x#(0,0)
dir. Yani SO(2), R* yi orjin ve orjin merkezli

cemberlerden olusan yoriingelere ayirir.



ﬁ$ (p(x):(gz 3)(:)*@ bigiminde
&ky olur. Buna gore

Teorem: Bir X € R? elemaninin E(2) yoriingesi

Sekil 7. R? nin SO(2) ve O(2) nin ydriingeleri R? nin kendisidir. Yani Gx = R? dir.
9 ) 15- LH(2): R ? etkisini alalim. Bu etki X )
12- O(2) : R” etkisini alalim. Bu etki g € SO(2) x=| e R
2
Ve y_ (XIJ < R? olmak lizere olmak iizere
XZ
01 A 0Y x
= (%) =( j[
? (1 Ojg 0 ANX,
bi¢iminde ifade edilirse ¢(x) = wxolur. Buna gore bigiminde olur. Buna gére

Teorem: Bir X € R® elemaninin O(2) yériingesi Teorem: Bir XeR? clemammn LH()

s (0,0), x = (0,0) yoriingesi sifir noktasi igin sifir, diger noktalar i¢in
X =
C(,r), r=w/x12 +X22 x = (0,0) ise baslangic noktasi orijin olan yaridogrudur (
dir. Yani O(2) de, R? yi orijin ve orijin merkezli burada orjin yani (0,0) noktasi yaridogrulara dahil
cemberlerden olusan yoriingelere ayirir. degildir) .
13- SEQ2): R?® etkisini alahm. Bu  etki Yani LH(2), R? yi orijin ve orijin ¢ikish agik
g g X yaridogrulardan olusan yoriingelere ayirir.
gz( H uje S0(2), x:( lj,
G921 92 X,
b
b=| * |eR? olmak iizere
b,
O, 9, | X b
o(X) =( TR L bigiminde
G921 92 A\ X; b,
olur. Buna gore
Teorem: Bir Xe€R? elemaninm SE(2) Sekil 8. R? nin LH(2) ydriingeleri
yoriingesi R? nin kendisidir. Yani
Gx = R? 16- H(2): R®* etkisini  alalm. Bu etk
dir. @(X) = Ax+b , 1 >0,b € R? bigiminde olur.
14- E(2): R?  etkisini  alalim. Bu  etki Buna gore
g= (911 glzj c 0@2), X = (le Teorem: Bir X € R? elemaninmn H(2) yoriingesi
921 92 2 R? nin kendisidir. Yani GX = R? dir.
(B e )
b= (sz €R olmak UZTE 7. LS(2):  R?  etkisini  alahm. Bu  etki

g:[gn glzje 0(2) ve x:[leeRZOImak
O, 92 X,
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lizere (p(x)=(/1 0][911

glzj(le bigiminde
0 AN9xn 9 /X

LS(2)

olur. Buna gore

Teorem: Bir XeR? elemanmmn

yoriingesi

(0,0 x =(0,0)

Gx =
{Rz -{(0,00} x=(0,0)

18-

19-

dir. Yani LS(2), R? yi 2 yoriingeye ayirir.

Sekil 9. R%nin LS(2) ve SLS(2) yériingeleri

SLS(2): R?

g:(g“ glzJe SO(2) ve x:[xl]eRz
921 92 X,

olmak iizere (o(x):(ﬂ‘ 0)(911 ngJ[le
gZZ XZ

0 AN0ax

etkisini  alalim. Bu etki

bi¢iminde olur. Buna gére

Teorem: Bir XeR? clemaninin  SLS(2)
yoriingesi
. { 00)  x=(00)
R? —{(0,0)} x=#(0,0)
dir. Yani SLS(2), R*yi 2 yériingeye ayirir.
SS(2): R ? etkisini alahm. Bu etki

g:(gll glzje S0(2). Xz(le’

921 92 X,

bz(leeR2
b,

A0
o(x) —[O l][j

olur. Buna gore

olmak

O j( X j n [bl j bigciminde
922 \ X, b,

Teorem: Bir X € R? elemaninin SS(2) yériingesi

R? nin kendisidir. Yani

Gx =R?

dir.
20- S(2): R etkisini  alalim. Bu  etki
X
g:(gn glzJE 0Q). Xz( 1}
O 92 X,
b= by eR? olmak lizere
b,
o(X) _[/1 Oj[gu glzj(xlj+[b1j bigiminde
O ﬂ’ ng gZZ XZ b2
olur. Buna gore
Teorem: Bir X € R? elemaninin S(2) yoriingesi
de R? nin kendisidir. Yani Gx = R” dir.
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