BEU Fen Bilimleri Dergisi BEU Journal of Science
7 (2), 243-255, 2018 7 (2), 243-255, 2018
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Minkowski-3 Uzayinda Timelike Rasyonel Bezier Egrilerinin
Egrilikleri Uzerine

Hatice KUSAK SAMANCI”

Bitlis Eren Universitesi, Matematik Boliimii, Bitlis, Tiirkiye

Oz

Bilgisayar destekli geometrik tasarim (BDGT) uygulamalari son yillarda biiyiik 6nem kazanmustir. Bezier egrileri
BDGT deki 6nemli bazi egri tiirlerindendir. Bezier egrileri dzellikle araba tasarimlarinda kullanilmak amaciyla P.
Bezier tarafindan 1960 yilinda kesfedilmistir. Bu egriler parametrik yapilarindan dolayr tasarimda oldukga
kolaylik saglamaktadirlar. Bezier egrileri lizerinde simdiye kadar pek ¢ok ¢alisma yapilmigtir. Calismamizin amaci
Minkowski-3 uzayindaki timelike rasyonel Bezier egrilerinin bazi metrik ézelliklerini aragtirmaktir. Ilk olarak bir
timelike rasyonel Bezier egrisinin Serret Frenet catistn1 Minkowski metrigini kullanarak hesapladik. Ikinci olarak,
timelike rasyonel Bezier egrilerinin egriligini ve burulmasini Minkowski-3 uzayinda hesapladik. Daha sonra bu
egrilerin Serret-Frenet catisinin tiirev formiillerini, timelike egrilerin Serret-Frenet tiirev formiillerini kullanarak
elde ettik.

Anahtar kelimeler: Timelike rasyonel Bezier egrisi, Minkowski-3 uzay1, egrilik, burulma.

On Curvatures of The Timelike Rational Bezier Curves
in Minkowski 3-Space

Abstract

The applications of computer aided geometric design (CAGD) has gained considerable importance in recent years.
Bezier curves are some important curve types in CAGD. Bezier curves were discovered in 1960 by P. Bezier,
especially for use in automobile design. The curves are very easy to design due to parametric constructions. A lot
of studies have been done on Bezier curves so far. The aim of our work is to investigate some metric properties of
time-like rational Bezier curves in Minkowski 3-space. Initially we computed the Serret-Frenet frame of a timelike
Bezier curve using the Minkowskian metric. Secondly, we calculated the curvature and torsion of the timelike
rational Bezier curves in Minkowski 3-space. Later, we obtain the derivative formulas of Serret-Frenet frame of
these curves using timelike Serret-Frenet frame.

Keywords: Timelike rational Bezier curve, Minkowski 3-space, curvature, torsion.

1. Giris

Bilgisayar Destekli Geometrik Tasarimda (BDGT) egri iiretme teknikleri olduk¢a 6nemli bir konudur.
Bu egri tiretme tekniklerinden biri olan Bezier egrileri otomobil tasariminda kullanilmak amaciyla ilk
kez 1960 yilinda Renault sirketinde miihendis olarak c¢alisan P. Bezier tarafindan olusturulmustur.
Bezier egrileri kontrol noktalarim1 igeren bir konveks c¢okgen igerisinde tanimli Bernstein
polinomlarindan olusan parametrik bir egri ¢esididir. Tasarimda kullanim kolaylig1 agisindan oldukca
yaygin bir bigimde tercih edilen Bezier egrileri i¢inde bulunduklari konveks ¢okgenin baglangi¢ ve bitis
noktalarimin degistirilmesi ile egrinin global olarak degisimini saglamaktadir. Bu nedenle Bezier
egrisinin u¢ noktalarindaki teget ve egrilik hesaplar1 geometrik acidan 6nemlidir. Bezier egrilerinin
geometrik Ozelliklerine ait temel ¢alismalar [1, 2] de ayrintili bir bicimde verilmistir. 1992 yilinda
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Folater n. dereceden Bezier egrilerinin yiiksek mertebeden tiirevlerini hesaplamstir [3]. 2004 yilinda
M. Incesu ve O. Giirsoy Bezier egrilerinde esas formlar ve egriliklerle ilgili bir ¢alisma sunmustur [4].
2008 yilma kadar yapilan Bezier egrileri ile ilgili calismalar genellikle Oklid uzayinda incelenmistir.
Bezier egrileri ilk defa 2008 yilinda G.H. Georgiev tarafindan Minkowski uzayinda tanimlanmigtir [5].
B. Pokorna, ve P. Chalmovianski ise kuadratik ve kiibik Bezier egrilerinin Minkowski uzayindaki
cizimleri ve sinir kosullar: ile ilgili ¢alismalar yapmustir [6, 7]. 2011 yilinda H. Ugail ve arkadaslar1
Bezier yiizeylerini Minkowski uzayinda tammlamustir [8]. H. Kusak Samanci ise Minkowski uzayindaki
n. dereceden spacelike Bezier ve rasyonel Bezier egrilerinin ug¢ noktalarindaki Serret-Frenet ¢atilari,
egrilikleri ve tiirev formiilleri gibi bazi geometrik 6zellikleri incelemistir [9, 10]. Minkowski uzayindaki
temel kavramlar [11, 12] verilmistir.

Calismamizda Minkowski uzayinda timelike rasyonel Bezier egrisi tanimlandiktan sonra bu
egrinin u¢ noktalarindaki Serret-Frenet catis1 ve egrilikleri hesaplanmustir. Bulunan egrilikler yardimiyla
timelike rasyonel Bezier egrisinin Serret-Frenet ¢atisina ait tiirev formiilleri hesaplanmustir.

2. Materyal ve Metot

2.1. Minkowski Uzayi i¢cin Temel Bilgiler

Minkowski uzayinda alman 7= (771, 772,773) ve A= (ﬂi, /12,/13) vektorleri i¢in tanimlanan
g(77, /1) =—mA + 1,4, + 1,4, metrigine Minkowski metrigi denir. Minkowski uzayinda vektorler
Oklid uzayindaki vektdrlere gore daha farkli tanmimlanmaktadir. 7= (771, 772,773) ell i vektoril
Minkowski 3 uzayinda tanimlanan herhangi bir vektor olsun. Eger ¢ (77,77) >0 veya 77 =0kosulu
saglaniyorsa 77 vektoriine spacelike vektor denir. Eger g (77, 77) < 0 saglaniyor ise 77 vektoriine timelike
vektor, @ (77, 77) =0 ve n7#0 saglaniyorsa lightlike vektor denir. Minkowski uzayinda norm

||77||L = |g(77,77)| ile tammlamr. Eger 17 ve A vektorleri timelike vektéorler ise ¢ bu iki vektor

arasindaki ac1 olmak iizere Minkowski metrigi

9(1,4) =~|n|[[2] cosh ¢ (1)
bigiminde de yazilabilir. Ayrica bu iki timelike vektorleri igin dig ¢arpim ve dis ¢arpimin normu

nxy 12(773}“2 _772/13’77123_773%177112_772/11) ) 2
7> 21, = Il 4]l sinh 6 ©)

ile tammmlanir [12]. @ Minkowski 3 uzayinda bir egri olsun. Eger her t noktasindaki a'(t) teget

{T, N, B} Serret-Frenet ¢atisindaki T teget vektorii timelike vektér, N asal normal vektorii ile B

binormal vektorii spacelike vektorleridir. Birim hizli bir timelike egrinin Serret-Frenet catisinin
vektorleri

Tx N=B, Nx, B=-T ve Bx, T=-N (4)
olmak tlizere tiirev formiilleri
T'=xN, N’ =T +7B, B'=—zN, ©)

denklemleri ile verilir [11].
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2.2. Rasyonel Bezier Egrileri icin Temel Bilgiler

Oklid uzaymda ¢, ;,., £, €U * kontrol noktalarina sahip, @@ hepsi birden sifir olmayan skaler
agirlikli n. dereceden rasyonel Bezier egrisi

ia)i@i B, (1)
P (1) =,
Za)i B, ()

denklemi ile tammlanir. t €[0,1] aralig1 i¢in

nj. .
6.0

denklemi Bernstein polinomlarini vermektedir. Rasyonel Bezier egrileri, konik kesitlerin
incelenmesinde pratik kullanimi agisindan oldukga avantajli bir egri iiretme teknigidir. Ozellikle
quadratik rasyonel Bezier egrileri olarak adlandirilan ikinci dereceden rasyonel Bezier egrilerinin
agirliklar1 yardimiyla elips, parabol ya da hiperbol olduklarinin tespitleri yapilabildigi i¢in rasyonel

Bezier egrilerinin kullanimi oldukga yararlidir. Eger a)l2 —w,0, <0 kosulu saglaniyorsa rasyonel
Bezier egrisi elips belirtir. Eger a)f —w,, =0 ise parabol ve a)f —w,®, > 0 ise hiperbol belirtir, [1,2].

Rasyonel Bezier egrilerinin baslangi¢ ve bitis noktalarinda konveks ¢okgene tegettir. Bu nedenle
baslangi¢ ve bitis noktalarindaki tiirevlerin hesaplanmasi 6nemlidir. M.S. Floater 1991 yilinda rasyonel
Bezier egrilerinin oldukga karmasik bir yapiya sahip olan yiiksek mertebeden tiirevlerini hesaplamustir.
Rasyonel Bezier egrisinin baslangi¢ ve bitis noktalarindaki tiirevleri

Wb 1%, ©)
dt |, @,
dgp(t) Nw,_,
=LA 7
dt |, o, fn- ")

denklemleri ile vermistir. Uzun hesaplamalar sonucunda tiirev vektorlerinin vektorel ¢arpimlari

dp®)| _d*e@®| n’(-Doe,

- A A 8
dt tzox dt® |, ? (A< A1) ®)
dp®)| _d’e®| (-,

= L n2 (A A 9
T T ©

ve karma ¢arpimlari

(dso(t) d’p(t) dsso(t)j (1) (- 2) A,

dt dt? dt? T(A@o A Ap, )L:O (10)

t=0 0

(11)

t=1

dp(t) d’pt) dp(t) 3 2 W 1D, 3Oy s
=n°(n=-1°(n—-2) =12 N3 (A A A
[ dt dt? RTE ( )" ( ) P ( na D n, pn—s)‘

t=1 n

denklemleri ile hesaplamstir [3].
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3. Bulgular ve Tartisma

Tamm 3.1. [ i Minkowski uzayinda ayni timelike konide bulunan @, ;,.,¢, kontrol noktalar1 ve @

agirliklari ile tanimli N. dereceden bir timelike rasyonel Bezier egrisi t €[0,1] icin

ia)i@i B;..(t)
") = =, 12)
0B,

i,n

i=0

denklemi ile tanimlanir. g, €[l f, i=0,1,.,n, kontrol noktalar1 alinarak tanimlanan @"(t) timelike

rasyonel Bezier egrisinin t €[0,1] i¢in birinci mertebeden tiirevi

n

de" (t) _ {;@S@Bi,n (t)} _LGola)i Bi,n (t)} 0" (t)
Za)i B,‘n ®)

dt

ile hesaplanir. Timelike rasyonel Bezier egrisinin t =0 baglangi¢ noktasindaki tiirevi egrinin baslangig
noktasindaki tegetini verir ve (6), (7) denklemlerindekine benzer olarak g, €[l f i=0,1.,n, kontrol
noktalar1 i¢in tegeti

dp®)| _ne Ap, (13)
dt |t=0 Wy

esitligi ile hesaplanir. g, €l f, i=0,1,.,n, kontrol noktalar1 i¢in egrinin t =1 baslangi¢ noktasindaki
tegeti ise

Ao _now, o, (14)

dt |t=0 @,

esitligi ile hesaplanir. (8), (9), (10), (11) denklemlerinde verilen vektérel ve i¢ ¢arpim islemleri
calismamizda (1) ve (2) deki Minkowski uzayinda tanimlanan vektorel ¢arpim ve igcarpim islemi olarak
diisiiniilerek kullanilacaktir.

Teorem 3.2. p" (t) rasyonel Bezier egrisi timelike ise @, baslangi¢ noktasindaki A, teget vektorii

ve {0, bitis noktasindaki Agonfl vektori timelike vektordir.

Ispat: o (t) egrisi timelike rasyonel Bezier egrisi ise Vie [0,1] icin

g[dp” (t) dp" (t)]<0 )

d ' dt

kosulu saglanir. Oyleyse bu kosuldan A 9, vektdriiniin timelike vektor oldugu goriilmektedir. (6) veya
(13) denklemlerindeki t =0 baslangi¢ noktasindaki teget vektorii (15) denkleminde yerine yazildiginda
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g(A po,Agoo)<0 sonucu elde edilir. Boylece ), baslangi¢ noktasindaki A g, teget vektoriiniin
timelike vektorii oldugu ispatlanmig olur. Timelike rasyonel Bezier egrisinin (), , bitis noktasindaki
A, tegetinin de benzer yol ile timelike oldugu ispatlanabilir.

Onerme 3.3. o" (t) bir rasyonel Bezier egrisi olsun. Eger konveks ¢okgendeki biitiin vektorler timelike

vektorler ise " (t) rasyonel Bezier egrisi timelike egridir.

Onerme 3.4. @, ,,.,¢, € R’ kontrol noktalar: ile tamimlanan " (t) egrisi bir timelike rasyonel
Bezier egrisi olsun. " (t) egrisinin birinci mertebeden tiirevi hodograf olarak adlandirilir. Eger biitiin

A g, ler ayni konideki timelike vektorler ise bu durumda " (t) hodograf egrisi ayni konide timelike
egrileridir.
Simdi p" (t) timelike rasyonel Bezier egrisinin u¢ noktalarindaki Serret-Frenet catilari,

egrilikleri, tiirev formiilleri verilecektir.

1
Diizgiin bir @" (t) timelike rasyonel Bezier egrisi birim hizli olmayip yay elamam s = J.
0

n

Aol g4
dt |,

integrali ile bulunur. " (t) timelike rasyonel Bezier egrisinin t=0 baslangi¢ noktasindaki Serret-Frenet

catisi {T, N, B}L:o olsun. Timelike egrileri igin

g(T,T)=-1 g(N,N)=1 g(B,B)=1,
g(T.N)=0 g(T.B)=0 g(N,B)=0

ozellikleri saglanacagidan Serret-Frenet catisim olusturan vektorlerden T tegeti timelike, N asli
normali ve B binormali spacelike oldugu gériiliir. Birim hizli olmayan " (t) egrisinin hizi

_ |g dp"(t) dp"(t)
) dt ' dt

normu ile ve yay uzunlugu parametresi

1 |g[d"®) de'®)
S_IJ g( dt ' dt Jm

f

V:Hdso"(t)
dt

integrali ile hesaplanir.

Teorem3.5. g, € Rf kontrol noktalari ile verilen bir " (t) timelike rasyonel Bezier egrisi i¢in A g,

ler ayni konide yer alan vektorler ise t =0 noktasindaki {T, N, B}L:o Serret-Frenet catisi

T| — At@O
N EETINZNCS)
o = A% cothg- 29 escho

Ao, Al
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| = Ao x Ao,
2 Aol [a ], sinhe

denklemleri ile hesaplanir, burada @ agisi Agoo ve Agol vektorleri arasindaki agidir.

Ispat: KJn (t) timelike rasyonel Bezier egrisinin t =0 baslangi¢ noktasindaki A g, vektorii timelike

oldugu i¢in ||A gJO”L =\/—g (A goo,Agoo) normu ile tanimlhidir. (13) denkleminin kullanilmasiyla

pozitif @,, @, agirliklari i¢in baslangig noktasindaki tegeti

de't) N9y,

T| — dt — @ — ASOO
t=0 de" () o \/ 9(Apy Apy)
dt ||, @, .

denklemi ile elde edilir. Birim hizli olmayan " (t) timelike rasyonel Bezier egrisinin t = 0 baslangig
noktasindaki binormal vektorii ise (8) ve (9) denklemlerinden

dp'() . 4% () ‘

g - dt - dt?
o de" M), de" M)
dt - odt? |
t=0

n*(n-1) e
#(ApoxApl)

n*(n—1) @,
( 2) 1 Z(ASOOXApl)
@ )
_ Apyx Ap, Apyx A,

B [ANCAENA B |a @], |A e, sinho

esitligi ile hesaplanir, burada 6 agisi Agoo ve A, vektorleri arasindaki agidir. Birim hizli olmayan

timelike rasyonel egrisinin birim teget vektori T |t=0 timelike, asli normali ve binormali N |t=0 and

B | _o spacelike vektorlerdir. (2) denkleminde tanmimlanan Minkowski uzayindaki vektérel ¢arpimu ile
t=0 y carp

N |_o=-Bl_y %.T | asli normali (4) de verilen denklem ile hesaplanir. § agisi A 9, ve Agp

vektorleri arasindaki ag1 olmak iizere asli normalin hesaplanis1 asagida verilmistir:
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N|o=-Bl_o>x.Tl
— (Apy AL APy) X Ay
1A 90 AL A@ A 0],
__—9(A@0Ap) A+ (AP APy) A,
|A @5; A 4], -sinh 6

1A 05,2 A o~ A @], | 95, cosh 6.4 o,
|A0,], 1A 4], sinh 6

= A P coth @ — Ap csché.
1A 90|, 1A @],

Teorem 3.6. Minkowski uzayinda g9, ,,.,, €5 kontrol noktalartyla verilen N. dereceden (" (t)

timelike rasyonel Bezier egrisinin t =0 baslangi¢ noktasindaki egrilik ve burulmasi
_n_la)owz ”Ag@l”L Sinht9 Tl __n_2w0w3 dEt(AWO’ASODASOZ)
- 2 2" ’ t=0" 2

n o ”AgOO”L N 0o, ”A@O XL A501||L

o

denklemleri ile hesaplanir.

Ispat: Minkowski uzayindaki vektorel carpimun 6zelliklerinin ve (8) denkleminin kullanilmasiyla
" (t) timelike rasyonel Bezier egrisinin baglangi¢ noktasindaki egriligi

[de" (1) d%" ()
la tw |

P L
|t=0 Hdggn (t) 3
dt
L t=0
2
-1
n(n—g)a)la)z(ASOo XL A((Ql)
_ Dy L
- N, ?
71A800
w, )
_N-loo, [A 00 x A, _n-1 [A @0, -|A @], sinh &
ool [Aap n |A 0ol

_n -1l oo, ”A pl”L

.sinh @
o A

esitlikleri ile hesaplanir, burada 0 agis1 A, ve A, vektorleri arasindaki agidir. (10) denkleminin
kullamlmasiyla " (t) egrisinin t =0baslangi¢ noktasindaki burulmasi igin
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dt dt?

I

dt?

|

n*(n-1)°(n-2) ===

a’lwz @3 (

0

t=0

Ap, Ap, Ap,)

Wy

n’*(n-Ya,w,
—2(

Ac@o XL Asol)

2

L

_ n—2 w,w, g(Agoo XLAS%’AS%)
N 00, [Apox (Ao~ Aw,)
_ N2 o, det(Ap, Ap,,Ap,)
(yeN XLA@”i

n oo,

sonucu elde edilir.

Teorem3.7. Ap, ve A, vektorleri arasindaki ag1 6 olmak iizere N. dereceden " (t) timelike rasyonel

Bezier egrisinin t =0 baglangi¢ noktasindaki Serret-Frenet tiirev formiilleri

o, A,

T ,=(n-1)—=% SINhO.N|._
T o g,
lap,
N'| n—1)% L sinhoT|,_
SR P T
det(A ., A, A
(n-2) 2 AL AGBO) 1y ) gy
@, ”ASOOXLASOl”L
B’|t0=(n—2)&det(Aggo’Apl’AsOZ)”AgOO”L.N o

@, Ay, ASOl”i

denklemleri ile verilir.
dp"(t)
dt
t=0

hesaplanir. Minkowski uzayindaki birim hizli olmayan timelike egrileri i¢in tanimli (5) ile verilen tiirev
denklemlerinin kullanilmasiyla teget vektoriiniin tiirev formiilii

Ispat: " (t)timelike rasyonel Bezier egrisinin hizi v, = =%||Agoo||L

0

esitligi ile

L

T o= & lioo Vi-N |

_n-low, [Api],

smh@ DA N |
ATV o |A @l Nl
lag,
:(n—l)&—L.sth.NL
@ ||A800||L o
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olarak hesaplanir. Asli normalinin tlirevi

N'|_o=&V,T|_, +7V,Bl._,
_n -1 w0, ”Apl”l_ _ N,
ol Apf @

|A @, sinh 6T |,

-2 det(A gy, Agp,, A
N2 oy, det(Apy, Ap, 2502) N, 1A 9], B o
n oo, ||A 0%, A 501”L @,

A
:(n_l)ﬁ)&ﬂ—@h-.sinhem=O
2] ”ASOO”L
det(A gy, A @, A
(n-2) 2 CHACAOAR) ) )
27 ”A §0 XL A@l”

L

olarak hesaplanir.

B'.o=—-7V\N|_,
-2 det(Agp,, Agp,, A
SneZom SR ARL) M)
n oo, [Ap, XLA@”L @o
w, det(Apy, Ao Ap,)
=(n-2)—= Apgl NJ._
( a)z ||ASOO XL A((Ol”Z || 0||L t=0

L

Simdi de " (t) timelike rasyonel Bezier egrisinin t=1 bitis noktasindaki geometrik zelliklerini
ispatlayalim:

Teorem 3.8. (" (t) timelike rasyonel Bezier egrisi igin g, €[] f, i=0,1.,n, kontrol noktalar1 olsun. A g,

ler ayn1 konide yer alan vektorler ise t = 1bitis noktasindaki {T, N, B}L:l Serret-Frenet ¢atisi

T| — At@nfl
T F9(Ap, AP, )
Ap, Ap,
|, =——=—cothp——""2—cschy
R Y ) A @n2.

| = APy X APy
A g, A9, sinhe

denklemleri ile hesaplanir, burada ¢ agis1t A, ve A, , vektorleri arasindaki agidir.

ispat: " (t) timelike rasyonel Bezier egrisinin t=1 bitis noktasindaki A g, vektorii timelike

oldugu i¢in ||A goH”L = \/—g (A 01, A pH) normu ile tanimhdir. (7) denkleminin kullanilmasiyla

timelike rasyonel Bezier egrisinin @, , @), ; agirliklar i¢in bitis noktasindaki tegeti
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dp"(®) My,

T| — dt — a)n — AS{)n_l
= dg@n(t) N, Ago \/_g (Agon—l’Apn—l)
dt |, , i .

denklemi ile elde edilir. Birim hizli olmayan "(t) timelike rasyonel Bezier egrisinin t=1 bitis
noktasindaki binormal vektorii ise (9) denkleminin yerine yazilmasiyla

wm&d%ww

B = dt " dt?
t=1 n 2.n
d'(t)  d%p" ()
dt - odt® |
t=1
n‘(n-Do .o
( )2n71 niz(Apn—lepn—Z)

a,

n

) | n*(n —Dw, 10, ,
. (

W,

A(@n—lepn—Z)

L
= AP Apn, - Ap X APy,
”A Fna XL A SOmz”,_ ”A 50,],1”'_ ”A gon,2||L sinh g

esitligi ile hesaplanir, burada ¢ acis1 A, ; ve A, , vektorleri arasindaki agidr.
Birim hizli olmayan timelike rasyonel egrisinin birim teget vektori T |t=1 timelike, asli normali ve
binormali N |t=1 and B |t=1 spacelike vektorlerdir. (2) denkleminde tanimlanan Minkowski vektorel
carpimui ile asli normali N |t=1:—B |t=1 XLT |t=1 denklemi ile hesaplanir. ¢ agist AP, ve Agp, ,
vektorleri arasindaki ac1 olmak iizere asli normalin hesaplanis1 asagida verilmistir:
N o= -Blax. Tl
(AP ALAP, L)X AP,
IA@. 1 ALAD, ”L Jla S<’n-1||L
_ (AP AP ) AP, + (AP, Ay y)- AP
8 0]l 14 9, -] sinh g
__ ”A SOn&”LZ APn, — ”A $n-2 ”L ”A 80n4||L coshp.Ap,,
[8 000" 1A, | sinh e
AP, ,
[A s,

Asonfl
”A Son—l”L

cothgp — csc h.
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Teorem 3.9. Minkowski uzaymnda ¢9,, ;- 2, €5 kontrol noktalartyla verilen N. dereceden " (t)

timelike rasyonel Bezier egrisinin t =1 bitis noktasindaki egrilik ve burulmasi

_ n-lo Wh_p ”A@H—ZHL

|t:l_ :

B n-2 w @, 5 det(A(@n_l,A(@n_z,A(@n_3)

n

.Sinh x, T|,=
n w'?—l ”A @n_1||i - N @10, ”A £n XL Agon—ZHi

denklemleri ile hesaplanir.
Ispat: Minkowski uzayindaki vektérel garpimin 6zelliklerinin kullaniimastyla " (t) timelike rasyonel
Bezier egrisinin baslangi¢ noktasindaki egriligi

de" (1) d’" ()] 00D, 100,
| :“ & w || | e Beexse)
t=1 n 3 -

Hdp(t) %A@n—l
dt L t=1 @, L

= n_la)”a)”—Z ”ASOYH XL ASOH”L — n']-”ASOnfl"L '”AWHHL Sinh(o
2

n Wy ”A pn—l”i n ”A 8/')”*1”?_
_n -loo, ”A gon—ZHL

n

n 605_1 ”A pnfl”i

.sinh @

esitlikleri ile hesaplanir, burada ¢ acis1 A, , ve A, , vektorleri arasindaki agidir. (11)

denkleminin kullanilmasiyla " (t) egrisinin t =1 bitig noktasindaki burulmasi i¢in

(dga” (t) d?p" (1) d°p" (t)]

dt dt? dt®

t=1

. Q.
n3(n—1)2(n—2)%(wn_1 APy, AP, )

n

2
n’(n—-1
|| ( a))gonla)nz (A Son—l XL A Kon-z)

_nN-2 w,0,, g(AXJn_l XLAS/‘)n—Z!ASOn—s)

- 2
n o,,0,, HA P XL (A no _Agon—l)HL

__n—2 a)a) det(ASOn,l’A(@nfz’Asgn—S)

L

n~“n-3

n ,,0,, ”A Pra XL APn, "i

denklemi elde edilir.
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Teorem3.10 A, , ve A, , vektorleriarasindaki a1 ¢ olmak iizere N. dereceden " (t) timelike

rasyonel Bezier egrisinin t =1 bitis noktasindaki Serret-Frenet tiirev formiilleri

e Y

v (Aol

[A @l
N'| ,=(n-1 ©n-2 SsinhoT|
O TR T

_(n- 2)a) ,det(Ap, AP, , AP, ;)
CHCE NG ASOH”L
) o, det(Ap,  Ap, , AP, ;)
o APy x AS/"n—Z”i

T'|_,=(n —1) Sinho.N|_,

”A @ml”._ Bl

B’ |t:1= (n -2 ”A @n—l”._ N |t:1

denklemleri ile verilir.

%%Q . E%WAmJL esitligi ile

hesaplanir. Minkowki uzayindaki birim hizli olmayan timelike egrileri i¢in tamimli (5) denklemi ile teget
vektoriiniin tlirev formiilii

Ispat: " (t) timelike rasyonel Bezier egrisinin hizi v, :‘

L

T'y=xl4 Vo-N|y

_h- 160na)n 2 " En- 2” slnh(p n 1||A80 1” Nl
n t=
n @, 1 || —l” “n
_(n- ) @, , ” oz, sinho.N |
@, ” - 1”

olarak bulunur. Asli normalinin tirevi

N’ |t—1: KV, T |t:l +Tsz |t:1
n -1low ” Son 2”

nn2

na)l
A sinhoT
0 —1 ||A n1” ” n 1” oT |,

- 2 w0, , dEt(ASOnvaSOnfz’ASOnfa) Nw, ”

A Bl
n w O, ”A gon_l x, A pn_zni o, pn—l”L |t71

(ropalariil
@, [A@,al,
(n Z)a) ,det(Ap,  Ap, , Ap, 3)
(/) ”A(@n—l x A n—2|||_

sinhgT|,

”A 50n—1|||_ B |t:l

olarak hesaplanir. Binormalinin tiirevi ise
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B'|,,=-7V,N |

_ n-2 0,0, 4 det(A SOn_l,ASOn_zaApn%) Naw,
n Wy 10, “A n1 XL A $n-2 “i @
) W, 4 det(A 1 A n 2 A pn—?:) ”

@ ”A na XL ASOn-z"i

- ”A Son—1|||_ N

=(n_2 ASOml”L'Nltzl

denklemi ile elde edilir.

4. Sonuc ve Oneriler

Rasyonel Bezier egri yontemi Bilgisayar Destekli Geometrik Tasarimda 6nemli bir egri iiretme
teknigidir. Bu ¢alismada Minkowski uzayinda timelike rasyonel Bezier egrilerinin geometrik dzellikleri
ile ilgili bir arastrma yapilmustir. Ozellikle Minkowski uzaymm Oklid metriginden farkli olmasi
sebebiyle timelike rasyonel Bezier egrilerinin geometrik ozelliklerinin de farkli sonuglandigi
goriilmektedir.
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