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Ozet: Goriintii isleme ve riintii tanima uygulamalarinda yer bulan kendine benzer egriler bircok
aragtirmaci tarafindan calisilmistir. Bu calismada Oklid uzayinda Kardioid, Saykloid, Limagon,
Astroid, Es acilt spiral egrilerinin kendine benzer egri olup olmadiklar1 incelenmistir. Ayrica bu
egrilerin kendine benzer egri olmamasi icin gerekli sartlar elde edilmistir.

Some Special Curves Non Self-Similar

Keywords Abstract: Self-similar curves used in image processing and pattern recognition have been
Self-Similar studied by many researchers. In this study, we examine whether kardioid , saykloid, limagon,
Curves, Astroid, Spiral curve in Euclidean space are self- similar curves. We have also obtained the
Kardioid, necessary conditions so that these curves do not have a self-similar curve.

Saykloid,

Limagon,

Astroid,

Spiral

1. GIRiS Kardioid egrisi: 1741'de Royal Society'nin Felsefe

Egriler teorisi, diferansiyel geometriyi en iyi temsil eden
ve belki de onu en ilging kilan ¢aligsma alanidir. Egrilerin
ozellikleri incelendiginde farkli ve 6nemli sonuglar elde
edilir. Bu teori; fizik, lineer ve nonlineer diferensiyel
denklemler ve  miihendislik alanlarinda  farkli
uygulamalarda kullamilmaktadir. Ozellikle ele alinan
nesnenin zamana gore degisiminin analiz edilmesini
gerektigi  durumlarda  degisim  bilgisi  egrilerle
Olciilebilmektedir. Gorilintii isleme ve Oriintii tanima
uygulamalarinda ise, goriintiideki nesnelerin  yer
degisimi ve piksel degerlerinin degisimleri gibi ihtiyag
duyulan bilgiler egriler yardimiyla etkili bir sekilde
tespit edilebilmektedir[1]. Diferansiyel geometrideki
egriler teorisinde bazi 6zel egriler bulunmaktadir. Bu
Ozel egriler hakkinda daha fazla bilgiye [2-9] da
ulagilabilir. Bu 06zel egrilerin bazilar1  asagida
siralanmustir;

Islemlerinde Castillon tarafindan ilk kez kullanilmustir.
Kardioid egrisinin yay uzunlugunu ise 1708'de La Hire
tarafindan bulunmustur.

Limagon egrisi: Pascal'in limagonu olarak da adlandirilir.
Limagon soézcligii salyangoz anlamima gelen Latince
limaksindan gelir. Ilk énce Underweysung der Messung
(1525) 'te ¢izim ydntemi olan Diirer tarafindan
arastirilmistir. Blaise Pascal'm babasi olan Etienne
Pascal tarafindan yeniden kesfedilmis ve 1650'de Gilles-
Personne Roberval tarafindan adlandirilmustir.

Astroid egrisi: Astroid sdzcligii Yunanca’da yildiz gibi
nesneleri andiran asteroid kelimesinden gelir. 1691°de
Romer ve Jean Bernoulli tarafindan incelenmistir.
Ayrica 1715’te  Leibniz ve 1748’de D’Alembert
tarafindan calisilmis, son olarak da Littrow tarafindan
1838’de adlandirilmustir.
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Saykloid egrisi: 1k olarak 1630'lu yillarda Desargues
tarafindan onerilen digli disleri sikloidlerden yapilmustir.
Bu sikloid ayrica 1634'te Roberval, 1658'de Wren,
1673'te Huygens ve 1696'da Johann Bernoulli tarafindan
incelenmistir.

Logaritmik spiral: Esagili spiral olarak da isimlendirilir.
17. ylizyilda René Descartes ve Jakob Bernoulli ilk kez
incelemis ve tanimlamigtir. Ayrica Bernoulli bu spirale,
spira mirabilis (mucizevi spiral) adin1 vermistir.

Son yillarda; birgok ozellige ve Oneme sahip olan
egrilerin, farkli uzaylarda kendine benzer olma
durumlar1 ¢alisilmaya baslanmistir. Bu farkli uzaylardan
ozellikle Oklid uzayinda kendine benzer egriler bircok
aragtirmaci tarafindan incelenmistir. Oklid uzayinda
kendine benzer egriler hakkinda daha fazla bilgiye [10-

12] de ulasilabilir. IR" de kendine benzer Frenet
egrilerle ilgili detayli kavramlar da 2009 yilinda
Radostina P. Encheva ve Georgi H. Georgiev tarafindan
incelenilmisgtir [13].

Bu ¢alismamizda Oklid uzayinda Kardioid , Saykloid,
Limacon, Astroid, Es acili spiral egrilerinin kendine
benzer egri olma durumlarmi incelenmistir ve bu
durumlart incelerken kendine benzer egri olma
sartlarinda tanimsiz olan degerler bulunmustur. Son
olarakta kendine benzer egri olma sartlarinin tanimli
oldugu araliklarda kendine benzer egri olmadiklar
gosterilmistir.

2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tammm 2.1. : |,R nin bir agik araligi olmak iizere

a:1 > R" bigimin de tamml diizgiin bir «

doniigiimiine R" de bir egri denir[14].

Simdi sirayla alt basliklarda birkag o6zel diizlemsel
egrinin tanim araliklari, tanimlandigi fonksiyonlar1 ve
sekilleri verilecektir.

Ilk olarak bu birkag &zel egriden Kardioid egrisi
verilecek olursa; Kardioid egrisi, kutupsal koordinat
sisteminde " =¢0St
diizlemsel Kardioid egrisi 1={t|0<t<2z} olmak

lizere

denklemiyle ifade edilir. Ayrica

a:l >E’

(2.1)
t>a(t)=(a(2cost—cos2t),a(2sint—sin2t))
biciminde bir fonksiyon ile tamimlamr ve a=1 igin

Sekil 1.’deki gibi gortiliir.
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Sekil 1. Kardioid egrisi

Ozel egriler iginde Kardioid egrisinden sonra Astroid
egrisi  incelenecek  olursa, Astroid egrisi, 2a
uzunlugunda bir dogru par¢asinin iki ucu mafsalli olarak
koordinat eksenleri iizerinde hareket ederken orta
noktasimnin geometrik yeri olarak adlandirilmaktadir.

2/ 23 23

Astroid egrisinin Kartezyen denklemi x iy y' =a

seklindedir ve bu diizlemsel egri; 1={t|0<t<27}
olmak iizere

a:l >E
(2.2)
t—>a(t):(acosg t,asin’ t)

fonksiyonu ile de tamimlanip, a =1 icin Sekil 2.’deki
gibi gosterilir.

Sekil 2. Astroid egrisi

Yine ozel egrilerden olan Limagon egrisi incelenecek
olursa, a vyarigapli merkezil bir ¢ember iizerindeki
hareketli  bir Q QP.QP’ =k’
denklemine uyan P ve P'noktalarinin geometrik yerine
Limagon egrisi denir. Limagon egrisinin Kartezyen
denklemi,

noktast igin,

(€ + Y7 - 28X = D2 + ¥?)

seklinde verilir. Bu egri kutupsal koordinat sisteminde
ise agagidaki gibi tanimlanir

r="b + 2a cos(6).

Ayrica diizlemsel Limagon egrisini | ={ t | 0<t<2rxz }
olmak tizere

a=1>E’

t>a(t)=(kcost+acos2t,ksint+asin2t) (&:3)
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fonksiyonu ile de ifade edilebilir ve a =1k =2 igin,
diizlemsel Limagon egrisi Sekil 3.’de goriilmektedir.

Sekil 3. Limagon egrisi

Yukarida agiklanan 6zel egrilere ek olarak Saykloid
egrisi tanimlanacak olursa, a yaricaplt bir ¢emberin
Ox ekseni fiizerinde yuvarlanmasi halinde g¢ember
iizerindeki sabit bir P noktasinin yoriingesi Saykloid
(Cycloid) olarak adlandirilir veya diizlemsel Saykloid

egrisi | = IR iken asagidaki fonksiyon ile tanimlanir

a:l IR
(2.4)
t >a(t)=(at—asint,a—acost).
Ayrica, diizlemsel Saykloid egrisinin a = 2 sabit degeri
ile Xy dizlemindeki  goriintiisii  Sekil  4.’de

verilmektedir.

Sekil 4. Saykloid egrisi

Son olarak da bu 6zel egriler icinde Esagili Spiral egrisi
taniminlanirsa, Es acili spiral (equiangular spiral)
egrisinin Kutupsal koordinatlardaki denklemi, ¢ =sabit

ve k = cot go iken r=ae" dir. Bu tamim kullanildiginda,
diizlemsel Esagili spiral egrisi, |={t|0<t(27z} olmak
lizere, parametrik olarak agagidaki gibi tanimlanir

a:l >E°
(2.5)
t— a(t)=(aek' cost,ae” sin t).
Ayrica a =1k =1igin Esacili spiral egrisi Sekil 5.’de
goriilmektedir.

o

Sekil 5. Esacili Spiral
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Diizlemsel bir egrinin Frenet vektorleri ve 1. egriligi («)
esitlikleri incelenecek olursa; burada diizlemsel bir
egrinin 2. egriliginin sifir yani 7 =0 oldugu aciktir.
Ayrica a(t):(x(t),y(t)) diizlemsel bir egri olsun. Bu
diizlemsel egrinin, 1. egriligi (&), teget vektorii T ve
normal vektérii N sirasiyla asagidaki gibidir [15,16].

x'(©)y" () -x"(t)y'(t)

(1) = =,
(o) +(yoy )*

Twm=

1 ’ r
- - (xX®),y® ), (2.6)
J((o) - o))

N(t) = (=Y, X@).

1
\/((x’(t))z +H(ym)")
a(t):1 ->E" tirevlenebilir bir egri iken, bir egrinin
kendine benzer bir egri olabilmesi igin gerekli olan
asagidaki sart saglanirsa

&)+ Aa(t) =0 (2.7)

a(t) egrisine kendisine benzer bir egridir denir, burada
(d'(t),a(t))
’ 2 a (

lle’ ol

Ayrica a1 —E" birim hizli parametrik bir egri iken

a (t)=a(t)- t) seklindedir  (10).

a(t) egrisinin egrilik vektorii £:1 >E";£(t) =a'(t)

[l&]]:1 >[0,0);x =&l =[le" O]

fonksiyonuna «a(t) egrisinin

seklindedir  ve
egriligi denir. Eger
a:l —E"keyfi parametreli parametrik bir egri ise «

egrisinin vektorii

Bl >E"R(t)= ! z(a"(t)—<a (t)’aft»a’(t)j dir (3).
le’®ll l' @l

egrilik

a(t)=(x(t), y()) < E’
egrisinin  kendine benzer egri olma durumu
incelendiginde (2.6) ve (2.7) esitlikleri yardimyla,
diizlemsel «a(t) egrisinin kendine benzer egri olmasi igin
ya dogru olmast ya da

Ozel olarak, diizlemsel

A(A+2BC)=0 (2.8)
sartin1 saglamasi gerekmektedir, burada

X0yt -x"®)y't=A
) +(ym) =8 (2.9)

X0yt -x@)y'(t)=C
dir (11).
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3. KENDINE BENZER OLMAYAN BAZI
EGRILER

Bu béliimde, 2. boliimde tanimlanan Kardioid, Astroid,
Limagon, Saykloid Esacili Spiral egrilerinin kendine
benzer olup olmadiklarini arastirilacaktir. Bu arastirma
sonucunda hangi sartlar altinda kendine benzer egri
olmadiklar1 hesaplanacaktir.

Ilk olarak (2.1) deki diizlemsel Kardioid egrisi
incelenirse, diizlemsel Kardioid egrisinin kendine benzer
bir egri olup olmamasiyla ilgili asagidaki teorem
verilebilir.

Teorem.3.1: (2.1) fonksiyonu ile tanimlanan diizlemsel
Kardioid egrisi cost =1 iken kendine benzer egri
degildir.
Ispat: (2.1) esitligindeki Kardioid egrisinin x(t), y(t)
fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin 1. ve 2. tiirevleri
asagidaki gibidir.
y=a(2sint—sin2t)
x'=a( —2sint+2sin2t)
y'=a( 2cost—2cos2t) (2.10)
x"=a( —2cost+4cos2t)
y"=a( —2sint+4sin2t)
Boylece (2.10) da bulunan esitlikler, (2.9) esitliklerinde
yazilabilir. ilk olarak (2.9) esitligindeki

A:(X'y"—x y) ifadesi hesaplanacak olursa asagidaki
esitlik elde edilir.

yerine

A :a2 ( 4sin2 t—8sintsin2t—4sin 2tsint+85in2 Zt)

2

—a2 (—4cost +4costcos2t+8cost cos 2t—8cos2 Zt)

2

:a2 (4sin2t+4cos t—12(sintsin 2t +costcos 2t)

+8 sin2 2t+8 cos2 2t)

2

:a2 (12—12cost(25in t+c052t—sin2t))

~12a° (1-cost)

(2.9) esitligindeki B =(x") +(y’)’
ifadesi agagidaki gibi elde edilir.

ikinci olarak

B = a2 (4sin2t—85intsin 2t+4sin22t)

+(a2 (4C0$2

t—8costcos 2t +4cos2 2t))
=a2(4+4—8cost)
—8a% (1-cost)

Son olarak (2.9) esitligindeki C=x'y—xy' esitligi de
asagidaki gibi hesaplanir.
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C= a2 (—4sin2t+25intsin 2t+4sin 2tsint—25in2 2t)

2

—a2(4cos t—4costc052t—2c052tcost+2cosz2t)

—6a’ (1-cost)

Sonug olarak; iiste hesaplanan A, B, C esitlikleri, (2.9)
esitliginde kullanilirsa cost #1 iken A(A+ABC)=0

sartinin saglanmasi i¢in

,1:%
4a“(1-cost)

elde edilir. Bu durum da A sabiti cost =1 iken tanimsiz
olacagindan kendine benzerlik durumundan
bahsedilemez.  Ancak  costzl iken A  sabit
olmayacagindan Kardioid egrisine kendine benzer egri
degildir denir.

Ikinci olarak (2.2) de verilen diizlemsel Astroid egrisinin
hangi durumlarda kendine benzer egri olmadig
incelenecektir. Simdi asagidaki teorem verilebilir.

Teorem.3.2: (2.2) fonksiyonu ile ifade edilen diizlemsel
Astroid egrisi sin2t= 0 iken kendine benzer egri degildir.

ispat: (2.2) deki diizlemsel Astroid egrisinin

X(t) = acos3 t,y(t) = asin3t fonksiyonlarinin 1. ve 2.
tiirevleri hesaplandiginda asagidaki esiklikler elde edilir
X'=—-3a cos2 tsint

2

y'=3asin“tcost

(2.11)

2 3

x"=6asin“tcost—3acos”t

y"=6asint 0032 t—3asin3 t
Ayrica diizlemsel egrilerin kendine benzer egri olma
sart1 olan (2.8) esitliginde kullanilmak iizere (2.9) ve
(2.11) esitliklerinden

A:—9a2 cos2 t sin2 t

B = 9a2 sin2 tcos2 t

C= —3a2 cos2 tsin2 t

elde edilir. Yukarida hesaplanan A, B,C esitliklerini

sin2t= 0 iken (2.8) de yerine yazilirsa 2 degeri asagidaki

gibi bulunur
1
Amm o
3a20052tsin2t
Bu durum da A sabiti sin2t=0 iken tanimsiz
olacagindan kendine benzerlik durumundan
bahsedilmez.  Ancak sin2t=0 iken A  sabit
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olmayacagindan Astroid egrisine kendine benzer egri
degildir denir.

Uciincii olarak (2.3) de verilen diizlemsel Limagon
egrisinin hangi durumlarda kendine benzer egri olma
sartin1  sagladigini ve kendine benzer egri olmadigi
gosterilecektir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem.3.3: (2.3) fonksiyonu ile tanimlanan, Limagon

2 2 2 2
egrisi k=0 , k ?:La2ka # —CoSt# k iken kendine
benzer egri degildir.
ispat: 2.3) diizlemsel Limagon egrisinin

x=k cost+acos2t, y=ksint+asin2t fonksiyonlar1 i¢in (2.9)
daki A,B,C esitlikleri, 6nceki ispatlara benzer islemlerle
asagidaki gibi bulunur.
A :k2 +8a2 + 6ak cost

B :k2+4a2+4ak cost

C=- k2—2a2 —3akcost .

Elde edilen AB,C esitlikleriyle, cost=—< iken

2+8a2
k

(2.8) deki kendine benzer egri olma sarti olan
A(A+ABC)=0 ifadesinin saglanmasi i¢in

k2+8a2+6akcost
A= 2 5.2
(k= +4a“ +4akcost)(k“+2a“+3ak cost)
2 2
olmahidir. Bu durum da A sabiti cost:—k S;ia
2 2
cost=—k :aia iken tanimsiz olacagindan kendine
benzerlik durumundan bahsedilemez. Ancak
2 2 2 2
k“+2a k“+4a . .
- - A
K cost= 23k iken sabit

olmayacagindan Limacon egrisine kendine benzer egri
degildir denir.

Eger k=0 ise Limagon egrisi ¢emberdir ve kendisine
benzer bir egridir. k#0 ve yukardaki sartlar
saglandiginda Limagon egrisi kendisine benzer bir egri
degildir.

Dordiincii olarak (2.4) de verilen diizlemsel Saykloid
egrisinin  hangi durumlarda kendine benzer egri
olmadigini gdstermek igin gerekli olan teorem asagida

verilecektir.

Teorem.3.4: (2.4) fonksiyonu ile gosterilen, diizlemsel
Saykloid egrisi cost#1, cot(%) ¢% iken kendine

benzer bir egri degildir.

Ispat: (2.4) Saykloid egrisinin x(t) =at-asint

y(t)=a-acost fonksiyonlari kullanip, yukaridaki
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ispat yontemlerine benzer islemler yapildiginda ve
cost#l iken kendine benzer egri olma sarti olan (2.8)
deki 4 degeri asagidaki gibi bulunur

1
A= 5
2(2a“(1-cost)-a

2tsint)

A sabitinin paydasinda yer alan 2(1—cost)—tsint
ifadesi sifir oldugunda A sabiti tanimsiz olur. Yani

2(1—cost) =tsint (2.12)

olmalidir. (2.12) esitsizliginde gerekli aritmetik islemler
yapildiginda ¢t [%j - % elde edilir.

Bu da teoremin ispatini vermektedir.

Son olarak da (2.5) de verilen diizlemsel Esag¢ili spiral
egrisinin kendine benzer egri olmadigin gostermek igin
asagidaki teorem verilecektir.

Teorem.3.5: (2.5) fonksiyonu ile tanimlanan, esagili
spiral egrisi kendine benzer bir egri degildir.

Ispat: (2.5) esacili spiral egrisinin x(t):aekt cost,

y(t) =aekt sint fonksiyonlari igin benzer islemler

yapildiginda (2.8) esitligindeki 4 degeri asagidaki gibi
bulunur

1
—
aZeZkt
Bu durumda A sabit olmayacagindan Esagili spiral
egrisine kendine benzer egri degildir denir.
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