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Ozetce— Bu calismada literatiirde kabul gormiis {ic farkli kesir derece tiirev tanim olan Caputo
tanimi1, Grunwald-Letnikovtanimi ve Laplace kuvvet fonksiyonu tiirev genellemesine gore Matlab

ortaminda kesir dereceli tiirev hesaplamalar1 yapilmistir. Hesaplama sonuglart ve ¢aligmada kullanilan

Matlab kodlar1 paylagilmistir. Hesaplamalar temel matematiksel fonksiyonlar olan f(t)=g',

f (t) =sin(t) ve polinomlar i¢in gergeklestirilmistir. Yontemlerin performansi sonuglarin birinci
derece tiirev sonuglari ile karsilastirilmasi ile gergeklestirilmistir.

Anahtar Kelimeler:Kesir dereceli tiirev, Caputo tanimi, Grunwald-Letnikov tamimi, Laplace kuvvet
fonksiyonu tiirev genellemesi

1.Giris

Gliniimiizde, kesir dereceli sistem ¢alismalar1 6nemi giderek artmis ve bu sistemlerin tasarimi
vegergeklesmesi konusunda calismalar yapilmigtir [1-7]. Kesir dereceli sistem analizi ig¢in kesir
dereceli tiirev operatoriiniin hesaplanmasi gerekmektedir [7].

Bu calismada, yaygin olarak kabul goérmiis olan kesir derece tiirev tamimlarindan Caputo
tanimi, Grunwald-Letnikov (GL) tanimi ve Laplace kuvvet fonksiyonu tiirev genellemesine gore bazi
temel fonksiyonlar i¢in kesir dereceli tlirev hesaplamalari Matlab ortaminda gergeklestirilmistir. Her
yontem i¢in yontemin tarihcesi ve kisa bir literatiir Ozeti ilgili boliim bagligi altinda kisaca
sunulmaktadir. Kullanilan Matlab kodlarmin 6nemli kisimlari da ilgili bolim bashg: altinda
verilmistir. Yontemlerin performanslari, birinci derece tlirev sonuglarina gore degerlendirilmistir.

Birinci derece tiireve gore gorecelimutlak hatalar (‘ f'(t)- D™ f (t)‘/ f'(t) ) ve ortalama mutlak hata
degerleri

ty
(i Z‘ f'(t)— D™ f (t)‘ ) kargilagtirilmisgtir.

tu t=0
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2. Yontemler ve Performans Sonuglari

2.1. Caputo Yontemi

Kesir dereceli tiirev hakkinda birgok tamim bulunmaktadir. Bu tanimlardan biride Italyan
matematik¢i M.vCaputo’ya ait 0lan Caputo tanimidir. Caputo, 1960 yilinda 6nerilen bir kesir dereceli
tirev hesaplama yontemidir. Bu ydntem, Riemann-Liouville ve Laplace doniisiimiinde yasanan
problemleri ortadan kaldirmak i¢in one siiriilmiistiir[1].Caputo yontemi ile bahsi gegen yontemlerin
baglangic degerlerinin hesaplanmasinda deneysel Sl¢iime bagli olma problemi ortadan kalkmustir.
Caputo yontemine gore, kesirli diferansiyel denklemler ile tamsay1 dereceli tiirevsel denklemler icin
tanimlanan baglangi¢ sartinin ayni olmasi gerekir.

Denklem 1’de Caputo kesirli tirev ifadesinin tanimlanmasi verilmistir  [2].
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Burada, f(X) e R vea € R sartin1 saglamaktadir.

2.1.1. Caputo Tanimina Gore Kesir Dereceli Tiirev Hesaplamasi

Literatirde Caputo yoOntemi tlzerinde pek ¢ok c¢alisma bulunmaktadir[3-6]. Bu

caligmada,SeanTownsend[2] tarafindanhazirlanan tez ¢aligmasinda O<a<l icin denklem 2’de
verilen matematiksel ifadeye gore Caputo yontemi bazi matematiksel fonksiyonlar iizerine
uygulanmistir. Uygulama islemi i¢in Matlab ortami kullanilmis olup, Caputo yonteminin fonksiyonlar
iizerinde uygulanmasi i¢in Tablo 1’de verilen kod parcas1 kullanilmistir.

CRa _ f(a)(x_a)lia 1 X e o
DIt == +r(2—a)ja(x ) 1P(r)de )

Tablo 1. Caputo Yoéntemi

function[sonuc]=caputoFonk(fonks2,fonksl,alfa,t,n,a)
% n parametresi alfa=1 6rnegi i¢in 2'dir. n-1<alfa<n kabuliinden dolay1
% t parametresi 0:0.01:20araligindaki her deger
|_fonk=@ (x)(t-x).”(-(alfa-n+1)).*(fonks2(x));
payda= gamma(n-alfa );
integral_islemi=integral(l_fonk,a,t);
ifadel= fonks1(a).*(t-a).”(-(alfa-n+1))./payda;
ifade2 =integral_islemi/payda;
asn=ifadel+ifade2;
end
% -----mmmmm oo main kismi ---------=--==--=mmmmmm -
main()%caputo fonksiyonunugalistirmak igin gerekli parametreler.
t=0.0:0.01:20; alfa=1; n=2; a=0.1; % a = sabit olup 0.1 olarak kabul edilmistir.
symsfonk(x) ;
fonk(x)=exp(x);
dfl=diff(fonk,1,'x");% 1. dereceden tiirev
fonkl1 = matlabFunction(dfl);
df2=diff(fonk,2,'x");% 2. dereceden tiirev
fonk2 = matlabFunction(df2);
sonuc = caputoFonk(fonk?2,fonk1,alfa,t,n,a);




Matlab ortaminda kosturulancaputoFonk.m dosyasi alti parametre almaktadir. Birinci
parametre Caputo yonteminin uygulanacagl matematiksel fonksiyonlarin ikinci tiirevini temsil eden
fonks2 parametresidir. Denklem 2°de integralin i¢ kismindaki fonksiyona karsilik gelmektedir. kinci
parametre matematiksel fonksiyonlarin fonksl parametresidir. Denklem 2’de ilk fonksiyon ifadesini
temsil etmektedir. Uciincii parametre, kesir dereceyi temsil eden alfa parametresidir. Dérdiincii
parametre, zaman aralig1 yani integralin {ist sinirini ifade eden t parametresidir. Besinci parametre ise
tirevin derecesini ifade eden n parametresidir. Son parametre ise, a parametresi olup, integralin
baglangic noktasini vermektedir.

Denklem 2°de verilen matematiksel ifadesinin Matlab ortaminda Tablo 1’de sunulan kod hali

icin D°°, D%, D'tiirevleri sirast ile f (t) fonksiyonlarina uygulanmustir. D™ ve D*® kesir dereceleri
i¢in ise SeanTownsend[2] tarafindan hazirlanan ¢alismada 1 < & < 2 araligi igin kullanilan ve denklem
3’de verilen matematiksel ifade f (t) fonksiyonlari iizerine uygulanmustir. f (t) fonksiyonlarisirasi ile
soyledir: f(t)=e*, f(t)=sin(at), f(t)=at, f(t)=at®>+bt+c Tablo (2)’de t=5 degeri icin
bes farkl kesir derecesinin dort farkli fonksiyon iizerindeki sonucu sayisal verilerle sunulmustur.

f(z)(a)(x—a)l‘“+ 1 _[

X B l-a @)
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Tablo2. t=5 i¢in farkli kesir derecelerinde f(t) fonksiyon degerleri

o Fonksiyonlar
t=>gin f(t)=¢' f (t) =sin(t) f(t)=at f(t)=at? +bt+c
= D0-5 1.48154 -0.52542 2.49777 19.31611
§ D0-8 1.48159 0.04093 1.49663 14.01850
8 D1-0 1.45694 0.283662 1 10.99999
'§ D1-2 1.46320 0.84721 0.99999 1.25012
X D1-5 1.47203 0.50000 0.99999 0.50977

Tablo 2°de f(t) fonksiyonlar1 ( f(t) =€, f(t)=sin(at), f(t)=at, f(t)=at’>+bt+c)
icin D*°, D%, D", D"* ve D"*kesir derecelerinin Caputo tanimina gére sonuglart verilmistir. Caputo

tanimina gore, D%° ve D% kesir derecesi i¢in n parametresi 1 degerini almigtir. D', D** ve D** Kesir
derecesi i¢in ise n parametresi 2 degerini almustir. Tablo 2 i¢in @, b ve ¢ parametreleri 1 kabul
edilmistir.

Bu ¢alismada, f (t) fonksiyonlar iizerinde uygulanan Caputo yontemi igin o parametresinin
1 degeri ve 0-20 aralifinda 0.01 artiglara sahip t parametre degerinin uygulama sonuglar1 gorsel olarak
sunulmustur. Caputo tanimina gore, N —1 < a < n kosulundan dolayr ¢ parametresinin 1 degeri igin
n parametresi 2 degerini alir. Bagka bir deyisle n parametresinin 2 olmasi fonksiyonun ikinci tiirevini
ifade etmektedir.

Denklem 3 kullanilarak elde edilen Caputo sonuglart ile f (t) =& fonksiyonun f'(t) sonucu
ile karsilagtirilmasi Sekil 1’de, mutlak hata fonksiyon sonucu ise Sekil 2’de gorsel olarak sunulmustur.
f (t) fonksiyonu igin a parametresi 1 olarak kabul edilmistir.



%108 ‘ fit)=exp(t)

5 T |
© CaputoD'.0

457 +  First derivative | 4

ar b
351 H

+

37
25

ol
15

1L
0.5

0

0 5 10 15 20

Sekil 1. f(t)=¢" fonksiyonun D*°f(t) icin Caputo tiirev

sonucu ile f'(t) =e' fonksiyonunun karsilastiriimasi

Sekil.1’ de gorsel olarak sunulan, f(t)=¢€"i¢in f'(t) =€ tirev ve Caputo tanimna gore
D' f () sonucu incelendiginde her iki sonucunda ortiistiigii gdzlemlenmistir. Bu gorsel sonuca

dayanarak, Caputo yonteminin f (t) = €' fonksiyonu iizerinde uygulama sonucunun basarili oldugu
sOylenebilir.Sekil 2'de mutlak hata dagilimi dogrulugun yiiksek oldugunu gostermistir.

%107 ‘ f(t)=exp(t)
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Sekil2. f(t)=¢' fonksiyonu i¢in D'°f(t) i¢in Caputo
tiirev sonucu ile f'(t) = e' arasinda mutlak hata
Denklem 3 ile elde edilen Caputo sonuglari ile f (t) = sin(at) fonksiyonun f'(t) sonucu ile

karsilagtirilmas: Sekil 3’de, mutlak hata fonksiyon sonucu ise Sekil 4’de gorsel olarak sunulmustur.
f (t) fonksiyonu igin a parametresi 1 olarak kabul edilmistir.
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f(t)=sin(t)
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Sekil 3. f(t) =sin(t) fonksiyonun D™°f (t) Caputo tiirevi
sonucu ile f'(t) =cos(t) fonksiyonunun karsilastiriimasi

Sekil 3’de gorsel olarak sunulan, f(t)=sin(t) ile f'(t)=cos(t) tirev sonucu
incelendiginde Caputo grafiginin sifir noktasindaki degeri, tlirevin sifir noktasindaki degerinden 0.5
daha kiigiiktiir. Zaten f (t) =sin(t) fonksiyonunun tiirevi f'(t) = cos(t) fonksiyonu oldugu i¢in bu
fonksiyonlar sifir noktasinda ayni degeri vermemektedirler. Bu gorsel sonuca dayanarak, Caputo
yonteminin f (t) = sin(t) fonksiyonu iizerinde uygulama sonucunun basarili oldugu sdylenebilir. Sekil
4'de mutlak hatanin dagiliminin ¢ok kiigiik oldugunu goriilmiistiir.

aE x1071 . f(t)=sin(t)
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Sekild. f (t) =sin(t) fonksiyonu igin D*°f (t) i¢in Caputo
tiirev sonucu ile f'(t) = cos(t) arasinda mutlak hata

Denklem 3 ile elde edilen Caputo sonuglari ile f(t)=at fonksiyonun f'(t) sonucu ile

karsilagtirilmasi Sekil 5°de, mutlak hata fonksiyon sonucu ise Sekil 6’da gorsel olarak sunulmustur.
f (t) fonksiyonu igin a parametresi 1 olarak kabul edilmistir.

11
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Sekils. f(t)=t fonksiyonun D'°f(t) Caputo tiirev
sonucu ile f'(t) =1 fonksiyonunun karsilastirilmasi

Sekil 5°de gorsel olarak sunulan, f(t)=at ile f'(t) =1 tiirev sonucu incelendiginde her iki
sonucunda értiistiigii gozlemlenmistir. Bu gorsel sonuca dayanarak, Caputo taniminin f (t) = at kuvvet
fonksiyonu igin tutarli sonug verdigi gorilmiistiir. Mutlak hatasi sifir diizeyindedir.
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Sekil6. f (t) =t fonksiyonu igin D*°f (t) icin Caputo tiirev

sonucu ile f'(t) =1 arasinda mutlak hata
Denklem 3 ile elde edilen Caputo sonuglari ile f(t)=at®+bt+c fonksiyonun f'(t)

sonucu ile karsilastirilmasi: Sekil 7°de, mutlak hata fonksiyon sonucu ise Sekil 8’de gorsel olarak
sunulmustur. f (t) fonksiyonu i¢in a,b ve ¢ parametresi 1 kabul edilmistir.

12



f(t)=t.2+t+1
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Sekil 7. f(t)=t*+t+1 fonksiyonun D'°f(t) Caputo
tlirevi sonucu ile f't)=2t+1
fonksiyonununkarsilastirilmast

Sekil 7’de gorsel olarak sunulan, f(t)=at’+bt+c ile f(t)=2t+1 tirev sonucu
incelendiginde her iki sonucunda iist iiste geldigi gozlemlenmistir. Bu gorsel sonuca dayanarak,
Caputo yonteminin f (t) = at’ +bt+c fonksiyonu {iizerinde uygulama sonucunun basarili oldugu
sOylenebilir. Sekil 8'de goriilen mutlak hata degerleri bu sonucu desteklemistir.

w1071 f(t)=t.2+t+1
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Sekils. f(t)=t>+t+1 fonksiyonu i¢in D" °f(t) icin
Caputo tiirev sonucu ile f'(t) = 2t +1 arasinda mutlak hata

2.2.  Griinwald-Letnikov Yontemi ile Temel Fonksiyonlarin Kesir Dereceli Tiirevleri

GL yontemi 1867'de Prag'dan Anton Karl Griinwald (1838-1920) ve 1868'de Moskova'da
AlekseyVasilievichLetnikov (1837-1888) tarafindan tamtilmistir. Kesir dereceli diferansiyel klasik
tamsay1 dereceli diferansiyel taniminin siirekli fonksiyonlar igin genellestirilmis hali olmaktadir[7].
Kesir dereceli tlirev ve integral hesaplamalarinin matematiksel tanimlamalarina ait ¢esitli yaklagimlar
bulunmaktadir [8-9]. Bu tanimlardan biri olanGL tanimi denklem 4 ve 5’de verilmektedir.

13
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2.2.1 Literatiir Arastirmasi

Tarasov ¢aligmasinda yerel olmayan siirekliligin kesirli gradyan elastikiyeti i¢in GL tipinin
uzun menzilli etkilesimleri ile iic boyutlu kafeslerin modelleri dnerilmistir. Onerilen kafes modelleri,
yerellik dis1 glic-tipi malzemelerin esnekligi i¢cin yeni bir mikro yapisal temel saglamaktadir. Bu
caligma ile onerilen bu kafes modelleri, kesirli ve kesirli olmayan gradyan elastikiyeti devamlilig i¢in
birlesik bir mikroskobik agiklamaya sahip olmamizi sagladigi goriilmektedir [10]. Tolba ve dig., GL
ve Caputo tanimlar1 kullanarak FPGA iizerinde bir donanim uygulamasi 6nermislerdir. Gergeklesme,
degisken bir arama tablosuyla tekdiize olmayan bdliitleme algoritmasina dayanmaktadir. GL i¢in genel
bir uygulama onerilirken ve Caputo uygulamasi i¢in 32 bit'lik bir radix-4 kullanilmistir. Caputo
uygulamasi i¢in toplam 2515 arama tablosu elde edilmis ve GL mimarisi i¢in maksimum 54,11 Mhz
frekans1 ve 1498 dilim elde edildigi goriilmiis ve bu sonuglarin literatiirdeki diger calismalara gore
daha iyi sonu¢ verdigi tespit edilmistir [11]. Obembe ve dig., GL kesirli hesap modeli kullanilarak
diizensiz ve kirik ortamlarda difiizyon analizi yapmiglardir. Calismada sentetik bir rezervuar igin
anormal diflizyon etkisi altinda sivi akigini simiile etmek i¢in Ortiilii bir blok merkezli sonlu fark
sayisal semast basariyla gelistirilmistir. Coziim yontemi zaman kismi tlirev operatdriinin GL
yorumlamasini icermektedir. Yaptiklar1 stabilite analizi ile gelistirilen sayisal semanin herhangi bir
makul zaman adimi biiyiikliigii i¢in kosulsuz olarak kararli oldugunu ortaya koymuslardir [12]. Wang
ve dig., cift tarafli GLdifferintegrator baz alinarak kesirli 90 dereceli faz-degisim filtreleme teknigini
arastirmislardir. Cift tarafli differintegrator elde etmek i¢in 6nce sag tarafli GL ve bu esas alinarak
giriilti gideren 90 dereceli faz-degisim filtresi elde etmislerdir. Bu 6nerilen filtrenin uygulamasi igin
cift tarafli bir konvoliisyonmaskesi insa etmisler ve iyi bir giiriiltii gidermeye sahip bir filtre elde
ettiklerini 6ne slirmiislerdir [13]. Harker ve O’Leary ¢alismalarinda GL operatoriinden egri kurali
tiretmiglerdir. Formiil parcali dogrusal bir fonksiyonun GL tiirev / integralini kesin vermesi anlaminda
bir egri kuraldir. Oncelikle esit aralikli noktalar i¢in formiil elede edilmis ve daha sonra keyfi apsis
degerlerin i¢cin esdeger iiretmek icin kullanilmigtir. Tiiretilen egri kuralinin sayisal testler onucunda
belirli bir nokta toleransi i¢in kesirli integral ve tiirevleri hesaplamak icin kullanilmasinin yani sira
keyfi fonksiyonlarda da iyi sonuglar verdigini gostermislerdir [14]. Jalalinejad ve dig., calismalarinda
gorlintli islemedeki kenar bulma ve goriintii iyilestirme noktasinda GL tiirevinin kullanilabilecegi
iizerine bir Oneride sunmuslardir. Yaptiklari esnek GL yontemi Onerisi ile goriintiideki iyilestirme,
kenar tespitinin ve tibbi teshis noktalarinda verimli sonuglar verdigini belirtmislerdir [15]. John ve
Kunju goriintii iyilestirmede kullanilan GL tabanli fonksiyonun optimize edilmesi iizerine bir ¢aligma
gerceklestirmislerdir. Baslangic olarak kesir dereceli filtrenin karsilastirmali bir ¢alismasi ve Sobel
filtresi gibi bir tamsay1 diizenine sahip ¢ekirdek filtreler, manyetik rezonans goriintiileme
goriintiilerinde filtre hareketi gerceklestirilerek yapilir. Rasgele Gauss giiriiltiisii ekleyerek filtrelerin
performansi analiz edilmis ve daha sonra fonksiyonun optimize edilmis parametrelerinin
hesaplamislardir [16].

2.2.2 Griinwald-Letnikov Yonteminin Hesaplanmasi icin Fonksiyonlar

GL yontemi ile kesir dereceli tiirevlerin hesabini yapan GL Hesaplama, w agirlik degerini
hesaplayan W_Hesapla ve farkli fonksiyonlar i¢in hesaplama yapilmasindan dolay1 fonksiyon tiiriinii
belirleyen fonksiyon adindabir fonksiyon Matlab’da kodlanmistir. GL_Hesaplama fonksiyonuna Tablo
3’de yer verilmistir. Ozyinelemeli bir yap: ile olusturulan W_Hesapla fonksiyonuna parametreler
gonderilmekte ve hesaplama yapilmaktadir. Bu hesaplamaya ait fonksiyon kodlar Tablo 4 de
verilmektedir. Uygulama f(t) = et, f(t) = sin(t), f(t) = t ve f(t) = t? + t + 1fonksiyonlar1 icin
yapilmistir. Bu fonksiyon se¢imin yapilmasina ait kodlar Tablo 3, Tablo 4 ve Tablo 5 de verilmistir.
Hesaplamada kullanilan kesir dereceli tiirevler D% po8 pLO pL2ye LS (jr.
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Tablo 3. GL yontemi ile tiirev hesaplama.
Functionsonuc=GL Hesaplama(ts, t, a)
$Fonksiyon.m dosyasindaki secilen fonk tiri
%1 => y(t)=t

%2 => y(t)=sin(t)

%3 => y(t)=exp(t);

fonk tur=l;

$p? (t/ts)<p+l

p=floor(t/ts);

$Sonucu baslangicta 0 aliyoruz.

sonuc=0;
$Seri ag¢ilimi burdan hesaplaniyor

for j =0:p

$Fonksiyon (tur, deger) , W recursif yapiyla deder hesabi

sonuc=sonuc+ (Fonksiyon (fonk tur, t-j*ts)*W Hesapla(j, a));
end

$Elde edilen sonucun (1/(ts”a) ile carpilmasi
sonuc=sonuc* (1/ (ts*a)) ;

end

Tablo 4. GL yontemindeki w agirlik degerinin hesaplanmasi.
function w =W Hesapla(j,a)
if <=
w=1;
else
w=(l-((a+1)/J))*W Hesapla(j-1, a);
end

Tablo 5. GL yontemindeki fonksiyon kodu.
function F = Fonksiyon(tip,deger)
if tip ==
F =deger;
elseif tip ==
F = sin(deger);
elseif tip ==
F =exp (deger) ;
end
end

2.2.3 Griinwald-Letnikov Yonteminin Uygulanmasi ve Elde Edilen Sonuclar

GL yéntemi kullanilarak f (t) = e* fonksiyonun f'(t) sonucu ile karsilastirilmasi Sekil 9°da,
mutlak hata fonksiyon sonucu ise Sekil 10°da goérsel olarak sunulmustur.
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GL yontemi kullanilarak f(t) = sin(t)fonksiyonun f'(t) sonucu ile karsilagtirilmas1 Sekil
11°de, mutlak hata fonksiyon sonucu ise Sekil 12’de gorsel olarak sunulmustur.
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GL yontemi kullanilarak f(t) = tfonksiyonun f'(t) sonucu ile karsilastirilmasi Sekil 13’de,
mutlak hata fonksiyon sonucu ise Sekil 14°de gorsel olarak sunulmustur.
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Tablo 6'da ornekleme periyodunun ¢o6ziim dogruluguna etkisi incelenmistir. Cozimiin
ornekleme periyodu ts azaldik¢a yontemin dogrulugunun arttigi goériilmektedir. Tablo 6'da 5 inci
saniye i¢in tiirev degerleri verilmistir.

Tablo 6.Farkli 6rnekleme periyotlari i¢in (ts) GL ortalama hata sonuglari

ts=0.1, t:0:20 ts=0.5, t:0:20 ts=1, t:0:20
f@®) =et 0.0508 0.2822 0.5529
f(t) =sin(t) 0.0578 3.3335 -0.52798
f@ =t 4.9738e1 0.20008 0.4500
f)=t*+t+1 0.0118 0.0618 0.0890

Tablo7.t = 5 igin farkli kesir derecelerin f(t) fonksiyon degerleri

. Fonksiyonlar

e _

St f=et | f@®=sin@® | fO=t fO=t2+t+1
= | DO 118,0080 -0,6878 2,4609 18,2929

S pos 102,8322 -0,4086 1,4784 12,8719

81 pto 93,8150 -0,2021 1 10

7 | DY 85,5893 0,0073 0,6384 7,6352

X D5 74,5852 0,3057 0,2734 4,8945

2.3 Laplace'in Kuvvet Fonksiyonlar: Tiirev Genellestirmesi

Lacroix tarafindan 1982’de yazilan eserde aslinda Laplace’n kesir dereceli tiirevinin basit bir
tamimi oldugu yazilmaktadirve bu g¢alismada,y = t™ kuvvet fonksiyonun tiirevini ele alarak bir
genelleme yapilmaya calisilmigtir[17]. Bu yontem, kuvvet seri agilimlaribilinen fonksiyonlar igin
¢oziimler tretilebilmektedir. y = t™ninn. mertebe tamsayi derece tiirevleri igin denklem6’daki esitlik

kullanilmustir.

ay __m o men
datm (m—-n)! t (6)

Denklem6’daki esitlikten yola ¢ikarak kuvvet fonksiyonunun n. tiirevi igin gamma fonksiyonu
denklem7’deki gibi elde edilmistir.

dvy _ r(m+1) ., p
dt" ~ r(m-n+1) (7)

mven ’nin reel say1r olmasi durumunda siirekli gamma fonksiyonu ile faktoriyel hesabinin
miimkiin oldugu onerilirse, y = t™ifadesinin « € R igin kesir dereceli tiirevi bu genelleme yardimi
ile denklem8’deki gibi ifade edilmektedir.

ayiy) = 4% m _ T+ g
b y(x) - dt“x - r(m—a+1) (8)

Birgok temel fonksiyon, kuvvet seri agilimlari olarak gosterilebilmektedir. Bu fonksiyonlardan
bazilarinin kuvvet serisi agilimlar1 asagidaki gibidir.

f () = etkuvvet serisi formunda denklem9’daki gibi ifade edilmektedir.

—_ t — oo tk_l tz t3
y=e' = o =1+t+5+5 9)
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Denklem 9°daki formiiliin kesir dereceli tiirevi alimrsa denklem10’daki esitlik elde
edilmektedir.

k—a t—a t1-a t2-a

£y —
dta (e ) = (Zk 0 k') L= Or(k—at1)  I(—at+D) + r(i-a+1) + r(2-a+1)

Tablo 8.ef kuvvet serisinin kesir dereceli tiirev yontemi

alfa= ; 1=0; N= ;

for t=0:

toplam=0;

for n=1:N

toplam=toplam+ (]l /gamma(n-alfa+1))*t*(n-alfa);
end

i=i+l; y(i)= toplam; tl(i)=t;end

f(t) = sin(t)kuvvet serisi formunda denklem 11°deki gibi ifade edilmektedir.

t2k+1 t3 tS t7

y =sin(t) = T~ D o =t =S+ S =S (12)

Denklem 11’deki formiiliin kesir dereceli tiirevi alimirsa denklem 12 ve denklem 13’deki esitlikler
elde edilmektedir.

t t(2k+1)-a

da B o]
ﬁ(sm(t)) = 4 (Zk o(-1 ¥ (2k+1)') - 2k=0(_1)k m(lz)

o t(2k+1)-a t1-a t3-a t5-a
Zie=o(—1) r(2k+1)-a+1) Tr(l-a+1) TIG-a+1) + r(s—a+1) "7 -(13)

Tablo 9. sin(t) kuvvet serisinin kesir dereceli tiirev yontemi

alfa= ; i=0; j=0; N= ;

for t=0: :

toplam=0;

for n=1:2:N

j=j+1;

y=(1/gamma (n-alfa+1))*t*(n-alfa);
ifmod(j,2)==

toplam=toplam + y;
elseifmod(j,2)==

toplam=toplam-y;

end

end

i=i+l; dizi(i)=toplam;td(i)=t;end

Bazi temel kuvvet fonksiyonu ve polinom fonksiyonu i¢in Laplace tiirev genellestirme
islemleri ise agsagidaki gibidir.

f(t) = at™kuvvetfonksiyonunun (@ = 1,n = 1) kesir dereceli tiirevi denklem 14’deki gibi ifade
edilmektedir.

M(m+1) e
DUf(t) = ﬁ( ) = ﬁtm “ (14)
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Tablo 10.f(t) = tkuvvet fonksiyonu i¢in kesir dereceli tiirev yontemi

alfa= ;m=1;
for t=0: :
y=(gamma (m+1) /gamma (m-alfa+1))*t.” (m-alfa) ;end

f(t) =at™ + bt™ + c polinom fonksiyonunun (a=1,b=1,c=1m=2,n=1) Kkesir
dereceli tiirevi denklem 8’deki esitlik kullanilarak denklem 15°deki gibi ifade edilmektedir.

r+1)

Def(t) = %(tz +t+1) = p2ma g TA+D 1 TO+D) o-q

2-a+1) r(l-a+1) r(o—a+1) (15)

Tablo 11. t? + t + 1 polinom fonksiyonu igin kesir dereceli tiirev yontemi

alfa= ;ml=2;m2=1,;m3=0;

for t=0: :

y=(gamma (ml+1) /gamma (ml-alfa+l))*t.~(ml-alfa) ;
yl=(gamma (m2+1) /gamma (m2-alfa+1)) *t.*(m2-alfa);
y2=(gamma (m3+1) /gamma (m3-alfa+1))*t.~ (m3-alfa);
yt=y+yl+y2;

end

Denklem 10, 13, 14 ve 15’de verilen matematiksel ifadelerin Matlab ortaminda Tablo 8, 9, 10
ve 11°de sunulan kodlar i¢in D*°,D°% D', D*? ve D™ kesir dereceleri siras1 f (t) fonksiyonlarma
uygulanmustir. f (t) fonksiyonlar(a, b, c = 1 olmak kosuluyla)sirasi ile soyledir: f(t) = e%, f(t) =

sin(at), f(t) = at ve f(t) = at? + bt + c. Tablo 12°de t = 5 degeri icin bes farkli kesir derecesinin
dort farkli fonksiyon iizerinde sonucu sayisal verilerle sunulmustur.

Tablo 12.t = 5 i¢in farkli kesir derecelerinde f(¢t) fonksiyon degerleri

o Fonksiyonlar
£=5igin f©) =et | f(t) =sin(t) fit) =t f)=t>+t+1
1 pos 1484331 20,5001 2.5231 19,5963
S pos 148.4205 20.0349 15027 14.0853
8 [ po 148.4132 0.2837 1 11
2 pe 148.4089 0.5710 0.6225 8.3794
X s 148 4079 0.8847 0.2523 52733

Bu yontemde, f(t)fonksiyonlariiizerinde uygulanan Laplace tiirev genellestirme yonteminde,
0-20 araliginda 0.01 artiglara sahip t parametre degeri iginLaplace tiirevleri hesaplanmig ve gorsel
olarak sunulmustur. f(t) = et, f(t) = sin(t), f(t) =t ve f(t) = t? + t + 1fonksiyonlarninD*i¢in
Laplace tiirev sonuglari ile bu fonksiyonlarin birinci tiirevlerinin f'(t)karsilastirilmasi ve elde edilen
mutlak hata sonuglari elde edilmistir.f (t) = e’igin karsilastirma islemi Sekil 17°de ve mutlak hata
Sekil 18’de, f(t) = sin(t) igin karsilastirma islemi Sekil 19°da ve mutlak hata Sekil 20°de, f(t) =t
icin karsilastirma islemiSekil 21°de ve mutlak hata Sekil 22°de, f(t) =t2+t+1 igin ise
karsilastirma islemi Sekil23’de ve mutlak hata Sekil 24’te gosterilmistir. f(t) = e®fonksiyonunun
birinci tiirevi f'(t) = ef, f(t) = sin(t)fonksiyonunun birinci tiirevi f'(t) = cos(t), f(t) = t kuvvet
fonksiyonunun birinci tiirevi f'(t) = 1 ve f(t) = t? + t + 1 polinom fonksiyonunun birinci tiirevi ise
f'(t) = 2t + 1 dir.
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f(t) = etilef'(t) = et tiirev sonucu incelendiginde her iki sonucunda paralel lgiide oldugu
gbzlemlenmistir. Bu gorsel sonuca dayanarak, Laplace tiirev genellestirmesi yonteminin f (t) =€
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fonksiyonu iizerinde uygulama sonucu basarili ve dogru sonuglar vermektedir. f(t) = sin(t) ile
f'(t) = cos(t) tiirev sonuglar1 incelendiginde, t = 0 noktasinda D degeri ile f'(t) = cos(t)
degerleri aymi sonuglart verdigi ve diger noktalarda da sonucglarin paralel oOlgiide gittigi
gozlemlenmistir.Laplace tiirev genellestirmeyonteminin, f (t) = sin(t)fonksiyonu tizerinde uygulama
sonucu basarilive dogru sonuglar elde edilmistir. Aym sekilde £ (t) = tile f'(¢t) = 1ve f(t) = t? +
t+ 1lile f'(t) = 2t + 1 i¢in Laplace tiirev sonucu ile birinci tiirevlerinin sonuglar1 incelendiginde
kesin ve dogru sonuglarin elde edildigi gézlemlenmistir. Laplace tiirev genellestirme yontemi bu iki
fonksiyon icin de basarili oldugu sdylenebilir. Ayrica, f(t) = et, f(t) = sin(t), f(¢t) =t ve f(t) =
t? + t + 1 fonksiyonlarmin Laplace tiirev sonuglari ile birinci tiirevleri incelendiginde f(t) = etve
f(t) =sin(t) i¢in Kuvvet serisi acilimda sonsuz seri agilimma kadar iglemler devam
etmektedir.Ancak, hesaplamada bir yerde sonsuz seri agilimini kesmek gerekmektedir. Dolayisi ile
kesilen terimler hesaba girmemekte ve bir miktar kesme hatas1 birakmaktadir. Bu ¢alismada kuvvet
serileri i¢cin hesaplamamizda 100 terim igin islemler gerceklestirilmistir. Bu daf (¢t) = et ile f(¢t) =
sin(t) i¢in kesme hatalarinin olugmasina neden olmaktadir. Ancak bu kesme hatalari ihmal edilecek
kadar kiiciik elde edilmistir. f(t) = tvef(t) = t?> + t + 1 fonksiyonlar1 kesin ve dogru sonuglar
verdigi i¢in herhangi bir hata olusmamaktadir.

5.Sonuglar

Tablo 13'de ii¢ farkli tiirev tanimu ile hesaplanan ortalama mutlak hata degerleri
karsilagtirilmistir.Laplace kuvvet fonksiyonu tiirev genellemesi ile yapilan hesaplamalar kuvvet
fonksiyonu vepolinomlar i¢in kesin dogru sonug veriyor. Ancak, kuvvet serisi agilhimu ile ifade
edilebilen fonksiyonlar i¢in sonlu seri hesaplamasindan dolay1 kesme hatasi gelmistir. Tabloda gériilen
mutlak hata degerleri kuvvet serisinin 100terimi i¢in elde edilmistir.GL tanimi ile yapilan
hesaplamalarda ornekleme periyodu biiyiidilkge hatalar artmaktadir. Tablodaki GL yontemi
performans degerleri 6rnekleme periyodu 0.01 i¢in elde edilmistir.Dolayisi ile GL tanimi ile yapilan
hesaplamalarda ornekleme periyodunun yeterince kiigiik se¢ilmesi gerekmektedir. Caputo tanimi
Matlab niimerik integral hesaplama fonksiyonlari ile hesaplanmistir ve niimerik hesaplama hatalar
sonuglara yansimistir.

Tablo 13. Birinci derece tiirev sonuglarina gére mutlak hatalarin karsilagtirilmasi

fO=e" | fO=sin@®) | fO=t | fO
=t*+t+1
Caputo Tanimi 4.2069¢*° 4.2222¢16 0 1.5635e1°
GL Tanimi 0,0508 0,0578 4.9738e1° 0,0118
Laplace
kuvvetfonksiyonillléﬁrevgenellemesi 1.3897 68 8479310 0 0

Tesekkiir
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